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LECTORI  SALUTEM! 

*V*jx  rudimentis  primorum  elementorum  superficia- 
liter  imbutus,  proprio  nutu,  sine  ullo  alio  fine, 
nonnisi  interna  veritatis  siti  ductus  , fontem  ipsum 
quaerendo  / fundamenta  tentaminis  hujus,  imber- 
bis adhuc  juvenis  posueram  : quod  , cum  ita  vaca- 
re a negotiis,  ut  res  ista  postularet,  frustra  am- 
plius sperem,  qualecunque  sit,  edere  decrevi  ; ut 
aut  acutiora  ingenia,  in  otiis  quae  mihi  defuere, 
perfectius  quid  praestent , aut  alii  eodem  igne  fa- 
tuo per  tenebras  illusi,  Viam  tritam  haud  deserant, 
operamque  , pretium  ejus  non  facturi,  alio  locent. 

Certe,  tantum  abest,  ut  auctor  fieri  unquam 
voluerim;  ut  sine  discipulorum  gratissimorum  im« 
pulsu  haud  quidquam  edidissem. 

Primaria  tantum  fundamenta  heic  ita  tradere 
propositum  est  ; ut  Tyrones  , quibus  abyssum  legi- 
bus pennis  trajicere,  merisque  imaginibus,  nullo  ori- 
ginali gaudentibus  , in  auras  vix  respirabiles  tolli 
lraud  datum  est,  pede  firmiore  progressi,  evehan- 
tur ad  sublimiora. 

Ingratam  dixeris  operam;  cum  celsa  ingenia  , 
supra  vallium  ambages,  per  apices  alpium  gradiau  - 
tur  : at  certe  nodi  ubique  gordii  adsunt , gigantum 
gladios  requirentes  — Neque  pro  iis]  scriptum  hoc 
est  : sed  pluribus  saltem  ejusdem  mecum  indolis 
foturis  ; quibus  si  vires  tempusque,  quae  mihi,  do- 
nec quadamtenus  conquiescere  potui,  impendenda 
fuere,  servaturus  sim,  operam  haud  perdidi.  — 

Monitos  quippe  Cmeo  exemplo)  juvenes  velim: 
ne  laborem  sex  millium  annorum  aggressi,  proprio 
marte,  jam  olim  inventis  quaerendis  vitam  deterant; 
discant  prius  grati  , quae  priores  docuere  ; et  pro- 
visa re  aedificent:  si  quid  autem  scripserint,  vide- 
ant , oraculum  conscientiae  interrogando  , ne  quid 
peste  communi , quae  et  spiritus  a terrestribus  vin- 
culis liberos  coelo  dejecit,  correpti  edant;  nisi 
quid  in  emolumentum  scientiae,  saltem  culturae 
communis  proferant;  et  uil  quidem  admirantes,  ( nou 


ipsi  admirandis  similes  videantur,  sed  quod 
effectus  quivis  caussae  [>a r sif),  \ircs  majores  mo- 
deste agnoscendo,  suis  acquiescant.  Ac  certe  in 
tanta  scriptorum  turba  , non  scribere  fit  rarius;  a- 
deo  ut  iere  is  monumentum  mereatnr,  qui  legere 
scribereque  sciens,  sine  ratione  praegnantc  scriptor 
non  fit:  de  re  agitur;  quidquid  boni  fuerit,  seri- 
ei infinitae  terminus  antecedens  est;  bonos  autem  no- 
m e nque  auctoris  unici  manet,  quo  innominato, 
prodeunt  arbores  herbae  floresque , cum  hymnis 
simplicibus , quibus  amplum  naturae  templum  re- 
sonat. — i^tquo  demum,  et  veri  nominis  scripto- 
res , (etsi  malignitati,  quae  libros  solum  teredini- 
bus posteris  relictura,  auctores  ipsos  corrodit, 
superstites  esse  queant),  si  terra  duret,  ut  soles  in 
via  lactea  in  nebulam  confluent;  nec  quidquam  in 
inundo  externo  est,  (sive  systematis  orbium  , sive 
lucerna  unius  vesperae  fuerit),  quod  non  aliquan- 
do intereat;  et  nonnisi  conscientiae  vere  bonae  pu- 
rus jtigisque  fons,  Deo  teste  gaudens,  illi  coaevus  est. 

Equidem,  licet  generis  humani  gratitudine  di- 
gnum censeam,  qui  finem  quem  mihi  proposui,  fe- 
liciter assecutus  fuerit ; cum  grana  tantum  arenae 
ad  pyramides  magis  aliorum  gloriae  attulerim  ; si 
non  Senecae  dicto  me  ipsum  consoler,  Suspice  vi* 
ros  etsi  deciderint , magna  canant  es : hoc  saltem 
laboris  pretium  petam  ; ut  voluisse  quoque  puro 
veritatis  amore  dulce  sit;  et  errores,  quos  partim 
per  omissionem,  partim  per  commissionem,  a ho- 
mine occupato,  vita  millefariam  divisa,  dircptaque, 
(valetudine  infirma,  raroque  inter  nubila  perpetua 
appafente  coelo),  et  penuria  librorum  mathemati- 
corum recentioris  aevi  (ut  p.  425  testatur),  e- 
vttare  yix  possibile  erat,  benigne  emendentur.  Cer- 
te quo  magis  res  perficietur,  et  quo  magis  superer: 
eo  lubentius  succumbam.  Denique  tantum  valeat, 
'(itautum  valet — et  Tu  lector  candide  vale  ! 


' 


EXPTiTO ATIO  SIGNORUM". 


EXPLICATIO  SIGNORUM. 


Ea  qibus  * praepositum  est,  una  cum  elementis  calculi  differentialis  a pag.  (180)  usque  ad  (342)  a Tyrone  prima 
vice  legente  omuii  possum:  imo  ad  erratorum  finem  annotatum  erit,  quae  ei  legenda  sint. 

= , ZE.  ^ , :=3,  (—) , = , Z!  aequalitatis  varias  species  denotant:  nempe  per 
A = B denotatur  - A absolute  aequale  ipsi  B (p.19). 

AXB  - - - A quoad  contentum,  aequale  ipsi  B (p.21). 

A = B - - - A'  •zi  B' , si  A',  B'  denotent  quantitates  A,B,  postquam  reductae  fuerint  (p.21). 

A#B  = 6 - - complexum  ipsorum  A e#  B ita  poni  posse,  ut  A cum  a et  B cum  b coincidant  (p,444) 

AI  B - - - A geometrice  aequale  ipsi  B (etsi  congruere  nequirent)  (p.454). 

. - jL-  c-— ' 1 (p.  188),  ubi  T et  t aequipollentia  dicuntur. 
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Literas  latinas  graecasve 
Literas  germanicas 
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sin  xm  , log am 
|(A)a»  -•  - 

[\)xm  - 

. (A)  (#m)  - 

f\n)x  . 

ALB  ■■ 
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ab 


z tendit  ad  limitem  a.  (p.29) 

expressionis  A dictae,  valor  quivis  alicui  valori  expressionis  B aequalis  (p.107) 
quilibet  valor  cujuslibet  expressionum  A et  B aequalis  alicui  alterius  valori. 
p os  it  itum, , negativum  ( p.22). 

«i*  B si  A denotet  m B,  et  m B si  A denotet  B;  adeoque  oppositum  ipsius  A 
ut  dici  solet,  4-  A. vero  ipsum  A denotat, 
aliud  quam  per  >■  et  < (p.3l). 

-ubicunque  (nisi  a|iud  monitum  fuerit)  quantitates  denotantur,  et  per 
(nisi  aliud  monitum  fuerit)  linearum  certa  puncta , ita  ut  a 6 denotet  lineum  quae 
inter  a et  b est. 

angulus  quem  linea  a cum  linea  b facit. 
angulus , quem  Jinea  ac  cum  linea  cb  facit. 
factum  e lactoribus  a et  b. 
quotus  ex  a per  b diviso. 

radix  gradus  m e facto  ex  « et  i,  per  radicem  gradus  n cx  e,  multiplicata. 

radix  gradus  m e facto  ex  ab  et  radice  gradus  n ex  c. 

2;  inde  qniil  per  E^P  intelligatur  patet  (p.108). 
quantitas  pure  imaginaria  = — 1 (p.105). 

functio  certa  ipsius  x fp.178). 
fufyctft® quantitatum  x,y--- 
functio  (A)#  substituto  x+i  ipsi  x. 

si  x variabilis  absoluta  sit,  (p.184 _) 
incrementa  simul tanea  variabilium  y,  z pro  «no  i (p.  193). 

different  iule  ipsius  (A)x;  verum  (p.190),  strictius  ^p.J9l),  generalius  ( p.269)  , 
purum  (p.  194),  partiale  (p.195). 

coefficiens  differentialis  (heic  derivata  dicta),  (p.l9l),  derivata  pura  (p.  194) , par- 
tialis (p.195). 
differentiate  «tum.  (p.195) 

2 

coefficiens  diff.  wtuj ; ita  si  y functionem  denotet,  y eoef.  diflf.  2dns  est ; derivata 
«ta  (p.195) 

dy.  dy;  ita  Jy5  denotat  Jy.Jy. 
sinus  x , log  «,  elevatus  ad  m. 

(A)[(A)xJ  , unde  quid  sin2# , log2#,  et  (A)”#  denotent,  patet. 

[(A)#]”*. 

functio  per  (A)  denotata  ipsius  xm. 

integrate  intcgralis  ipsius  (u)#,  unde  quid  fx  vel  C et  denotent  patet. 
angulus.  -> 

A perpendicularis  ad  B. 

A parallelum  ipsi  3. 

triangulum. 

quadratum. 

linea  a 6 utrinque  GO  ta  . 


ab 

T 6 

P 

qo 


ex  a incipiendo  00  ta , in  plana  illa  in  qua  b est. 
e b incipiendo  in  plaga  illa  in  qua  a est,  00  ta  • 

P (ex  gr.  planum)  totum  00  tum  (juxta  def.  p.  449 ). 

quantitas  omni  dabili  major,  qualis  omnino  datur,  ut  spatium  infinitum,  recta  utrin- 
que infinita  se(j  quantitas  omni  dabili  minor  non  datur  fp.69J. 


Vocabula  sequentia,  locis- annotatis  explicantur.  Pars  indivellibilis  , portio  (p.17)  , pure  imaginarium 
(p.105)  logarithmus  et  potentia  elementaris  ( p.43),  sensu  sublimiori  ( p.  168),  functio  absoluta  , et  variabilis 
absoluta  (p  181) , aequipollentia  (p.188),  quantitas  concreta  (p.97)  , forma  , sectio  (p.443)  ^c.. 


ARBOR 

ARITHMETICAE  GEOMETRIAEQUE 

Corradicata  coronisque  confluentibus. 


E repraesentationibus  externis  internisque  , via  abstractionis  pervenitur  ad  loca  primaria  omnium,  quae  in  mundo  externo  sunt,  et  quae  in  externo  iuternoque  fiunt;  SPATIUM  et  TEMPUS;  quae  partim  scorsim  nartim  mn',. 
ctim  considerantur  i abstrahendo  nimirum  e inundo  externo  corpus  omne,  e loco  quem  occupare  videtur,  et  quaerendo  quid  reliquum,  quidve  ultra  sit,  oritur  intuitus  spatii  puri,  atque  ex  eodem  in  diversis  locis  ’ vel  .livorci 
eodem  loco,  aut  diyersis  repraesentationibus  in  eodem  repraesentante,  nascitur  intuitus  temporis,  (p.412)  ’ ’ ««versis  in 

Ex  A et  tali  Non  A quod  ex  A est,  fit  conceptus  partis ; et  continui , si  quid  partes  commune  habeant.  A comparando  cum  B oritur  aequalitas  (. absoluta  et  respectiva).  Ex  aequalitate  et  parte  quantitas  (absoluta  et  re- 
spectiva). (p.  17,  19, 20)  ....  K 

Quantitas  cum  quantitate  parit  homogeinettatem  , et  majoritatem  minoritatemque.  Et  hinc  reflectendo  ad  tempus  atque  spatium ; quum  in  priori,  quantitatis  majoris  excessus  illico  pateat,  in  spatio  vero  saeDe  aliter  se  rea 
habeat:  de  omnibus  quantitatibus  ad  formam  simplicem  prioris  reducendis  cogitatur,  (p.  21.)  1 “ ler  * res 


Atque  talis  quantitas,  nempe  ad  formam  TEMPORIS  reducta,  OBJECTUM  ARITHMETICAE  est.(p  22.) 

f.  Quantitas  cum  qualitate  (nempe  oertv.  determinatione)  'parit  tjtvuin  el  Mvomt  (mox  imaginaria  quoque), 
(p.  22.  et  105) 

II.  Quantitatum  P et  Q certa  cum  determinatione  positarum  , resultatum  certa  sub  conditione  acceptum,  parit 
summam  S ; et  ex  S et  P quaerendo  socium  ipsius  P,  oritur  differentia  ipsius  P ab  S.  (p.  25.). 

III.  Differentia  eadem  ipsius  S ab  S',  a’tque  porro  ipsius  S'  ab  S"  et  ita  porro;  parit  P,  S',  S",  S'".  - - seri- 
em arithmeticam,  (p.  26.  et  105) 

Atque  si  series  ejusmodi  U a o incipiat  , et  diiferentia  cujusvis  termini  a sequente  sit  — u\  oritur  nu- 
merus quoad  a;  et  serie  tali  V item  a o ii.cipiente , cujus  termini  cujusvis  a sequente  differentia  =sv  sit; 
si  o ipsius  V cum  o ipsius  U simul  ponatur,. ac  quilibet  terminus  sive  in  U sive  in  V sequens,  simul 
ponatur  cum  eo  qui  in  altera  sequitur:  oritur  nomen  numericum  idem  terminorum  simultaneorum , in  U 
quoad  u,  in  V quoad  v.  (p.  27.). 

IV.  Quaestiones  hinc  variae  exortae:  cxgr.  praeter  alias;  num  B numerus  sit  quoad  A ? si  non;  num  tale  u 
detur,  quoad  quod,  tam  A quam  B numeri  sint?  et  si  detur,  cujusnam  nominis  numerus  sit  A,  et  cu- 
jus sit  B?  Hinc  mensuratio  ipsius  B per  A,  ubi  A mensura,  et  B mensum  ipsius  A dicitur;  atque  hic  ori- 
tur etiatn  idea  incommesurabilitatis  (adhueduin  subjective  tantum  possibilis);  atque  hinc  u semper  minus 
cogitando,  limitis  idea.  Venientibus  talibus  a et  b autem  , ut  ad  quaestionem,  qualenam  mensum  sit  b ipsi- 
us a,  eadem  respousio  sit,  quam  ad  eam,  qualenam  mensum  sit  B ipsius  A;  oritur  proportio.  Tum  men- 
surando quoad  A non  solum  B sed  C quoque  , oritur  fractio  ; atque  bine  passus  fit  omnes  quantitates  bo- 
mogeneas  quoad  idem  A mensurare;  A unitatem  apellando;  qua  minus,  fractio  vera  dicitur,  et  numerus 
quoad  A integer  audit,  (p.28, — 31, 3i). 

V.  Hinc  reflectendo  ad  IV,  si  ibidem  A unitas  sit  quaerere  b,  ex  a et  B,  dicitur  multiplicare  a per  B , et  5 
factum  quoad  unitatem  A e factoribus  a et  B audit,  (p.  33.) 

Hinc  ex  b tanquam  tacto  supposito  , et  uno  e factoribus  o et  B , quaerere  factorem  socium  ejus  di- 
citur dividere  b per  illum,  cujus  socins  quaeritur,  ct  hic  quotus  audit,  (p.  33.) 

Atque  prouti  unitus  (in  IV.)  >f<  vel  m accipitur;  oriuntur  realia  quoad  +l,et  realia  quoad  — 1.  (p.35). 

VI.  Si  factores  aequales  e sse  contigerit,  multiplicatio  cum  divisione  parit  potentiam,  radicem,  logarit- 
kmum,  ( elementares ).  ( p.  42.). 

Atque  quantitas  item  cum  certa  determinatione  ( uti  in  I)  , realitate  «jus,  multiplicationi  quoad  — I in- 
nixa , parit  imaginarium,  et  conceptum  multiplicationis  latiorem,  (p  105.). 

lino  potentia  logarithmusque  ( elementares ) , per  binomii  elevationem  ad  tales  series  deducunt  , quae 
conceptum  potentiae  logamtlum  altiorcm  pariunt,‘ubi  ct  imaginaria  in  exponentem  ascendunt,  (p.  1 OS) . . 

VII.  Ex  omnibus  his  quasi  in  oceanum  confluentibus  : oritur,  per  quarumvis  quantitatum  quibusvis  operationi- 
bus affectarum,  qualemvis  composiiionem  , conceptus  ita  dictae  FUNCTIONIS.  Ubi  item  (ut  in  IV)  variae 
oriuntur  quaestiones:  c quibus  corona  arboris  Arithmeticae  exsurgit,  (p.  178).  Nempe 

X)  Pro  certa  functionis  conditione  (qualitateve) , certai  functionem  constituentia,  qnae , quanta, 
qualiave  sint,  quaerere. 

35.)  Pro  certa  certorum  functionem  constituentium  conditione  { qualitateve ) ; quaeri  qualitas  functi- 
onis valoresque  possunt;  (imo  etiam  simul  certa  functionis  conditio  poni  potest). 

Exgr.  Ex  X)  Si  conditio  ea  sit,  ut  functionis  valov  o sit;  quaeri  valor  variabilium  potest , (problema 
aequationum)  , aut  valor  coeff icientium:  potest  etiam  conditio,  esse,  ut  functionis  valor  maximus  vel 
minimus  sit,  et  pro  hoc  variabilis  quaeri,  (p. 179,  315,  342,  410). 

Ita  aliae  conditiones  esse  possunt  ; imo  variabilis  vicem,  genus  certarum  functionum  subire  potest  (ut 

i nfy calculo  variat$omi/n  dicto),  (p.  1 80  ci 

Potest  vero  conditio  ea  quoque  esse  , ut  quantitates  certae  quarum  genus  dicatur  x , nulla  alia  opera- 
tione  affectae  , nonnisi  sub  certa  conditione  or-dinentur:  et  resultata  auaerantur.  ( Analnsis  combinatoria ) 
(p.  179  et  138,  atque  Tom  II.). 

In  95.)  quoque  variae  conditiones  esse  possunt:  exgr.  ut  variabili  nonnisi  integer  substituatur;  imo  ut 
etiam  functio  certa  qualitate  gaudeat,  (ut  i„  theoria  numerorum).  (p.  180) 

Si  ipsi  x substituatur  x + i,  oritur  Probi.  Tayloriannm.  (p.  183  et  289.) 

Si  vero  ipsi  x substituatur  mx  (pro  x denotante  -~)  , atque  ipsi  m substituantur  integri  ab  1 incipi- 
endo ; ct  valores  functionis  exorti  post  se  invicem  ponantur : oriuntur  series  ((ipso  x imo  ipso  n quoque  si- 
ve l sive  aliud  denotante);  estqne  pro  certo  valorc  ipsius  x (exgr.  #=1),  aut  n quoque  constans,  et 
ipsi  m numen  omnes  ab  1 incipiendo  eiiam  nitra  n substituuntur;  aut  n (quamvis  semper  finitum  deter- 
minatum, sed  post  quamvis,  seriem  prodnotam  novum  valorem  accipiens)  / — \ 00  , atque  ipsi  m semper 
numeri  ab  1 usque  ad  n substituuntur,  (p.  184 et  439) 

Si  in  casu  posteriore  terminus  quilibet  cum  sequente  comparetur:  prodit  series  incrementorum ; et  si 
duarum  functionum  F et  f ejusdem  x , unius  F valor  notus  sit;  atque  termini,  generales  T et  t , serierum 
incrementorum  ex  utraque  functione  deductarum  aequipolleant  (id  est  Af  r~% — 1 si  n a— n 00  ) ; prodit  et  . 

alterius  functionis  f valor.  Rcperire  t (in  forma  simplicissima)  docet  calculus  differentiatis , et  ex  t fun- 
ctionem / quaerit  calculus  integratis,  (p.  184,  - -- 269 341) 


His  praemissis  SPATIUM  purum  , OBJECTUM  GEOMETRIAE  est,  applicatis  ubi  necesse  est  verita- 
tibus in  Arithmetica  deductis:  ut  arbor  utraque  fraterna  corradicata,  altera  alteri  opem  ferente  ’ coronis 
inter  lucidas  Spatii  Temporisque  connubii  aeterni  orbitas,  in  abysso  coelorufrt  confluat,  (p.  22,  442). 

I.  E spatio  puro  -,  nascitur  prius  superficies  , linea , punctum , forma,  et  sectio j (p.  443). 

II.  Reditu  in  mundum  externum , cum  reflexione  ad  corpus  idem  iu  diversis  locis:  oritur  Axioma  congru- 

entiae, et  constructio  mobilis  geometrici,  motusque  geometricus  (conjunctio,  in  idea  non  in  concreto  spa- 
tii et_temporis).  (p.  444.).  ■ ’ 

jll.  Reditus  in  spatium  purum , cum  \pohili  geometrico.  Motus  sine  quiete,  ( Operatio  motus  Ima);  Mo- 
tus cum  quiete  ; cum  quiete  unius  puncti  ( Operatio  motus  2da  ) ; cum  quiete  2 punctorum  ( Operatio 
motus  3tia  ).  (p.447,  448). 

IV.  Spatii  filia  primogenita  punctum  est,  dein  sphaera  quasi  media  inter  duo  extrema  ( inextensum  et  qua- 
quaversum  00  tum).  Sphaerae  per  operationem  3tiam  filia  circulus  est;  et  ex  bis,  adhibitis  reliquis  operatio- 
nibus quoque,  generatur  recta,  atque  e recta  et  circulo  planum . (449  et  455  et 468  • - -) 

V.  Rectis  ex  eodem  puncto  p ad  omnia  puncta  cujuspiam  F, 

1.  Omnibus  picr  idem  (sive  1 sive  aliud,  dummodo  non  o sit)  multiplicatis : complexus' extremitatum 
parit  similitudinem  , ct  homologa  ; atque  contrarie,  aequalia , et  conceptum  generalem  aequalitatis  geome- 
tricae. (p.  451  - - -)• 

2.  Rectarum  dictarum  ipsarum  autem  complexus  fit  (sensu  generali)  pyramis  ; et  forma  ad  p apica- 
ta parit  conceptum  anguli  generalem,  (p.  451  et  457.). 

3.  Ilinc  forma  excluso  angulo  fit  fluens ; et  liaec  exclusis  recta  planoque  fit  curva , admissis  vero 
recta . planoque  parit  conceptum  generalem  tangentis , et  perpendicularitatis.  (p.  458,459). 

4.  Remoto  (in  V)  p in  QC  , oritur  angulus  o,  vel  prima  non  sectio-,  et  e rectarum  dictarum,  si 
finitae  et  aequales  reddantur,  complexu  fit  prisma  (sensu  generali  , et  tum  adhuc  generaliori  ).  Et  si  F 
Tecta  sit,  et  rectae  dictae  aequales  ad  angulum  aequalem  ponantur  in  plano;  exinde  oritur parallelismi  con- 
ceptus getmtalis.  (p.  459  — -461). 

VI.  Motus  geometricus  simplex  ('id  est  ut  iu  quovis  tempore  una  tantum  trium  operationum  (in  III.  dicta- 
rum),  et  quaevis  numero  certo,  etsi  non  eodem,  eveniat);  recta  planoque  lieicjatn  exIV  suppositis.(p.464) 

Cum  duabus  prioribus  operationibus,  et  semper  certo  praeterea  rectarum  numero  adbibito,  descenden- 
do in  planum  (omnibus  eo  restrictis);  fit  Planimetria-.  ubi  prius  de  tineis  (neglecta  area),  earuinque  se- 
ctione (o  aut  aliqua);  tum  de  areis  agitur.  Constructionis  geometricae  sensu  stricto  ambitas. 

Admissa  operatione  3tia  quoque,  nec  restringendo  ad  planum,  redeundo  in  spatium  universum;  fit  6o- 
lidometria , constructione  geometrica  sensu  lato  accepta-  ip-  464). 

Notandum  autem  , in  motu  dicto  simplici,  operationem  quamvis  seorsim  peragi,  nec  ulla  alia  lege  re. 
stringi,  nisi  quod  mobile  e dato  lqco  in  datum,  perveniat.  Unde  dnae  priores  operationes , Sola  restrictione 
ad  planum  accedente,  reducuntur;  Imo  ad  motum  puncti  a rectam  Ab  sectlm  ferentis , usquequo  a in  p 
perveniat.  2do.  ad  rectae  «6  motum  circa  a in  plano , donec  in  certam  rectam  datam , cujus  una  extre- 
mitas a est,  perveniat.  ...  . , ■ ... 

VII  MOTUS  GEOMETRICUS  COMPOSITUS:  nempe  ubi  plurcs  operationes  (trium  dictarum  primitivarum 
conjunguntur)  in  eodem  tempore;  lege  quoque  qua  durante  motu  viae  simtiitaneae  per  singulas  operationes 
factae  a se  invicem  dependeant,  data  : e quo  corona  arboris  Geometriae  excrescit.  Suntque  hae  operationes 
conjunctae,  (p.  465---). 

X)  Aut  numero  finito  ; et  quidem. 

I.  Aut  duae  tantum;  ex  gr.  si  recta  e6  in  plano  P circa  a mota,  interea  panctum  p ita  moveatur  in 
sit  =(f)«  (denotante  u viam  pumjti  6) ; et  quaeratur  via  puncti  p.  (p.465), 

ad  «6,  secum  ferat,  atque  interea  ita  moveatur  punctum 
im  puncti  p)  ; et  quaeratur  via  puncti  p'.  Prodeunt  hoc 
vis  pitnCtuin  tamen  (nempe  pro  dato  quovis  x simulta- 


ti 6, ut  via  ejus  __ 

Aut  o6  quiescat,  et  p in  a 6 motnm  , [_rem  B 
p'  in  B,  ut  via  y ejus  sit  =(F).®  (denotante  x v 
modo  talia  quoque,  quorum  etsi  non  omne,  quo 
neum  y ) geometrice  (sensu  stricto)  construi  potest 


2.  Aut  tribus  crinjunctis:  exgr.  si  punctum 
planum  p L™  ad  P e recta  B L»  ad  rtb,  atque 


describat  in  plani  P recta  a 6 viam  x,  secum  ferendo 
terea  p'  in  B motum  rectam  C px  p ad  B [_rem , in  p se- 
cum ferat ; Tt  punctum  p"  iu  C viam  Vdescribat  ;|sitque  puncti  p in  B via  y=(a)*,  et  «=(b)y  ; et  quae- 
ratur via  puncti  p"  in  spatio. 

A,.t  nlanunt  P circa  rectam  fixam  A plani  P m0veatur  , via  certi  ejus  puncti,  u dicta;  atque  interea 
p describat  in  A viam  a-,  secum  ferens  in  P L«fli  B ad  A,  atque  simul  dcsenbat  p'  in  B viam  y ; .sitquO 
*:i=(k)«  , et  y=.(h)x-,  ct  quaeratur  via  puncti  p'.  (p.466). 

Ita  plures  quoque  operationes  (numero  certo)  conjungi  possunt. 

95  5 Aut  innumerabiles  ejusmodi  operationes  conjunguntur:  cxgr.  si  recta  A in  plano  P sit,  et  re- 
cta RIA  ataucpTanum  Q secet  planum  P in  B,  et  rectam  A in  6 ; ae  moveatur  6 in  A,  planum  Q se- 
o.m  f«.n’s,  arcae  inisca  «n.  I«ge  a via  pune.i  b dep.ud.ni. , mov.aam, ct.  jj.nc»  M" 


.U  (innumerabili,  JJJ..  f" (“M"  'STaS™?? TU 
ratur  complexus  ipsorum  p i 

resultato  illa  per  quae  id  fi 
tetii' p or  e c oncep  tum  ntuylae  caissae  formando  ; oritur  Mechanica  pura. 


ratur  complexus  ipsorum  p in  omnibus  temporis  punctis  expertibus  usque  ad  motus  finem,  (p.467) 
Denique  „„elibe.  bonum  s.bquaiivi.  c.ndi.i.n.  componi,  e.  sub  aliqua  c.ndi.i.n.  »Wfb  «».  pro  resui..,,  illa  per  ,«••  M «»  S-*.*-*  f-"*  E'  'U  ™ «* 


ORDO  quo  GEOMETRIA  tractabitur  : , 

PRIMO  in  PLANO. 

X)  Tractamur  illa,  quorum  omnia  puncta  geometrice  (sensu  stricto)  ccnstrui  possvnt-,  ( quae  id- 
circo in  planum  cadunt). 

35.)  Tum  illa,  quorum  non  omnia  sed  quodvis  punctum  geometrice  (sensu  stricto')  construi  potest: 
inulta  horum  talia  sunt,  quorum  omnia  puncta  (sensu  lato)  geometrice  construi  possunt. 

£.)  Sunt  quorum  non  quodvis  punctum  geometrice  ( sensu  stricto)  construi  potest:  at  horum  quae- 
dam talia  sunt,  quorum  quodvis  punctum  construi  geometrice  ( sensu  lato)  potest,  et  alia,  quorum  quod- 
vis punctum  nec  ita  construi  potest. 

Considerantur  vero  prius  in  dicta ; et  quidem 

(t neglectis  areis),  formae  oriundae  per  illorum  sectionem , o aut  aliquam-,  et  quidem  hanc  prius  cum  angulo, 
tum  sine  angulo . 

A. )  Cum  angulo ; et  quidem. 

Imo.  Ex  una  recta',  cum  una,  dein  cum  duabus , tum  cum  3 rectis  : (aut  pro  nullo  pari  parallelo , aut 
pro  uno  pari  parallelo  per  alterum  parallelum  , aut  per  alterum  par  non  parallelum  , secto;  tum  e plu- 
ribus rectis . 

2do’.  E recta  cum  circulo : prius  una  recta , tum  pluribus , et  quidem  se  aut  non , aut  nonnisi  in  uno 
puncto  eodem  secantibus ; et  hoc  aut  in  peripheriam  , aut  intra  aut  extra  eam  cadente.  Denique  conside- 
rantur rectae  plu.res  , quarum  quaevis  per  2 proximas  tantum  secta  sit',  et  quidem  aut  quavis  sectione  in 
peripheriam  cadente , aut  peripheriam-  quavis  rectarum  tangente. 

3ti  . Considerantur  formae  e circulis  duobus  , tum  pluribus  se  mutuo  cum  angulo  secantibus. 

B. )  Tum  formae  e rectis  circulisque  utvis  sine  angulo  compositis. 

Postea  considerantur  «reae  forum  quae  prodierunt:  atque  eae  quoad  aequalitatem  terminatam  ubi  fieri 
potest,  aut  interminatam  (si  prius  fieri  nequeat)  (p.  21)  comparantur;  ad  formam  temporis  reductae  com- 
putantur , transmutantur,  adduntur,  subtrahuntur, 

. Tum  eorum  quae  prodierunt  (tantum  possibilitate  demonstrata,),  ea  quae  possunt,  geometrice  (sensu  stri- 
cto) constructa  exhibentur. 

Atque  demum,  e datis  sufficientibus  eorum  quae  prodierunt,  certa  concernentia  computantur  (applicata 
Arithmetica)  : quo  pertinet  etiam  Trigonometria  plana. 

Tum  considerantur  in  58  atque  demum  in  £ dicta,-  ipsa,  et  eorum  utcunque  compositorum  sectiones: 
Applicando  motum  e duobus  compositum  in  arbore  expositum  , subsidio  theoriae  functionum  ex  Arithme- 
tica. 

SECUNDO  : Redeundo  e plano  in  abyssum  spatii: 

H.)  Tractantur  prius  ea  , quorum  omnia  puncta  sensu  lato  geometrice  construi  possunt 

35.)  Quorum  non  omne  sed  quodvis  punctum  geometrice  sensu  lato  construi  potest. 

£.)  Quorum  nec  sensu  lato  geometrice  punctum  quodvis  construi  potest. 

Prius  in  31  dicta  tractantur  considerando  formas  oriundas 
Per  illorum  sectionem  o , aut  aliquam , et  quidem  lutnc  cum  vel  sine  angulo  : 

Imo.  Rectae  cum  plano  et  planis,  deinde  cum  sphaera. 

2do.  Plani 
a.) 


cum  uno  plano  , et  dein  cum  pluribus ubi  pluribus  (saltem  tribus)  nonnisi  punctum  commu- 
ne parit  angulum  solidum  vocatum;  unde  formae  e pluribus  planis  compositae,  sectae  quoque 
per  plana  parallela,  considerantur. 

cum  sphaera:  plano  uno,  aut  pluribus  secta  nempo  sphaera-,  si  omnia  per  centrum  eant,  pa- 
rit  Pr,'g°nometriam  sphaericam-,  si  vero  superficiem  simplicem  efficiant  , et  apices  angulorum 
“olidorum  omnes  in  superficiem  sphaerae  cadant,  aut  quodvis  planorum  tangat  sphaeram,  ori- 
ntur  o - claudant)  corpora  , inter  quae  sunt  (perfecte  aut  certo  sensu)  regularia. 


untur  (si  spati 


3tio.  Sphaerae  cum  sphaera  (una  aut  pluribus). 

E rectarum  ex  omnibus  punctis  formae  cujuspiam  F,  ad  idem  aliquod  punctum  p ductarum  complexu; 
oritur  Pyramis , Coitus , CsV  ' • ■ • --  ' - 

rectae  eidem  adeoque  inte 


et  si  p abeat  in  00  , ac  rectae  finitae  aequales  reddantur,  (aut  aliter  dicendo, 
i se  parallelae  et  aequales  sint)  , oritur  prisma , Cylinder 
harum  formarum  compositarum  lex  gr.  plani  et  coni  &c). 
et  £ dicta  tractantur , per  motus  quosvis  sive  in  formis  generatis  , sive  aliter  com- 


E sectionibus  quarumv, 

Atque  demum  in  58  i 

Positos , applicata  functionum  theoria  ex  Arithmetica. 


Index. 
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'I—  •U™""'  11 1* 

Conspectus  arboris  utriusque  breviter  est  se- 
quens : 

Fundus  communis  exponitur  usque  ad  (pag.22) 
quo  etiam  (p.  442)  pertinet, 

I.  radicem  arboris  Arithmeticae  constituit 
conceptuum  primariorum  genesis  , prouti  quilibet 
e prioribus  orti  se  invicem  excipiunt  (p,  22  usque 
p.  43  , §.  35). 

truncum  constituunt  primaria  , quae  e con- 
ceptibus dictis  per  axiomata  sequuntur:  utpote  re- 
sultata  operationum,  quot,  qualiave  sint,  si  cum 
commensurabilibus  , incommensurabilibus,  cum  fra- 
ctionibus, potentiis,  logaritlimisque  suscipiantur; 
quo  etiam  operatio  elevationis  (ex  gr.  binomii)  per- 
tinet; unde  potentiae  logarithmique  sublimioris 
conceptus  oritur.  Continentur  haec  in  (§.  35  a p. 
43;  usque  p.  178.  in  hoc  tomo). 

coronam  arboris  constituunt  quaestiones,  quae 
e conceptu  functionis,  ex  omnibus  praecedentibus 
confluentibus,  prodeunte  oriuntur  (ap.  178  usque  442 
in  hoc  tomo). 

II.  Ita  radicem  arboris  Geometriae  effici- 
unt; specialior  spatii  intuitus,  et  conceptuum  pri- 
. mariorum  genesis,  atque  sphaerae , rectae , plani* 
que  generatio\  horumque  combinationes  primariae, 
(a  p.  442  usque  ad  finem  tomi). 

truncum  faciunt,  e motu  simplici  oriunda;  Pia - 
nimetria  et  Solidometria. 

coronam  efficit  motus  compositus. 


I 


III.  Demum  (coronis  jam  antea  confluenti, 
bus)  ; actiore  spatii  cum  tempore  unione,  de  /uupla 
via  sub  eodem  tempore,  muplae  caussae  conceptum 
formando : oritur  Mechanica  pura. 


Notandum  autem  est:  Imo  quod  dum  tale  a- 
Jiquod  quod  in  omni  tempore  est  , dicitur  possibi- 
le*, ex  gr.  dum  dicitur  4tam  proportionalem,  aut  po- 
tentiam exponentis  aut  formam  aliquam  in  spa- 
tio, possibilia  esse:  ea  re  ipsa  dari  intelligendum 
sit.  Aliud  est,  si  de  eventu,  qui  in  aliquo  tantum 
tempore  est,  dicatur:  e complexu  enim  omnium  , 
quae  sunt , unicum  in  quovi$  temporis  puncto  ex- 
perte resultatum  est.  At  si  ex  a,  b reipsa  exi- 

stentibus,  (certo  modo  tali  suppositis , ut  abstrahen- 
do a reliquis,  nulla  contradictio  si 1 3 , eveniat  B; 
tum  B respective  quoad  a^b  - - - possibile  dici  po- 
test; etsi  e complexu  omnium  quae  sunt  (ita  uti 
sunt)  , nunquam  prodeat.  Absolute  possibile , idest 
si  £--*  complexum  omnium  quae  sunt,  eo  mo- 
do quo  sunt,  denotet;  reij)sa  et  iam  fit  aliquando* 

2do.  Dum  (p.  62)  possibilitas  mensurationis 
per  A ipsius  B asseritur:  demonstratur  quidem  («• 
bidem)  dari  talia  «,  u'  - - - et,  rc,  n' , m'  - - - ; 

ut  pro  — A.  — et  n'=2n\  n"  — 2 n9 

n 1 n'  7 


(nempe  uf  = 

2 2t 


fcfc);  in  casu  commen- 


surabilitatis , (substituendo  ipsi  n integros  ab  1 se 
invicem  excipientes)  prodeat  aliquando  tale  n , ut 
A~ntt , B =mu  sit;  secus  autem  pro  dictis  n9»  - - 

sit  Arr^w,  B:=/w//  + (w  < n\  et  B =mV+ 

(^'  • at  si  reipsa  exhibenda  u , u*  - - - 

et  numeranda  in  B fuerint ; supponi  divisio  ipsius  A 
per  quemvis  integrum  n debet;  quod  , si  A quanti- 
tas ad  rectam  reducta  sit  , Geometria  sine  tenta- 
tione  praestat,  uti  et  4tam  proportionalem  exacte 


( III  ) 

exhibet,  posteaquam  Arithmetica  pro  quantitatibus, 
etsi  nonnisi  in  concreto  expositae  essent,  dari  haec 
demonstret,  quamvis  non  semper  exhibere  valeat. 
Aliud  est,  si  quantitates  jam  mensuratae  suppo- 
nantur,  atque  ita  expressae  proponantur:  et  aliud, 
si  nonnisi  in  concreto  datis  laneis;  cx  gr.  linea  o 
per  lineam  a dividenda  esset  (p.  33J  , et  quaera- 
tur B tale  mensum  unitatis , quale  mensum  b ipsi- 
us  a est ; aut  b dividendum  per  lineam  B esset  , 
quaerendo  a,  nempe  cujus  tale  mensum  est  b , quam 
B est  datae  unitatis;  Arithmetica  dari  in  hoc  quoque 
casu  resultatum  probat , sed  illud  nonnisi  .peracta 
antea  mensuratione  exhibere  potest,  exacte  in  casu 
commensurabilitatis , secus  vero  cum  errore  dato 
quovis  minore. 

SPECIALITEB  vero  continentur  in  tomo  hoc 
primo  sequentia. 

IN  INTRODUCTIONE. 

1.  'Prospectus  cognitionum  humanarum.  Pro - 
positio,  ejusque  formae , definitio , theorema,  axio- 
ma , demonstratio , vocabula  et  veritates  ultimae , 
scientia  , systema. 

Historia , philosophia , mathesis , physica  (ex- 
terna , interna),  psychologia  (pura,  empyrica)  , ae- 
sthetica,  scientia  moralis  (pura,  applicata),  Offici- 
um, jus , jura.  Theologia  (a  pag.  1 usque  6). 

Axiomata  ("  p.  6.  et  7 , ubi  ex  IV  deducitur 
modus  apogogice  concludendi).  Logica  ad  mathe- 
sim requisita  : nempe  praeter  prius  dicta, genus,  spe- 
cies, subdivisionesque  (p.  8 et  9.^;  aliquod  funda- 
mentale (p.  10,  § C);  tum  propositiones  quae  ex 
una  sequuntur  (p.  31,  Imo);  dein  conceptus  aequi- 
valentes  quid  et  quando  sint  (p.  ll;2do  );  atque 
(p.  12  , 13)  e duabus*:,  propositionibus  quandoh  et 
qualis  fiat  conclusio?  (relatis  omnibus  casibus  pos- 
sibilibus , et  (p.  14,15)  per  axiomata  demonstratis); 
sorites  (p.  15  ^conclusio  de  n ad  «+ 1 (p.  1G.;§  F), 
fundamentum  limitis  (p.  15  % E). 

i * 


( IV  ) 


IN  CONSPECTU  ARITHMETICAE  GENERALI, 

I.  IIADIX  e fundamento  commun\ 

Complexus , pars  , totum  , pars  in  dive  Ili  bilis  , 
nempe  si  complexus  omnis  ejus  , quod  praeterea 
est,  in  concreto  sisti  nequeat,  nisi  ea  quoque  ad- 
sit); portio  (p.  17). 

% Indivellibile  partis , in divellibile  totius  est . 
Pars  partis  indivellibilis  , indivellibile  totius  est . 
Portio  portionis 5 portio  totius  est . portio 

ipsius  T sit ; reliquum  ipsius  T portio  ipsius 

T est . (p.  18,  19.). 

Nihilum  mathematicum  , et  expers  , punctum 
temporis , continuum  (p.  19). 

Aequalitas  ( absoluta , respectiva)  ; quantitas 
( absoluta , respectiva)  aequalitas  respectiva  quoad 
contentum  (p.  20,  21), 

(lua?ititas  cum  quantitate  : unde  majus , minus  , 
demtioi  hinc  reductio  ad  formam  temporis  (p.24). 
Notio  Arithmeticae  (p.  22)  (ubi  tractat  per  erro- 
rem omissum  est).  Hinc 

(luantitas  cum  qualitate , parit  Off  , <■*  et , + , 
— (p.22---24).  Hinc 

Additio  , ( quajititas  complexa)  , ex  additione 
subtractio  (p.  25).  Hinc 

Series  arithmetica  ,?itimerus\  variae  quaestio- 
nes ( p.  27,  28).  Hinc 

Mensurat  io  , incommensurabilitas  (p.  28  J,  /*- 
: quantitas  variabilis  (p.  29 J.  Hinc 
Fractio  (p.  29^),  tum  Unitas  (p,  30),  (Annotatio 
de  multiplicatione  linearum  (ibidem)  , fractio  vera , 
numerus  integer;  distinctio  inter  ;>  et  et  quae- 
dam hoc  concernentia  (p.  31).  Ex  his 

Multiplicatio?iis , ex  hac  divisionis  conceptU3 
(p.  33 (extensus  pag  106). 

Et  proportionis  geometricae  conceptus  fp.  43, 
aut  p.  65). 

In  multiplicatione  signa  (pariter  in  pro- 

portione (p.  34). 


( V ) 

Signa  + , — in  multiplicatione  et  divisione 
(p.  35). 

Specialia  multiplicationis  schemata  (p.  36  - - -)  ; 
ubi  (p.  37  et  38)  de  - et  qq  Praev*a  annotatio 

est ; et  (pag,  38  pro  (a)  legi  (a)x  debet. 

An  semper  detur  factum,  quotus^.  et  aliae  quae- 
stiones (p.  39);  ubi  linea  2da  a calce  pro, ex  1,  le- 
gendum ex  §.  32,  1. 

Quid  si  factores  permutentur  prius  homoge- 
nei , tum  heterogenei ; coiiceptus  celeritatis,  et 
expositio  conceptus  quantitatum  analogarum  (p. 
39  - - - 41). 

Duo  divisionis  schemata  (p.  42). 

Per  plures  factores  aequales,  multiplicationis 
cum  divisione , filiae ; potentia , radix , logarithmus 
{sensu  elementari)  (p.  42 , 43;  ubi  p.  42  linea  7 
a calce  pro  aequalia , legi  aequales  debet. 

II.  TRUNCUM  arboris  constituit  §.  35,  p.43 
incipiens,  usque  ad  p.  178  §.36. 

fi  resultatis  aequalibus,  ad  eorum  aequalitatem 
unde  prodierunt,  non  concluditur  (p.  43)» 

Reductio  quantitatum  ad  formam  temporis  , 
yectaeve ; (imo  quarundem  ad  circulum).  * Quan- 
titas finita  (absolute , respective')  fp.  44). 

Constat , continetur  (p.  45). 

Addita,  etsi  >{«,  e*  adfuerint  quocunque  ordine, 
summam  eandem  praebent  (ibidem  usque  ad  (p.47), 
ubi  V p.  45,  per  errorem,  et  (Fig.7)p.46  omissum  est). 

Datur  limes  (ibidem  VI). 

# Tempus  quedvis  continuum  gaudet  dimidia 
(p.  48)  et  si  dimidii  semper  dimidium  accipiatur, 
dabili  quovis  tempore  minus  prodit  (p.  48,49) 

# Si  u multiplicetnr  per  factum  e factoribus 
numero  n,  quorum  quivis  =2;  factum  numerus 
quoad  u erit.  (p.  49.  IX). 

# Temporis  continui  Q quod  inter  2 puncta  est, 
quaevis  portio  certo  numero  accepta  , superat  i- 
psum  Q (p.  50). 


! 


( VI  ) 

* Tempu9  tale  (ut  prius) per  quemvis  integrum 
(Uvidi  potest  (p.  50);  omniaque  dicta  ad  rectam  ap- 
plicari possunt  (p.  51). 

Pro  n integro,  et  a, (3  >{<vis  , est  w(a+p)  — net 
+ (p.  51). 

Itat  + ~5  applicatio  ad  a — p fp. 

n n n 

52). 

* Si  e tempore  T (vel  recta)  possit  u nume- 
ro n accipi,  ita  ut  w zzo  vel  supersit;  ex  eo- 
dem T,  (n  + 1 )«  accipi  nequeunt  {p.  52). 

* Quaevis  quantitas  ad  unicum  reduci  potest 
(p.  53). 

* Si  A 31 B,  est  etiam  A = B,  id  est  A'  —.B 
(per  A',  B',  reducta  A , et  B intelligendo);  et  con- 
versa. (p.  53). 

* Si  A constet  ex  est  A' = 

(etsi  interminata  sit  reductio)  (p.  54 , 55). 

Resultatum  additionis , subtractionisque  quan- 
titatum reductarum,  unicum . Imo  etsi  CurQ,  et 
a zz  c y uti  sunt  considerentur;  undevis  dematur  a 
ex  C et  c ex  Q ; residua  erunt  xlia  (p.  55). 

Quantitatibus  item  ita  ut  sunt?  sine  reductione 
consideratis;  et  n:  litate  terminata  intellecta:  Imo  . 
Si  A x B x C ; est  etiam  Aa;  (C,  ubi  ea?  errore  B 
scriptum  pro  C est)  ( p.  56)  2do.  Si  P Q , et 
p iz  q,  ac  p (portio  ipsius  P)  ex  P,  et  q (^portio 
ipsius  Q)  ex  Q , undevis  dematur : erunt  illa  quae 
ex  P et  Q remanent , aequalitate  terminata  aequa- 
lia (p.  57  usque  5.9) 

Ut  resultatum  multiplicationis  divisionisque  u- 
nicum  esse  probetur:  prius  de  fractionibus  (men- 
surat io  ne  {supposita  expressis);  et  prius  pro  casu 
commensurabilitatis  (a  pag  59  usque  62):  nempe 
Imo.  fractio , forma  quoti  exprimi  potest  (p.  59). 
2do  Si  per  integrum  multiplicetur  numerator , va- 
lor  toties  augetur  , si  denominator , valor  toties 
minuitur  ; si  uterque  ( per  eundem)  multiplicetur, 
valor  manet.  3tio.  Regula  bine  ad  denominato - 
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7 em  eundem  reducendi , (vide  etiam  p.  396);  (no'- 
ta,  unde  quae  fractionum  sit  major  dignosci  que* 
at).  4to  multipticatio  fractionum  5 unde  fractio 
frbctionis  s et  modus  quo  fractio,  unius  rei  in  fra- 
ctionem rei  alius  mutari  queat.  5to  Divisio  fra- 
ctionum. 6to  fractio  et  pro  casu  terminorum  non 
integrorum,  quotus  est.  7mo.  reductio  ad  datum 
numeratorem , vel  denominatorem . 8vo.  Etsi  per 
1 fractionem  eandem  multiplicentur  termini  fractio- 
nis , valor  idem  manet. 

Possibilitas  mensurationis  (p.62,  XXI). 

Datur  4ta  proportionalis  (p.  64.  XXII.) 

Proportionis  alia  definitio  (p.  65).  In  pro- 
portione 2 priora , et  2 posteriora  sunt  simul 
commensurabilia  vel  simul  incommensurabilia  (p. 
66). 

Proportionalis  4ta  unica  est  (p.  66) 

Definitio  proprortionis  Euclide  a , cjusque 
eum  dictis  aequivalentia  (p.  11  et  p.  67). 

Quaedam  de  limitibus  praevie  necessaria  ( a p. 
68  usque  70). 

lino.  Si  w a^  o ; et  o ; imo  e quotvis 

factoribus,  quorum  aliquis  0,  factum  o . 

Quantitas  omni  dab ili  minor  non  existit  (p.  69). 

2do.  Si  w,  ^ A-*“\  o 5 et  w + X o,  (nisi 

co  +*  Xzro)  sit.  3tio  Si  x \ a , et  y /— **• \ £ ; tum 

x^y  a-~\  a b • et  summa  quotvis  quantitatum 
ad  limitem  tendentium  > tendit  ad  summam  limi- 
tum, 

4to.  Si  x—y  A— % o,  et  # a— v b ; tunc 

a~b. 

5tn.  Si  ^ , et  /? — ^ a-*>  o ; tum  etiam 

p — x a--\  o , et  # — q a-^-n  o. 

6to.  Si  n a-*-n  cc  ; tum  1 Ita  7mo  . 


n 


( VIII  ) 

Svo.  Si  a constans  sit,  et  $ a- — \ 00  , atque 
^ . ra  ra 

— . a ]>  — ; tum  x — A-— n o . 

s s s 

v 1 

De  resultato  multiplicationis  ( atque  certo 
sensu  divisionis ) unico  f a pag.  70  usque  75). 

9no.  Ordo  jactorum  (etsi  omnes  incommen - 
surahiles  fuerint , utcunque  discerpta  factorum 
imagine')  non  mutat  factum . 

10mo.  Factor  b cum  nullo  fatore  a+c  (pro 
r non  o)  factum  illi  quod  cum  a efficit , — le  />ro- 
ducit , (literae  in  duabus  primis  lineis  ita  sunt  cor* 
rigendae). 

1 1 mo.  Si  # *w-\  ^ , et  y A — ' ^ ; tum 
et  limes  facti  e quotvis  ejusmodi  factoribus  , 
factum  limitum.' 

l2mo.  A divisum  q)Cr  B , dat  quotum  unicum 

\ A 

q\  et  — = B , atque  A =Bq  5 et  '"g”  . B = A , item 


A. 


I 


1 3tio.  Si  mu=  vel  A — \ B,  et  nu= A,  atque 
wic  yel  A— ~\  D , et  C;  tum  A:B~C:D,  a- 
deoque  proportio  ita  designari  potest.  Atque  si 
B:A— Q sit;  B per  AQ,  et  D per  CQ  exprimi  po- 
terit. Conversim  quoque  , si  A : B=C  £ D , aut  B — 
AQ  et  D~CQ;  proportio  est  (p.  75,76). 

14to.  Si  x a-^"\  a , y A-^\  b et  nec  y nec  o; 

. . . x x a a f 

tum  quodvis  ipsorum  ^ ^_A-^-\-^(p.77;- 

2^  ll 

In  praec.  o e valoribus  divisoris  excludebatur  : 
quidsi  divisor  a-^  oi  (p.  79). 

Quidsi  tam,  dividendus  quam  divisor  ol 

quaedam  de  quoto  simul  variatorum  praevie  , (^a 
pag  80  usque  82), 

Si  —■  /* — l ; tum  pro  utvis  magno  N 


U10. 


u 


datur  u — u'  < 


u 


JN 


r" 
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u'  i* 


2do.  Si  — 7 1 ; tum  etiam  - 


u 


u 


3 lio.  Sit  co'  pro  dato  quovis  N potest  < - 


u 


N 


V 


u 4 u/ 


fieri,  ac  I;  tunc  etifim  — - 

u n 


1. 


4to. 

Imo  etiam 

7,’ 

w4  co' 

t/ 

fieri  potest 

5to. 

Si  — ^ 

u 

, v 

• ’'ac-7 

, et 


n'+\ 
u + co' 


1,  si 


f/ 


4 v 


1. 


6to.  Si  — A-^ljac-^ 
u ’ v 


1 ; cliarn 


1;  etiam 


?/v 


«V 


1. 


U 


7mo.  Si  — 7 

u . 


u 

J>ac  1;  etiam 


v 

Quotus  formae  utcunque  discerpi  valo. 

re  incolumi  potest  (p.  82,  83). 

De  potentiis  et  operatio?iibus  earum  primariis 
(apag.84  usque  94);  additis  (p.I05  . - 107  et  128,129) 
Quod  potentia  possibilis  sit  - sive  commensu - 
rabilis  sit  exponens  q sive  ?ion « et  sive  >¥<  sive 
^ fuerit. 

Imo.  Si  q integer  et  > 1 sit.  2do.  Si  q=i. 
«itio  Si  (j—  o. 

4to.  Si  q integer  *— <;  deinde ?ion  integer,  prius 
!>  ‘-S  sed  quantitas  commensurabilis  fuerit 

(p.  84,85);  ubi  p.  84,  XXIX  linea  5 pro  3—1 

ii 


] 

legi  3—2,  et  p.  85  linea  1 pro  2—1  legt  3—2  de- 
bet. 

5to.  Sed  quaeritur  (ad  praec.)  num  detur  ta-  i 
le  A,  ut  aa~/.AA  ? (p.  85). 

6to.  Majus  ad  idem  elevatum , et  idem  ad 
majus  elevatum  fit  majus  (p.  86,  87);  et  pro  ex-\ I 
ponentis  valore  eodem , potentia  eadem  est\  unde 
potentiae  ad  exponevites  denominator  is  commu- 
nis reduci  possunt  (p.  87). 

7mo.  Si  q incommensurabilis  , et  prius  tam  q 
quam  a >{<  fuerit  (p  87).  Casus,  si  a~  i ; si  a<Z  1 
fp.  88).  Si  q fuerit  (p.  88  et  39  J;  unde  poten- 
tia e divisore  in  dividendum  poni , exponente  in 
oppositum  mutato  potest  (p0  89). 


Svo» 

Quodvis 

N sive  > sive  ■ 

< 

1 fuerit; 

m 

v ! 

l/N 

/ V 1 

5 si  \ 00  fp*  8^)* 

9no. 

a'l  . aQ  = 

fp.  so;.  Et 

ai 

ai- 

Q (p- 

90). 

71 

lOgno. 

Si 

m\  non  solum  a 

m 

=B,  sed 

m 

jL 

n 

etiam  B n 

— <Z  3=  B 

\% 

II 

© 

•w 

Et 

si  m" 

t 1 


? et  aq  5 est  etiam  B 9 ; atque  si  B (i 

q — 

r=a,  est  etiam  a9^B  ; et  sive  p/B  , sive  B 9 scri- 
batur , perinde  est  (p.  90). 

TYl  / _ 

limo.  — ny,  et  12mo.  — 

c 


'jr  O 9i\ 

c" 

J 3nio.  {a9  y — apcl  (p.  91,  ct  92;  ubi  pro 
(aq  legendum  {af:Y  es  t. 


( XI  } 


k JL 

Hinc  ~ a 'k  (P* 

Uto.  Si  s<l  ) aut  exponens  uterque  (aut 
unus  tantum ) w fuerit;  (p*  92  et  93}. 

Si  et  a — I?  \ est  a?  —b  ; et  si 

I3 

a 

a I3  ^5,  est  aa  — b$  (p«98). 

h 

15to.  - ^ » Et  * * 

]c  h h j 

a . 6 «i/ c - - - 

16to.  Si  A—'  y,  consideratur  potentia  pro 

m 

a *i«vo  et  >-vo,  prouti  m par  aut  impar  accipitur. 
Origo  imaginarii  (p.  94). 

De  compendiis  opera  Ionum  per  logarithmos 

(pag.  95,  96). 

J)  0 (5XJ)T(jSS tOlllS  valore  , Vniftata  Unitate  , ©t 

de  expressionibus  quoad  diversas  unitates  factis, 
ad  eandem  reducendis;  (quum  omnia  dicta  huc- 
usque  certae  determinatae  unitati  >J<vae  innixa  sint) 
(pag.  96  usque  105).  Exempla  aequationis  sectio - 
jium  conicarum  (p.  101  usque  103)  ; ubi  nomina 
primaria  sectiones  conicas  concernentia  (p.  101  ? 
102)  definiuntur;  et  pag.  103  inter  asymptotam  et 
V)  hyb  er  holam  , et  q,  legi  debet.  Quantitas  concreta, 

et  abstracta  Tp.  97).  . N , , 

I)e  imaginariis  , atque  (his  admissis)  calculo 
radie  alium,  (a  pag.  105  usque  118  ; cui  addendum 
p.  128,129,  9 no  lOino  limo  et  12mo.). 

Ilacusque  Unitas  ponebatur:  sed  prouti 
superius,  quantitas  cum  quantitate  ( nempe  certa 
cum  determinatione)  produxit  ^vmn  et  m ,um;  ita 
si  quantitatem-  o,  ut  radicem  c quovis  B spectare 
libeat:  oriuntur  pure  imaginaria , quorum  reahtas 
multiplicationi  quoad  -”1  innjxa  est  (p. 


ii 


conce - 


C xii  ) 

Regulae  admissis  imaginariis  , atque 
P tus  multiplicationis  extensus  (p.  10G). 

Expressionum  aequalitas  varia  CP-  107). 

Porro  significatio  ‘signi ; I- — ; tum  Imo//— 4 = 

^"4  . 1;  atque  a dzz.y/ ad  ( p.  108). 

2do.  Radix  pure  imaginaria  exprimitur  (pro 
2/x  2 n 2n  2 n 

P per  — P = P . — 1 ; atque  — \ 

(pro  «,  £,  realibus  quoad  -fl)  potest  per  a+dl^—i 
exprimi  (p.  108  usque  110,  prima  tantum  Trigo- 
nometriae  elementa  requirens).  Nempe  p.  109  ra- 
dices mi  gradus  tam  ipsius  -b  1 quam  ipsius  — 1 ex- 
hibentur omnes,  numero  Et  (pag.  110)  exemplis 
illustratur. 

m m 

Hinc  (item  p.  lio)  si“V"P  sit  p'  erit  J^_p 
p(a+il^ — 1);  (udi  error  ita  corrigendus  est )> 

ai  ni  rn 

y'—p  yQ(—)y—PQ  (pag.  111,112). 

n n n n 

C - - - ABC  (etsi  imaginaria 

adfuerint}. 

....  m 

At  si  id  tantum  constet,  quod  % P,  et  y 

ex  eo  PQ  tantum  sequitur. 

Jtio.  fci  a~x ; est  X <=  sed  non  (=)^/an 
m n rn  mn 

atque  si  x~ya,  est  x =x  ^ ^ an~  y/  an  \ et 
2.5  5 j 

I,inc  (/  — 1 = |/j/-l  =)jy—l,  atque  (_i)V 

= sed  non  (= ) (—  l/^Cpag.  112,  113  j. 

De  elevallone  imaginariorum.  F( a nasr  111  u- 
sque  118).  1 6 

2 n 

4to.  Quaestio  ad  1^—1  redit.  Est  vero  2«, 
aut  potentia  ipsius  2 integra,  aut  factum  e tali,  et 


( XIII  ) 


2P 

numero  impari;  |/  — 1 nonnisi  ad  m,2^  elevatum 
(pro  m integro)  dat  reale , etquidem  + 1 pro  m 
pari,  et  — l pro  m impari,  (p.  113). 

5to.  Etiamsi  p , y,  r - - - potentiae  integrae  ipsi- 
P ' 9 r 

us  2 fuerint ; y/  — 1 . — 1 . (/ — 1 ...  nullum  rea- 

le dat.  (p.  114). 

6to.  Radices  exponentis  2n  ipsius  — 1,  eaedem 
sed  via  a pag.  108  diversa,  item  sub  formam  a + 
b\^  — 1 venientes,  exhibentur  (p.  115---  ll8 ). 

7mo.  Pure  imaginaria  a reatibus,  nonnisi  de - 
terminatione  (uti  et*-i)  differunt*,  nec  scierit  ia, 
quae  praecisione  evidentiaque  gloriatur,  meris  i - 
Imaginibus  nullo  originali  gaudentibus  contenta 
esse  potest,  (p.  13  8)  Et  aeque  visibiles  sunt , etsi 
imaginarium  in  exponentem  ascendat  (p.  168).  E- 
x emptum  quo  in  Geometria  visibilia  fiunt  imagi- 
naria, exhibetur  (p.  177,  7mo  ). 

De  regulis  additionis,  subtractionis,  multi- 
plicationis, divisionisque,  quantitatum  complexarum, 
(etsi  imaginaria  adfuerint),  (a  p.  118  usque  130). 

Regula  additionis  traditur  pag.  118.  Quod 
hoc  pacto  [ubi  ex  errore  pactor  scriptum  est ) sum- 
ma  quaesita  prodeat  ; demonstratur  prius  de  rea- 
libus  pag.  119,  tum  etsi  imaginaria  adfuerint  pag. 
120,  121. 

Subtractio  demonstratur  pag.  122.  Quod  op- 
positum subtrahendi  ita  dicto  minuendo  addendum 
sit,  demonstratum  est  (pag.  26^. 

Multiplicatio  demonstratur  (p.  122  - - - 126). 

Divisio  demonstratur  (p.  126  ). 

Exempla  quaedam . 

7mo.  ( a+  b)  ( a-\-  b ),  et  (# — b ) (« — b );  dein  (a 
+ ]3j(a— j3)=*2— /3  a : (iSa  + lSti)  . (y^a—lS' b)  = 
a — [(«-j-  b)2 — c2  j fc? 2 — (« — b)2  j ~ (aj;b+c  ) (&*i 
— c)(afc — &)(£4-c — a),  (pag.  127).  Et  ibidem  8vo. 
demonstratur  summam  qualiumvis  rcalium  et  pure 


( XfV  ) 


imaginariorum,  per  qualemvis  ejusmodi  summam 
divisam,  dare  quotum. 

o ( 1 : 3 r 1 , 1 n*' 

9"°'  ^ ~2~+  ~~2 — J > seu  C + -J"  * ] 


(pag.  128) , ubi  « radicem  ex  <—3  denotat  sensu 
(p.lC8). 

P 1 

lOmo.  Si  aV'' P”  + ~g multiplicandum  sit 


b\S  Q 


»2 


per 


m 


1 


M 


P 

al^Vn 


y erit  factum  ahl^P ncJ  Q WP 


Jl^ 

[ VI 


-nq  -mp 

— (ab)'1  Ppj.Q  P?  3;  (pag. 


abl^P^Q  mP 

128  , ubi  error  ita  corrigendus  est).  Unde  etiam 

p q 

regula  liquet  ; nempe  a\y^Pn  . b \/  Qm  = 
abV 


limo.  Modus  factorem  signo  ^ praepositum  . 
introducendi  , aut  illum  qui  signo  subest,  educen*  j 
di  (pag.  129). 

p q 4 pqpnq' 

12mo.  Otidem) 

13tio.  Divisio  ipsius  xn — 1 per  #■—  1 , et  lito 
ipsius  1 per  1 — x.  Et 

15to.  Hinc  summa  seriei  geometricae , et  ca- 
sus ubi  formula  summae  fit  ° ; tum  limes  sum- 

0 

mac,  si  exponens  <1  sit , nec  non  complementum 
quoti  in  exemplo  posteriore  (pag.  131  et  132). 

16to.  Seriei  Arithmeticae  terminus  generalis  q 
et  summa . Ex gr.  nurnerornm  imparium  summa  u- 
sque  ad  «tum’  inclusi  ve,  est  nz  (pag  132). 

18vo.  Si  (a-t-hj  peir  se  multiplicatum  iteim 
per  «+ A“imiltiplicetur,  atque  hoc  continuetur,  do- 
nec (a+b)12  fiat.  : quaeritur  productum  (p  131). 


SII 


( XVI  ) 

Transformatto  ipsius  (a+S)”  in  (l-\r-^-)n.an‘ 

simili  modo  tollitur  quivis  factor  e quovis  ter- 
mino binomii  ad  exponentem,  elevati  (p.  1341. 

Demonstratio  binomii  pro  n integro  H^vo  (p. 
135 137).  Alia  demonstratio  (qua  etiam  nume- 

rus combinationum  exhibetur)  (pag.  137.--  140). 

Demonstratio  formulae  binomialis  pro  expo- 
nente qualivis  , (adhucdum  excluso  imaginario) , 
a pag.  141  usque  150.  Prius  lex  qua  terminorum 
signa  pro  +x  et  —x  cum  +e  et  — e combinatis 
prodeunt,  exponitur;  tum  exponente  co  efficient  is 
ab  exponente  seriei  distincto,  demostratur  seriem 
ejusmodi  , pro  x<l  , ad  limitem  tendere  , atque 

limitem  esse  (l+a?)e  • ... 

Oto  Si  w>  1 ; tum  (lf*)e  ita  exprimi  nequit 
(p.  151  et  152).  Pag.  152  in  linea  suprema  post 
1 signum  loco  — esse  debet  5 atque  videatur  in- 
ferius pag.  300;  ita  pro  x~±-l  videatur  (pag.  303 

et  304).  * ' . . 

7mo.  Aliquid  de  seriebus  infinitis , quarum 

incrementa  terminorum  /'*'•'»  0 , cum  exemplis  qui» 

busdam  (p.  152,  153). 


8 


vo 


Si 


n 


m 


de  («+&)?  quoque  valet 


formula  hinomialis. 

9no.  Etsi  hinomium  imaginarium  contineat , 
valet  (p.  156). 

10mo.  Si  exponens  binomii  vera  fractio 

sit  a formula  coefficientis  pti  fp»  157). 

' Be  Logarithmi  expressione  per  seriem  , et 
potentiae  logarithmique  conceptu  sublimiori , at- 
que quantitatis  imaginariae  ascensu  in  exponentem 
(a  p.  157  usque  178). 

Si  in  (l  + ^O^  ponatur  x > atque  n GC  > 


m 


tum  ~ _ 

mj  1 


o»  ^ 


C XVI  ) 

Imo.  Si  etiam  an  /s— -\  QO  > et  ab  n certo  mo- 
do dependeat;  ex  gr.  sit  m=-n  ; tum  f 1 + )” 

gaudet  certo  limite,  in  posterum  e dicto,  basi  J0. 

garithmorum,  qui  naturales  vocantur.  Etsi  (H  — )n 

n ' 

ad  q elevetur,  series  quae  prodit,  / — (p.  158, 
159)* 


2do.  Etiam  e quantitate  reperitur  logarithmus 
(p.  159---  160). 

3’  o ’*  Modulus  systematis  logarithmici  reperi- 
tur. ( p*  162). 

Si  vero  duae  bases  fuerint  B et  C , et  log  N 
quoad  B sit  b,  ac  log  N quoad  C sit  c ; est  — 

logC 
— logB 

Log  o = — 00  (pag.  163). 

Porro  si  in  serie  ipsum  ec ^ (per  praec.)  expri- 


C6 

mente,  substituatur  a-fp  aut  a — 13  , aut  aj3,  vel—-’ 

P 


prius  pro  a , |3  realibus;  (p.  163),  tum  etsi  imagi- 
naria contineant  (p.  161 ---167);  animadvertitur, 
has  series  analogis  subesse  operationibus,  ac  si  ex- 
ponentes ipsius  e reales  essent;  generaturque  con- 
ceptus potentiae  logarithmique  {se  fisu  sublimior  i*) 
(pag.  167,  168). 


Logarithmus  r Palis  hoc  sensu,  quantitati  «vae 
haud  competit  ("p.  169),  sed  elementaris  competit 
(p.  170). 

Datur  pro  quibusvis  realibus  A , B;  tale;  x , ut 
log  (A-f  — (pag.  170 173). 

Ubi  etiam  series  sinum  et  co sinum  arcus  mu- 
pli  exprimens  exhibetur . Et  si  K( cos  af  x/  — 1 . sin  a) 
= — Ir (pro  A,B,K,£,  et  «realibus); 

tum  Iv“=  CP-  172  et  173 i 
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Logarithmi  imaginarii , quantitatis  i-vae  in- 
n u m er  ab  iles  (p.  173). 

Pro  quovis  K >f<vo  datur  tale  h , ut  ek  K 
(p.  174  ubi  pro  Fig.  17  legi  Fig.  17  * debet). 

Fxempla . Imo.  Logarithmi  ipsius  1 innumera- 
biles , inter  quos  solus  zerus  cst[  realis. 

2do.  1 ~ 1 , et  ttj/— 1 est  unus  logarilb- 

morum  naturalium  ipsius  — 1. 

3tio.  Valor  ipsina  e ^ 

~ ea^~l  , et  al^  — I = Iognat 


4to. 

i^— i. 

5to. 


Valor  ipsius  ((/— 1)^~ 1 (pag.  176) 


6to.  Quid  per  cos  a =; 


eaS-i 


et 


sin  a — 


eats~i_  1 


A intelligatur( 1 76, 1 77,456) 

W Applicatio  certa  imaginariorum  ad  Geo - 
metriam  (P.  177;. 

8vo?  Log — 2 — log  — 3 , certo  sensu  =:Iog^? 

""i# 

2 

= log  —(ibidem). 

III.  CORONA  arboris  Arithmeticae  incipit  a 
§•  36.  p.  178,  ct  desinit  in  hoc  tomo  pag.  442. 

Functio , variabilis  , coiistans  (p,  178).  Rami 
in  quos  corona  dividitur  p.  179,  180). 

Dein  lino.  Functionis  divisio , (p.  180,181)  m 
algebraicam  , transcendentem , absolutam ; 2do.  de- 
signatio functionum  ( p.  181 183),  (sed  in  hoc 

opere,  nonnisi  ea  occurrunt,  quae  in  Explicatione 
signorum  reperiuntur). 

3tio.  Si  in  (A)#  substituatur  et  quae- 

ratur valor  functionis  (A)O-W)  {Probi.  Tayloria - 
««*») ; et  porro  comparetur  augmentum  functionis 
cum  augmento  simultaueo  ipsius  a;  ; pervenitur  ad 
rationem  ultimam  augmentorum  evanescentium 

m 
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juxta  newtonum;  nempe  si 


(A)(;r-i-0 


(a  y*. 


dum  x a— n ©,  fadeoque  priusquam  =o  fieret).  In- 
signis limes  iste  est7  equo  et  calculus  diffeferentialis 
deduci  potest  , (p.  183; . Sed 

4to.  Evidentius  simpliciusque  fit:  si  fp.  184) 
ipsi  x (p.  184,  ubi  linea  suprema , x pro  i legi  de • 


• i tv 

bet ),  substituatur  prius  o,  dein  x,  id  est  — ,tum 


2x  , 3x  ^c,  atque  valoribtis  prodeuntibus  post  se 
invicem  positis  . quilibet  cum  sequente  comparetur 
(quoad  incrementum ) ; et  incrementa  ista  novam 
seriem  forment:  seriei  hujus  summa  in  aperto  erit; 
atque  si 

5to,  Alia  series  occurrat,  e qua  eodem  modo 
pro  iisdem  x et  n deductae  simili  modo  seriei,  ter- 
mini t et  T eidem  mx  (pro  quovis  eodem  m)  re- 
spondentes, aut  sint  aequales,  aut  ^ \ l,pro 


« ^ GO ; facile  patet,  summam  utriusque  esse 
aequalem,  et  si  unius  functionum  valor  notus  sit, 
et  valorem  alterius  innotescere,  (p.  184 186). 

6to.  Etsi  serierum  e duabus  functionibus  deriva- 
tarum termini,  certae  parti  ipsius  x ( sed  quae 
o)[respondentes  non  aequipolleant( p.  187  --  189, 
et  269}  ; valet  in  pracc.  nictum. 


7mo.  Datur  pro  utvis  magno  N integer  n i- 


dem  pro  omnibus  m , ut  (u)^x — (a)iwx  < 


(a  )mx 

N 


(p.  188,  180  J. 

8vo.  Integrale , differentiale  ( p.  189  et  269). 
Limites  int egr alis  , .differentiale  veram  seu  ele- 
mentum , Junctio  summatrix , difjerentialc  stri- 
das, vel  strictum , per  d praepositum  denotatum, 
ut  coeff.  differ entialis  seu  derivata  per  J (p.i90,19,l). 


lOrno.  Si  functio  absoluta,  cujus  vaJor  quae- 
ritur, non  iit  concreto,  sed  nonnisi  per  functionis 
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limitem  detur:  hunc  dari  demonstrandum  est,  (ut 
fit  pag.  230)  ; utcunque  sit,  saepe  differcntiale 
functionis  (A).r  quaeritur,  per  duas  functiones  ta- 
les (U)#  et  (U)';*,  ut  (U)wx  — (U)  (m — l)x  < 
(A)*«x  — (A)(m—  l)x  < — (U)'(w— , et 

^ si  jam 


( Vfmk  — — 1 )x 

f U)mx  — (U)(m — 1 x 


B )mi  — (B)  («i — l)x 
hi  )wx 


quoque 


1 , ct  simul 


\])mk — ( U)(ra — Dx 


1,  atque  (u )mk  gau- 


jdeat  forma  differeutialis  stricti  : habebitur  differen 
liale  ipsorum  (A)#  et  (B)#  commune  ( p.  191). 


1 Imo.  Differentialia  aequipolientia , functioni- 
bus aequalibus  , et  functiones  aequales  differentia* 
libus  aequipollenribus  gaudent.  Idem  de  derivatis; 
atque  nec  integralia  differentialium  aequipollentium 
praeter  constantem  differre  possunt  (p.  191,192). 

12mo.  Variabiles  piares  x,  y,  et  pro  va- 

riabili  absoluta  x denotationes  y % mk  , i 

(p.  192,  193);  differentiale,  derivata,  functionis  plu- 
rium variabilium  (p.  194). 


e i 13tio.  Differentialia  et  derivatae  quoad  varia- 
i biles  diversas  accepta  ( p.  194). 

14to.  Differentiate  purum , derivata  pura  , 
•Lr^  seu  f' (u)z  (quoad  z)  est  (a)*.-- 
fc=c.  (p.  194,  195). 


15to.  Differentiale  et  derivata  partialis.  De- 
rivata ?i va  5 differentiale  ntum  (p.  195). 

. 17mo.  Quotvis  fuerint  variabiles  u , v , ab  ea- 

dem absoluta  x (saltem  simultanea  positione)  de- 
• pendentes;  quarum  differentialia  sint  (b)#,  (c^x  : 
, quoad  quasvis  variabilium  u,  v--  accipiantur  dif- 
ferentialia (bfx  ipsius  (c)'#  ipsius  seriei 

i incrementorum  summa  eadem  prodit.  Ita  (b)#.(c)#, 

* 


ni 


C XX  ). 

et  (b  V#.  (c)'#,  pro  terminis  generalibus  accepta 
summam  eandem  dant;  pariter  (b)xd- (c).r,  et  ( bj'# 
-{-(c)'#.  Unde  etiam  differentiale  seriei  convergen-  ‘ 
tis  (B)#-f  (C)#  est  summa  differentialium  fun- 
Ciionum  singularum»  Derivataque  summae  seriei 
quoad  eandem  variabilem  accepta,  est  summa  de- 
rivatarum singularum,  item  quoad  eandem  variabi- 
sibilem  acceptarum  (p.  195, 196 ). 

In  quovis  termino  generali  seriei  incremento- 
rum dictae  . cuivis  quantitati  substitui  ei  acquipol- 
lens  potest  , si  nonnisi  summa  spectetur.  Atque 
hinc  pro  ^operiendo  integrali,  licebit  differentiali 
aliud  aequipollens  differentiale  purum,  quod  inte- 
grari queat,  substitui.  Idem  de  derivata  (p.197). 

18vo.  Exempla  faciliora  pro  Tyronibus  (pri- 
mis  elementis  imbutis)  applicationis  theoriae  ad 
Geometriam  et  Mechanicam  (a  pag.  197  usque  212); 
ubi  §f  37,  pro  exemplis  supposita  demonstrantur,  et 
quaedam  inde  deducuntur,  imo  quoad  curvas  et* 
iam  primaria  exponuntur. 

Imo  (usque  5to  ).  Supponuntur  (§.37  demonstra- 
ta), exponunturque  certarum  functionum  absoluta- 
rum simpliciorum  differentialia  derivataeque,  adeo- 
que  et  horum  integralia  (praeter  constantem)  (pag 

5to.  Si  duae  series  incrementorum  (ejusmodi 
ut  dictum  est)  fuerint,  et  unius  sumina  A,  termi- 
nus generalis  (a )wx,  alterius  summa  B,  terminus 

generalis  (b)mx  fuerit;  atque  ^ ■ /s— 5: 

(a)mx  ? 

tum  A=-y(p.  198 

6to»  Ex  dlogu^^L,  est  wdlogf*^  i|  da; 
per  quod  functio,  etsi  logarithmiis  in  exponente 
sit*,  dififerentiari  potest  ; atque  [hinc  — 

f 1 aloga 

° ( 199),  ubi  linea  sequ./^aa,v  log  a legi  debet. 
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7mo.  p.199  Si  derivata,  fuerit  summa  termino- 
rum numero  certo,  ad  exponentem  ^ymn  ( integrum , 
per  errarem,  omissum  Vadeoque  potentia  haec  constet 
e certo  umero  terminorum  , qui  singuli  integrari 
possint;  erit  summa  integralium  terminis  singulis 
respondentium,  integraie  derivatae  datae.  Si  vero 
derivata  fuerit  series  convergens  GO  ta  formae 
Axa  f — exponente  ab  aliquo  incipiendo  u- 
nitatem  superante  et  semper  crescente;  summa  in- 
tegralium terminorum  singulorum,  integraie  totius 
derivatae,  et  pariter  series  convergens  erit* 

Literae  puncto  insignitae,  eadem  sine  puncto,  si- 
gno d praeposito,  imo  et  quodvis  aliud,  quoad 
quamvis  variabilium  ^expressum , ei  aequipollens  , 
substitui  potest;  quo  pacto  derivatae  saepe  purae 
( salvo  integraiO  reddi  possunt.  ( p.  200)  nempe 
si  z §:  vii , est  p (quoad  z)  pv  (quoad  u) 

Eadem  pag.  200,  derivata  areae  in  plano,  de- 
rivata lineae  in  plano  $ soliditatis  per  revolutio • 
nem  lineae  dictae  generatae,  referuntur.  Derivata 
Jineae  in  genere  est  (p.268). 

Pag.  201.  Derivata  distantiae  centri  gravi- 
tatis a certo  plano  quoad  abscissam  atque  pag. 
eadem,  et  216--,  (etiam  p. 226  referuntur  differentia- 
Jia  motum  rectilineurn  concernentia,  denotationi- 
bus pag.  193  adhibitis  ). 

P.  204.  VIII.  Imo . /v  sive  f 1 (quoad  t?> 


2do.  Casus  differentia! is  "-«vi,  atque  ubi  va- 
l°r  ipsius  (/\J.r  plane  pro  x*=-q  quaeritur. 

3tio.  De  casu,  ubi  (A)o~X) . 


4to.  De  casu  iibi  differentiale  (nempe  termi« 
nus  seriei  generalis)  pro  x~a,  id  est  terminus  se- 
riei ptus,  o vel  GO  fit ; ( puncta  discreta  inferius 
pag.  269 ). 

P.  20 a.  IX.  Imo.  Si  ordinata  n=axPi  area  =: 

- arPH  . 

J v (quoad  x - — 7"-  ( msi  — 1 ). 

P + 1 
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2do.  Area  inter  hyperbolam  aequilateram  , et 
q Cp.  103)  , atque  ordinatam  y et  asymntotam. 
Soliditas  per  revolutionem  circa  asymptotam  orta 

Exemplum  pro  diversis  functionibus  summa- 
tricibus  eidem  dilferentiali  respondentibus , quae 
tamen  cum  constantibus  concernentibus  eadem  in- 
tegralia  praebent,  (p.  205  et  206) ; ubi  linea  3tia 
a calce  pro  aty  legi  af  debet. 

P.  207.  (usque  209)  Areae  dictae  hyperbolicae 
sunt  logarithmi  naturales  abscissarum  e centro  ac- 
ceptarum : ubi  .‘(P*  207,  4to  ) demonstratur,  deri- 
vatam (quoad  z)  ipsius  log.nats  esse  — (imo 

z 

p.  210,  etsi  z non  ipsa  variabilis  absoluta,  sed 
qualisvis  ejus  functio  fuerit).  Modus  constantem  in 
simili  casu  quaerendi.  De  logarithmis  abscissarum 
varum  (p.  209  et  210). 

P.  211,  Sto,  Soliditas  paraboloidis , ellypsoidis, 
* hyperboloidis. 

6to,  Si  u et  v derivatae  quoad  eandem  varia- 
bilem sint,  et  -^-=4,  est  Applica- 

tio. 

P.  212.  7mo.  E derivata  arcus  circuli  quoad 
tangentem  (p.  309  deducta)  series  Leibnitiana 
peripheriam  exprimens,  (vide  etiam  p.  303). 

P.  213.  Longitudo  arcus  circuli  per  integratio- 
nem formulae  (p.  200). 

P.  214.  Catenaria  , ejusque  rectificatio. 

P.  214.  Exemplum  integrationis',  derivatae  su- 
perficiei per  revolutionem  lineae  circa  axem  ortae. 

Exempla  Mechanica  (a  pag.  215  usque  242). 

P.  215  et  216.  Conceptus  vis  momentaneae , et 
constanter  agentis « 

P.  217  usque  219.  Demonstrantur  diffcrentialia 

(P  201). 
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P.  219%  - - 223  Exclusa  prius  medii  resistentia, 
et  vis  w prius  ab  s tum  a t dependens.  Motus  dif - 
formiter  acceleratus  ex  gr.  per  gravitatem. 

P.  221.  Formula  prace.  velocitatem  etiam  ultra 
centrum  exhibet. 

P.  222.  Altitudo  competens  celeritati  minimae, 
qua  globus  de  superficiei  terrae  vcrticaliter  explo- 
dendus esset,  ut  nunquam  redeat,  radio  terrae  ae- 
quatur. 

P.  222  et  223.  Si  vis  w functio  temporis  fuerit. 

P.  223  usque  229.  Si  vis  w functio  velocita- 
tis v fuerit.  Prisma  resistentiae , exponens  resi- 
stentiae. Tempus,  celeritas,  spatium  in  medio  u- 
niformiter  denso.  Applicatio  ad  corpora  Iabentia. 

P.  229.  usque  234,  Conceptus  centri  gravita- 
tis geometrici . Functionemque  (ut  dictum  p.  191) 
est)  per  limitem  datam,  valore  absoluto  gaudere  , 
et  ejus  differentiale  (p.201)  esse  demonstratur. 

P.  234  usque  23y.  Exempla : centrum  grav.  se- 
gmenti parabolae  , paraboloidis  sphaerae  , arcus 
circuli , segmenti  circuli  , superficiei  sphaericae 
pro  certa  abeissa. 

P.  237.  Superficies  per  revolutionem  circa 
axem  generata  ~ lineae  , cujus  revolutione  ge- 
nerata est , per  ’ distantiam  centri  grav . ab  axe 
multiplicatae . Soliditas  — areae , per  periphe- 
riam  centro  grav . areae  descriptam  multiplicatae . 

P.  238  usque  241.  Centrum  oscillationis , et 
centrum  peroussionis. 

P.  242  usque  268.  Demonstrantur  formulae 
dfferentiales  (p.  197---  suppositae  (praeter  ea, 
quae  pag.  207 217 229 — demonstrantur^. 

I.  Si  (A)#,  est  ) quoad  u)  — 

hu^  1 u , Datur  vero  pro  quovis  N tale  n idem 
pro  omnibus,  ut  requiritur  (p.  244 
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II.  duv  “ udv  vdit , pro  u 

. n _ t’dw — i/dr 

(B)r;  cf( — ■ ) autem  = *™~ 


( A )x  et  v 


Zfc. 


III.  Si  arcus  x circuli  sit  variabilis  absolu- 
ta ; differ  en tialia  , sinus  , cosinns  , tangentis  ( p. 
250  usque  253)  ; quoad  sinum  versum  (vide  p.327  ) 


Derivata  functionis  trigonornetricae , imius 
quoad  aliam  (p.  253),  (wfo*  /?ro  de» 

bet ).  Ibidem  et  p.  254  differentiale  arcus  quoad 
functiones  trigonometricas  deducitur. 


P.  254  usque  263.  IV.  Si  pro  abscissa  x , ar-1 
cus  ipsi  x retpondens  s , et  corda  c sit;  fit 
s 

* /***\  1 , si  n 00  . Curva , ( concava  , con~ 

c > 

vexa ) , tangens  , subtangens  , normalis , subnor - 
malis . Curva  gaudet  tangente  in  quovis  puncto  ; 
tangens  cum  ordinata  non  coincidens  secat  ordina- 
tas omnes  &®c  - • - 


P.  260  usque  264.  Limes  summae  corda - 
(57*2*  longitudinem  arcus  intelligitur)  , 

utcunque  sumantur  cordae ; zV/c//*  Differ  eu* 

tiale  , et  derivata  arcus, 

P.  264.  Differentiate  areae , et  p.  265  diffe- 
rentiate soliditatis  per  revolutionem  generatorum, 
item  differentiate  superficiei  talis  pro  curva 
concava , et  (p.  266)  convexa 

P.  268,  Lineae  cujusvis  (etsi  non  in  planum 
cadat)  differentiate , et  derivata. 

P.  269.  Dum  expressio  differentialis  pro  certo 
mx  (p.205)  fit  o aut  00  vel  ; puncta  certa  di - 

screta , singularia  ob  certas  qualitates  dicta. 

P.  272  usque  285  Exemplis  haec  illustrantur. 
Expressio  tangentis  , subtangentis , normalis , $?/5- 
nor malis punctum  flexus  ,i  cuspis  Imi  , 2di  ge- 
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neris,  punctum  multiplum , izolaturn . Asymptota 
( p.  283  usquc$28G). 

P.  286.  VII.  De  et  — . 

0 GO 

P.  288.  De  ordinatis  ex  u?io  puncto  tanquam 
centro  (vel  polo)  emit  ibus  : spiralis  Archimedea  et 
logarithmica , (abscissa  « in  peripheria  accepta}. 

P.  289  Theorema  Taylorianum  : Imo  de  ca9u  , 
quo  ope  theorematis  binomialis  demonstrari  potest, 
2do.  Generaliter  juxta  Lagrange  (a  p.  291  usque 
294}  ; additis  complementi  finibus,  intra  quos  con- 
tineri debet,  apud  quemlibet  terminum  subsistere 
libuerit . Prius  pro  una  variabili,  (p.  311  pro  plu- 
ribus). 

P.  294  usque  311  applicationes  variae.*  Com - 
plementum  ge?ierale  formulae  binomialis  (p.  295). 
Ibidem  4to  de  facto  e factoribus  , quorum  nume - 
rus  A-*-\  00  , ( ut  in  formula  binomiali). 

5to.  Applicatio  ad  ( H-*)e,  pro  ±*i,  et  ex- 
ponente ^vo  et  >1  , (p.  299);  pro  (p.300) 

6to.  Formulae  ipsius  (l  + l)e  , pro  e < 1 , 
complementum  a— s o f301).  7mo  fpag.  302)  si  c 
fuerit  i-4  et  i>l,  complem.  A—vOO  ; at  a--n  © 

, excepto  si  e »-»•  et  no7i  <1  sit  (p.  303)  ; ni» 
mirum  8vo  si  e=z  — 1,  series  nullius  valoris  est. 

9no.  Hinc  fex  pag.  212 ) illustratio  seriei  Lei* 
bnitianae  ex  (l  + s)'1  pro  z^Zl  deductae. 

10mo.  Pro  (\ — l)e  valet  (p.  304  usque  307). 
Pag.  307.  animadvertitur,  (l — 1 )-m  exhibere  neri • 
em  arithmeticam  ordinis  (m—  I)ti  (p.133). 

limo.  Adhuc  unum  exemplum  prd  facto  e fa- 
ctoribus innumerabilibus. 

12  mo.  Demo?istratio  criierii  convergentia* 

Olivieriani . 


rr 


{ XXVI  ) 

14to.  p.  311  usque  314*  Taylorianum  ad  plu- 
re* variabiles  applicatum. 

P.  315.  X.  Applicatio  Tayloriani  ad  maximum 
minimumve,  Exempla  (p.  316  usque  318). 

P.  319.  XI.  usque  329.  Applicatio  Tayloriani 
ad  radium  curvaturae ; equo  conceptus  evolutae , 
evolventis  eque  nascitur.  Linea  l lineam  L tactus  or- 
dine pto  tangere  quando  dicitur  ? (p.  319)  Appii - 
catto  ad  rectam , circulum  ^c.  Radius  osculi  \ e- 
xempla  (p.  325  usque  32?)  radii  osculi , sectio- 
nis conicae  , . cycloidis.  Evoluta  cycloidis  cycleidi 
evolventi  aequalis  est  (p.  328).  Cur  filum  in  tan- 
gente cycloidis  tensum  llugenius  applicavit  (p.329) 

P.  329.  XII.  usque  342.  Principia  et  applica- 
tio calculi  variationum . Theoria , duplici  modo 
(p.  330  usque  333,  et  340).  Exempla:  longitudo  mi- 
nima datam  aream  claudens  (p.  333)  ; Brachysto * 
chrona  (p.  337.). 

P.  342.  §.  38.  Ramorum  coronae  arboris  unum 
constituunt  aequationes  (determinatae,  indetermi- 
nalaej.  Radix  aequationis  unde  dicitur f (p.  342). 
Non  quaevis  petito  satisfacere  debet  ( p.  343). 
Ordinatio  aequationis,.  et  reducito  ad  formam  ra- 
tionalem (p.  344,  345).  Resolutio  generalis  aequa- 
tionis ordinatae , [gradus  Imi,  2di,  3tii,  4ti,  (p.  346 
usque  350). 

P.  351.  Quomodo  resolutio  aequationis  x17 — 1 
~ o cum  constructione  geometrica  polygoni  regu- 
laris 17  laterum  cohaereat  l 

Exempla  (p.  351  usque  359),  plerumque  scitu 
necessaria. 

Exemplum  etiam  pro  conjunctione  impossi- 
bili (p.  357  ubi  inferius  pro  p,  358  legi  356  debet). 

P.  359.  §.  39.  Transformationes  aequationum . 

P.  36J  usque  363.  8i  aequatio  n gradus , una 
radice  (etsi  imaginaria)  gaudeat : radicibus  nume- 


( xxvii  ) 


n , {nec  pluribus)  gaudet.  Idem  modo  communi 
(p.  3G3). 

P.  364  et  365.  E praecedente  , lex  cocfficien - 
Itum  in  aequatione . 

P.  366.  St  radix  aequationis  ( ordinatae  et 
ad  co  effici  entes  integros  reductae)  commensurabi- 
lis sit;  numerus  integer  est : unde  modus  itiqui- 
\re?idi , num  radix  talis  detur , et  quae  sit. 

P.  367  usque  373.  Si  radices  omnes  reales  sint ; 
t@t  signorum  mutationes  sunt,  quot  radices  >$<vae,  et 
tot  successiones  signorum  aequalium,  quot  nvae  • 

P.  .174  usque  379.  Modus  radices  aequationum 
alliorum  reales  , ( si  dentur)  , etsi  incommensu- 
rabiles sint , per  approximationem  quaerendi  {me 
thodo  Newtoniana , aut  Lagrangeiana )* 

P.  379  usque  381.  Si  plures  fuerint  incogni- 
tae, et  totidem  aequationes  gradus  Imi. 

P.  381  usque  392.  Demonstratio  regulae  inge- 
niosae a Bezout  ab  inductione  datae 

P.  392  et  p.  416  usque  121.  Aequatio  inde- 
terminata gradus  Imi  9 per  fractiones  continuas . 

A 

Si  A et  A'  inter  se  primi  fuerint;  tum  — 7 

A 


minimis  terminis  exprimitur;  atque  si 


et  A k^za;  tum  et  et  h integer  est . (p. 

393).  Si  , et  b - - - singuli  perse  pri- 

mi sint;  tum  N alia  factorum  imagine  exprimi 
nequii  (p.  394).  Hinc  si  primorum  a , b quilibet 
seorsim  metitur  numerum  N ; eundem  N et  pro- 
ductum e quibuslibet  eorundem  primorum  meti • 
tnr  ; et  conversim  integrum  N integer  P nonnisi 
ita  metitur ; si  P factoribus  primis  ita  exprimi 
queat,  ut  imaginis , qua  N,  factoribus  primis  ex- 
primitur, partem  constituat . (p,  395).  Quivis  nu- 
merus primus  sub  formam  ion  dt  1,  venit , sed  non 
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quivis  numerus  hujus  formae  primus  est.  E dictis 
divisor  communis  maximus  quotvis  integrorum;  nec- 
non  minimus  eorum , quem  datorum  quivis  meti- 
tur i posterius  ad  denominatorum  communem  mi- 
nimum quaerendum  applicatur  (p.  396 )\ prius  alia 
methodo  etiam  fieri  potest  (p.  397). 

P.  398  Fractio  continua  vulgaris.  Approximan- 
tium expressio.  Differentiae  approximantis  cujusvis 
a sequente . (p.  4 0 J 

P.  401  usque  104.  Differentiae  approximan- 
tium a primitiva  semper  decrescunt , et  qaevis  ap- 
proximans terminis  minimis  expressa  est 

P.  405  usque  407  Fractio  continua  formae  ge- 
mtralioris  y atque  hujus  evolutio  in  seriem . Series 
Brounkeri  cum  Leibnitiana  conveniens. 


iai 
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P.  408  usque  411.  Applicatio  fractionum  con- 
tinuarum ad  resolutionem  aequationis  quadrati • 
cae.  Regula  fractionem  approximantem  quamvis 
pro  valore  radicis  quantovis  propius  exprimendi . 
Exempla  (p.  411  et  412). 


P.  412  usque  414  Resolutio  aequationis  quadrat i- 
rae  per  x zz  a + - * - 


P.  414. 


r ' ~ ' /iu 

a \/ 


* i 


P.  416  usque  421.  Resolutio  aequationis  inde- 
terminatae per  priora : additis  aiiquot  exemplis,  in- 
ter quae  est,  quod  si  peripheria  per  quemvis  pri- 
morum a,  6-»-  dividi  ( constructione  geometrica) 
possit\  etiam  per  factum  e quibusvis  eorum  di- 
vidi potest , si  nullus  eorum  , praeter  2,  pluries 
quam  semel  occurrat ). 


Si  numerus  gradus  aequationis  impar  fuerit , 
cui  pro  numero  gradus  pari , terminus  ultimus  -* 
fuerit ; aequatio  radice  saltem  una  reali  gaudet , 
(p.  422  usque  424,  ubi  ad  finem  lineae  6tae  pro  w 
legi  eo  debet). 
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P.  425  usque  430.  Demonstratio  OAVSSiana  , 
dari  radicem  aequationis . 

P.  437  usque  441  Primaria  de  seriebus\  de 
co efficientibus  pro  functionis  valore  = o ; et  mo- 
dus functionem  fractam  in  alias  formae  requisitae 
discerpendi. 

GENERALIS  CONSPECTUS  GEOMETRIAE  a pag.  442 
ad  finem  tomi  lmij . 

Spatii  conceptus  e mundo  externo  per  ab s tra- 
ctionem (p.  442):  j) unctum  spatiale , punctum  tem- 
poris C P- 19).  Ubivis  in  spatio  datur  punctum  sp  at  i- 
ale , et  omnia  puncta  spatialia  sunt  aequalia . Su - 
perficies , linea , forma  , sectio  (p.  443). 

P.  444.  Reditus  in  mundum  exter?ium9  corpus 
idem  considerando  in  diversis  locis : constructio 

mobilis  geometrici  ; atque  cum  hoc  reditus  in  spa- 
tium jiurum ; axioma  congruentiae.  Motus  geome- 
tricus. 

P.  445  et  446.  Conceptus  motum  geometricum 
respicientes.  Variae  tum  quaestiones  i ai  que  hinc 
(a  p.  446  usque  448)  tres  operationes  primitivae  9 

P.  448.  Nova  quaestione  exorta , fit  conceptus 
per,  A unicum  ipsius  B,  denotatus  3 exemplis  illu- 
stratur. 

P.  449.  Passu  ad  omne,  oritur  conceptus  rectae^ 

planique  \ additis  analogis  quibusdam  definitioni - 
bus. 

P.  451  Suppositis  prius  recta  planoque : e 
pluribus  rectis  ex  eodem  puncto , oritur  pyramis 
(sensu  lato J;  et  accendente  multiplicatione , con- 
ceptus similium , et  homologorum.^\hi&em  voces 
plaga , regio 9 internum  explicantur. 

P.  452.  Aliae  definitiones  similium . E prima 
definitione  contrarie  aequalia , geometrice  aequa- 
lia ; Exempla  (a  p.  452  usque  455J. 

P.  455  usque  457.  E ? pluribus  rectis  punctum 
idem  p commune  habentibus , via  unius  circa  p donec 
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redeat;  aut  in  planof  facta , ant  non  : si  prius,  oritur 
circulus , et  conceptus  concernentes,  ( definitiones 
functionum  trigon.).  E posteriori  oritur  forma  api* 
cala  et  hinc  conceptus  generalis  anguli , qui  certo 
respectu  quantitas  iit, 

P.  458  et  453,  Forma  sine  angulo,  dicitur 
fluens , et  si  haec  etiam  quantitas  ^nempe  absoluta) 
sit,  dicitur  uniformis.  Fluens  sine  recta  plano  ve  , 
dictus  curva.  Fluens  cum  recta  planove . parit  tan- 
gentem , et  haec  perpendicularitatem. 

P.  459  usque  462.  Rectarum  pyramidem  gene- 
rantium puncto  communi  remoto  in  QQ  , oritur 
prisma , (sensu  lato).  Atque  hinc  aequifluens , li- 
neae primario  aeques  ii  ae,  et  conceptus  | generalis 
paralellismi  ( directi  et  inversi). 

P.  462.  Descensus  in  planum  : figura;  rectili- 
neae  species  quaedam,  quo  pertinet  (pag.  9).  Quid 
per  geometrica  constructio?iec  perficere , intelliga* 
tur  (p.  463)  sensu  tacito  Euclidis. 

P.  463.  Co?istructio  geometrica , sensu  stricto , 
et  lato : nempe  inferius  demonstrando,  inter  quaevis 
2 puncta  esse  rectam;  si  quid,  sine  conjunctione  o- 
perationum  pri  inivi  tarum , certo  numero  duarum 
priorum  (omnibus  ad  planum  restrictis)  perficiatur, 
geometrice  ( sensu  stricto)  construi  dicitur;  si  ve- 
ro non  restringatur  ad  planum  , ( admissa  opera- 
tione 3tia  quoque , quod,  per  errorem  omissum , ad- 
di debet)  , geometrice  ( sensu  lato)  construi  dici- 
tur (p.  464). 

P.  464.  In  plano  quae  tractantur  ? (Annotatio 
de  trigonoinetria  sphaerica)  (p.  465 ). 

P.  465.  Reditu  in  abyssum  spatii;  quae  tractan- 
tur prius? 

Ibidem  §.  12  usque  46S.  Conjunctio  operatio- 
num. 

P.  468.  Formae  quomodo  fiunt  quantitates  re • 
spectivae  , et  reductae.  Ibidem  usque  476.  Gene- 
ratio certae  lineaey  quam  rectam  esse  (p.  578)  de- 
monstratur. 

S\  476  usque  479;  Inter  quaevis  2 puncta  spa- 
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tii  datur  linea  ejusmodi  ; exit  continuata  e qua* 
vis  sphaera ; congruentibus  2 punctis  necessario 
congruunt  (et  continuatae );  neque  a puncto  ad 
punctum  u?ia  recta  plures  dantur . Est  quoque,  re- 
cta , quantitas  absoluta , potest  in  se  porro  mo- 

veri. 

P.  479  usque  482.  Plani  generatio.  Si  recta 
duo  puncta  in  plano  hab eaT , tota  incidit.  Per  quae- 
i vis  tria  puncta  datur  planum  , plura  dan- 

tur, (si  3 illa  puncta  non  in  recta  sint ).  Planum 
per  quamvis  rectam  in  ea  sitam  in  duas  plagas  ae- 
\ quales  dividitur. 

P.  482.  Formae  angulares  duarum  rectaium 
congruunt,  si  arcus  e verticibus  radiis  aequalibus 
descripti  aequales  sint;  et  -susurna  angulorum  e 
puncto  rectae  (in  eadem  plani  plaga),  est  dimidiae 
peripheriae  (id  est  2 rectis)  aequalis;  et  conver* 
sim  , duae  rectae  sunt  in  eadem,  si  summa  angulo* 
rum  e puncto  utrique  communi  in  eadem  plani 
plaga  sit  =2  rectis;  sunt  quoque  hinc  omnes  formae 
anguli  recti  aequales.  Descripto  (apice  angulorum 
pro  centro  accepto)  circulo;  in  omnibus  dictis3  ni- 
si ita  esset,  pars  = toti  fieret. 

P.  482 .Planum  est  quantitas  (nempe  absoluta). 

Ibidem  usque  487.  & 'ectiones  rectarum  plano - 
rumque  inter  se,  atque  planorum  cum  sphaera.  Re- 
cta cum  recta  (aut  plano),  nonnisi  punctum,  planum 
vero  cum  plano,  aut  nihil,  aut  rectam,  commune  ha- 
bet. Recta  per  planum  transit  in  spatii  plagam  al- 
teram. Si  planum  P cum  plano  Q punctum  com- 
mune habeat;  sectio  recta  est;  transitque  P per  Q 
in  plagam  alteram»  Ad  rectam , planumve  datur 

e quovis  puncto  eorum  ad  ea  | ris  , {et  e quovis 

puncto  etiam  extra  illa  datur  ad  ea  | ris.  8i  re- 

cta ad  duas  plani  rectas  Lris  fuerit  , erit  ad  ©• 
tnnes  in  eodem  plano  per  punctum  sectionis  ductas , 
adeoque  ad  planum  ipsum  [_ ris  (p.  483 

Planum  p est  [_re  planum  P,  si  L~ii*  ad  P 
in  p cadat,  (p.  484).  Anguli  verticales  tani  recta- 
rum. oo-t»  'viaoomm  aequales  sunt  (ibidem);  iderr 


. 
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tamen  et  modo  comimini  evidens  est  , si  formarum 
angularium  aequalitas  pro  arcubus  aequalibus  ffde- 
monstretur  (482). 

P.  485,  Circulus  maximus  in  sphaera:  angulus 
circulorum  maximorum  fit  quantitas  respectiva . Ar* 
tus  circulo?%um  maximorum  , ad  arcum  ab  circuli 
maximi  in  extremitate  quadrantum  ( polo 

dicta)  concurrunt . 

Si  p lama  P et  Q se  invicem  ad  angulum  re- 
ctum secejit  in  recta  ab  e quovis  puncto,  p ipsius 
P ad  ab  demissa  L_ris  , est  L ad  Q r atque  e quo- 
vis puncto  ipsius  ab  erecta  ad  Q [ 1 1 s , in  P cadit . 

P.  486.  Si  duo  plana  P et  p se  invicem  secan- 
tia, sint  ad  3tium  Q Lvia  .*  sectio  priorum  est  Liis 
ad  Q- 

Angulus  rectae  cum  plano , fit  quantitas  re- 
s pectira  (p.  480);  atque  est  minimus  omnium  (ni- 
si rectus  sit),  quos  recta  eadem , cum  recta  quacun- 
que plani  per  punctum  sectionis  ducta  facit. 

Ibidern  usque  ad  finem  , de  planis  rectisque 
se  invicem  non  secantibus . Axioma  Euclideum  tria 
complectitur , quorum  quodvis  sufficit,  (p.  487  ct 
488). 

P.  488  usque  490.  Krevis  disquisitio  de  theo- 
ria parallelarum  : et  A ppen dicis  idea. 

P.  490  usque  ad  finem  tentamina  eam  demon- 
strandi olitn  facta . 

Appendix.  Geometriam  ab  ea  indepcndentem 
absolutam  exhibens. 


Errata. 
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ERRATA. 


Pag.  1 ; in  Introductione  ; ubi  desideria  ae- 
terna, nempe  veritatis , et  amoris  fraterni  reci- 
proci in  eodem  Patre  uniti  exponuntur  ; id  est 
quae  nulli  tempori  finito,  nec  ulli  existentiae  for- 
mae propriabunt,  et  notam  Auctoris  communis 
eandem  referentes  , nonnisi  claritate  potentiave  dif- 
ferunt; vocabulum  bracchiis  per  errorem  omissum 
est. 

Praeterea  nec  beatitudo  definita  est : sit  igi- 
tur fas  aliquot  verba  ex  olim  editis  addere. 

Quis  est,  qui  reflectens,  se  infinitae  caussae 
superiori  subjectum  esse  non  sentiat,  eoque  per 
se  infirmus  non  refugiat  ? Certe  si  nit  admirari 
rectum  sit,  in  quantum  effectus  quilibet  e sua  cau- 
sa promanat;  omne  admirari  rectius  est:  quocum- 
que enim  sensus  internos  externosve  porrigamus, 
sive  cogitare  nos  , bonumque  omnium  velle  simus 
conscii,  sive  ad  voluntatis  nutum  moveatur  cor» 
pus  (unum  aut  millia  simulj,  sive  flos  nocte  aper- 
tus gemmam  aurorae  ferat;  admiranda  omnia,  ad 
summe  et  denique  solam  admirandam,  supremam 
omnium  caussam  inconceptibilem  provocant,  nobis> 
infinite  superiorem,  attamen  intus  extusque  ubique 
proximam. 

Indicium  beatitudinis  esset  ; gratitudo  ex  o- 
mnium  et  singulorum  gaudio  suae  existentiae  re- 
sultans , caussam  banc  communem  dulci  desi- 
derio quaerens:  quanquam  et  illi,  cui  inter  ruinas 
templi  quondam  pulchrius  nitente  sole  exstructi  , 
nullum  terrestre  gaudium  germinat , aut  cujus  idea- 
Jibus  aethereis  disparentibus  , quasi  de  coelo  deje- 
cti , et  ex  arida  paradiso  respicientis  labentes  la- 
chrimae  nullas  amicas  inveniunt;  in  incestissimas 
tenebras  descendant  candidi  angelorum  chori , de* 
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sertumque  aeterna  resonet  laetitia  — nec  Dens  in- 
finitus ulli bi  magis  appareat,  quam  ad  pectoris 
vulneribus  immeritis  gementis  solitudinem  dereli- 
ctam explendam — imo  infinitus  quidem  ubique  prae-  ; 
sens  , proximus  ad  lectum  morientis  sentiatur  — 
Certe  \ eluti  terra,  si  oculis  pro  videndo  sole  de-  i 
statuta,  sensu  polleret,  calorem  attraciionemque 
ejus  persentisceret:  simili  modo  sensus  animae  in- 
timus de  Deo  testificatur,  et  omnes  mundi  ex  im- 
menso abysso  micantes  annuunt;  ac  suprema  manu 
sacrosanctissima  pectoribus  imis  inscripta,  dummo- 
do lux  alma  faveat,  nec  falsa  spuriaque , generi  hu- 
mano inimica,  mortales  oculos  obcoecet,  ultro  le- 
guntur ; lectaque  e procellis  temporaneis,  ad  aeter*  i 
nitatis  tranquillitatem  elevant. 

Absoluta  beatitudo  vero  (quae  omnium  et  sin- 
gulorum est),  consisteret  obj^ctive  in  eo,  ut  sub 
quovis  tempore,  et  in  quavis  existenliae  forma  , 
omnes  et  singuli  simul,  ut  infantes  aeternitatis , c- 
j usque  certi  haeredes  , incrementum  quam  maxi- 
mum capiamus:  id  est  quo  clariora  fortioraque  red* 
damus,  expleamusque  in  quantum  fieri  potest,  ae- 
terna desideria,  temporaneis  quoque  satisfaciendo, 
in  quantum  priora  requirunt  (saltem  permiltunO. 
Subjectiva  autem  est , dulcis  omnium  necessitasJo£- 
jeetivam  dictam  semper  volendi, sensusque  coelestis, 
dum  in  almo  veritatis  die  , gelidae  individualita- 
tis  glacie  undique  soluta,  omnibusque  amore  recipro- 
co in  brachiis  infinitis  Patris  communis  unitis,  re- 
flexione lurninis  calorisque  divini  ex  omni  in  omne, 
00  00  , pulchritudo  originalis  absoluta  aeternaque  pa- 
tefiet; adeo  ut  pulchritudinis* hujus  absolutae  desi- 
derium quoque  aeternis  admimerari  possit,  (ut  nu- 
mero sacro  trina  sint),  quamquam  saepe  tempo- 
re aeternitatem  mentiente,  splendida  imago  evane- 
scens , telam  foedam  post  se  relinquat. 

errores  praeter  eos  qui  operis  ipsius  sunt,partim 
corectori , partim  typographis  attribui  possunt. 
Ortographici  facile  corriguntur  : ut  p.ll  esse  pro  ese 
p.  i concinentibus  pro  concinnent  ibus , atque  ex- 
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struitur  pro  cxtruitnr  , p.  337  Bracliystochrona  , pro 
Erachistochrona,  p.  447  sphaera  pro  spaera,  p 443  in- 
rli  vel  I i bilis  pro  indivillibilis,  p.  41 1 scribere  pro  scii- 
bere,p.l06  expressionum  pro  expressiouum,  p.  240 
uochronum  pro  isochrorum.  p.273  nempe  pro  nem. 

Maculae  typographicae  in  plurimis  locis,  et 
quibusdam  exemplaribus  quoque,  per  se  facile  cor- 
riguntur : at  sunt  quaedam , quae  propter  artis  lieic 
detectum,  in  quibusdam  exemplaribus  non  satis  aut 
plane  non  expressa  sunt;  ex  gr.  pag  7.  linea  ultima, 
nonnisi  a et  resulta p.  150.  (l  + ^)«  , p.  100  li- 
nea 6.  (l« — 2«),  p.  170  linea  6 a calce,  Bp/ — I , 
p.  324  linea  5 a calce  , prima  litera  y est,  at  non  in 
omnibus  prodiit,  p.199,  l.  10  pro  1 a lege  loga. 

Praeterea  expressiones  quoque  in  plurimis  lo- 
cis interruptae  in  sequentibus  lineis  continuantur: 
quod  tam  molestum  est  , quam  claritati  obest,  sed 
aliter  hic  fieri  non  potuit.  Exgr.  p.  108,  110  111  9 
112,  110,  117,  135  , 137,  153,  157,  171,  172 
In  indice  correcta  sunt  errata  sequentia. 

Pag.  22.  (Vide  Indicis  p.  IV).  P.  39,  42,  45  et  46 
(/.  P-  V). 

Pag.  50  (/.  VI).  Pag.  73  ( I.  VIII.  10mo  ).  Pag.  84 
(L  IX). 

Pag.  85  et  92  (/.  X).  Pag.  103  (/.  XI). 

Pag.  110.  (/•  XII  ubi  maculae  typographicae  de- 

lendae sunt) 

Pag.  118  (L  XIII).  Pag.  128  (/.  XIV).  Pag.  199 

(/.  XX). 

Pag.  200  (/  XXII).  Pag.  424  (/  XXVIII).  Pag.  404 
(/.  XXX).  Praeter  haec 

P.  24  Tab.  I.  Fig.  1.  deleatur.  Pro  Fig.  3 quae 
ad  p.  25  § 14  pertineret,  illustrare  etiam  fi- 
gurae 5 et  6 additioni  inservientes  possunt.  Ce- 
teroquin  figuris  omnibus  adscriptae  paginae 
sunt. 

P.  38  Jinea  7,  pro  (a)  lege  (a)x, 

P.  46  adde  (Fig  7). 

P.  50  linea  9 pro  Fig.  3 legatur  Fig.  2, 

P.  01  reductarum  pro  reductorum. 

v * 
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p. 

89 

p. 

95 

p. 

110 

m 

p. 

111 

p. 

150 

p. 

152 

p. 

174 

p. 

183 

p. 

184 

p. 

191 

p. 

199 

p. 

201 

p. 

207 

p. 

211 

p. 

215 

p. 

230 

p. 

253 

p. 

270 

p. 

280 

p. 

309 

p. 

316 

p. 

317 

p. 

357 

p. 

359 

p. 

369 

p. 

421 

p. 

466 

p. 

479 

linea  6 a calce,  pro  nm  lege  nm . 
linea  4,  pro  basi  Q lege  a. 


m 


ubi 


linea  6 a calce,  pro  \/ — P(=)  lege 


ad  lineae  16  finem  , pro  =r  lege  (=). 
linea  8 a calce,  pro  ex  lege  ex. 
linea  suprema,  pro  (I — lege  (1  hh 
linea  8 lege  Fig.  17  * 

linea  3,  pro  (A)^*)3  lege  (A)#3, 
linea  suprema  , pro  i Jege  x . 
linea  3,  po§t  dicitur,  adde  per  d (A)a* 
denotatum. 

/.  2.  a 7mo  post  ifvum  adde  integrum, 
linea  3 post  x , pone  parenthesim,  linea  5 
ante  per  , dele, 
linea  6 a calce,  pro  cX  lege  ex. 
linea  8 a calce,  pro  est,  lege  sit. 
linea  9 ante  X pone  lOmo. 
linea  5 a Imo,  lege,  ultra  c,  nec  in- 
tra vel  in  b. 

linea  10  a calce,  pro  cs 2 lege  —cs1. 
linea  12  a calce,  lege  — 2 {b — x)x. 
linea  4 a calce,  pro  xd  lege  x4. 
linea  8,  pro  Jy  lege  Jv  . 
linea  1 a calce,  pro  Fig  49  legatur  Fig49  * 
linea  4 a calce, pro  Fig  50  legatur  Fig.50* 
pro  citata  p.  358  legatur  p.  356. 
linea  11  adde,  nempe  8=CT  i,p.40)  fit 
=T  pro  C=l.  | 

linea  12,  pro  xP~v  -\r2  lege 
linea  12  a calce, pro  Fig.54  legatur  Fig.55. 
Jinea  2 adde,  si  punctum  motum  6 fue- 
rit. 

linea  8 a calce,  lege  dimidietas  abfc. 

In  arbore  linea  15  a caioe  (ad  laevam);  adde : 
tamen  sive  functionem  constituentia,  sive  fun- 


ciinnis  qualitas  quantiiasvc  quaeri  possunt. 


( XXXVII  ) 


Reliquos  errores  haud  animadversos,  Lector 
ipse,  rem  ipsam  semper  prosequutns  , e contextu 
benigne  emendare  rogatur.  Notanda]  tamen  sunt. 

Imo.  P.  105  Cartesio  nimium  tribuitur  2 nescio 
quomodo  mihi  tanquam  certe  Genio  ejus  conveni- 
ens inhaeserat,  quod  nuper  eum  revolvens,^'  liaud 
reperi;  quanquam  sequentibus  verbis  pulcbris  prae- 
fationem suae  Geometriae  claudat  : spero  poste- 
ris mihi  gratiam  habitum  iri , non  solum  pro  iis , 
quae  hic  explicui , sed  etiam  pro  iis , quae  consul- 
to omisi , quo  ipsis  volupt at em]  illa  inveniendi  re- 
linquerem, 

Montncla  refert  W alii  sium  prius  exponentem 
integrum  vum  introduxisse  ; sed  opera  ejus  hic  non 
Labentur : quicunque  introduxerit,  et  fractos,  ima- 
ginarioque primus  ; adsunt , et  (ut  numeratione ) 
grati  iis  utimur. 


2 do.  P.57  demonstrationi  aequalitatis  paralle- 
Jogrammorum  Euclideae  evidentiam  parit ; quam- 
quam id  etiam  fper  p.  55)  fiat. 

Interim  ubique  ubi  fieri  potest  aequalitas  ter- 
minata ostendenda  : quod  in  parallelogrammis,  Alis, 
et  prismatibus  rectilineis,  altitudinibus  basibusque 
aequalibus  gaudentibus  , (et  pluribus  aliis)  facile 
fit.  Priora  ex  inspectione  Fig.  17. III  patent;  idemque 
ad  prismata  (pro  rectis  parallelis  plana  parallela 
ponendo)  facile  applicatur.  Nempe  si  ea'  113(23,  et 
fuerint  Ala  2l33a  et  TiSBa';  fiat  2(6:— 22),  et  6:e!la23, 
et  2e'll23a';  positisque  A 2(2$  in  aej?,  et  2(26,  in 
ci't'2',  paralleiogramma  223ae  et  223  a' e'  seeentur 
parallelis,  in  priori  ad  22  per  a23  ad  distantias  232, 
in  altero  ad  232  per  2e'  ad  distantias  22;  si  232 
non  contineatur  certies  in  23a,  patet  esse  g(^  Ii  223. 
Kritquc  A A A,  />f6',C+C'  = c+c\  D -f  IV 

—d-Fd1,  E + E'=0+e',  Uude  partes  omnes 

sibi  invicem  respondentes  assignari  patet;  tam  pro 
Alis  2I23a  et  2(23a',  quam  pro  parallelogrammis ^23ac 
<;f  223a'e',  (am  altitudinibus  aequalibus,  quam  ba . 
sibus  aequalibus  gaudentibus. 


( xxxvni  ) 


PRO  TYRONIBUS  PRIMA  VICE  LEGENTIBUS 
notanda  SEQUENTIA. 


Praetereant  a pagina  10  usqnc  16,  Postea  vero  d 
usque  ad  pag.62  XXI  nonnisi  ea  omitti  possunt,  qui- 
bus * praepositum  est.  Abinde  usque  pag.  74  )2mo.  / 

sufficiet  indicem  percurrere  • ad  pag.62.  XXI' autem  j 
legant  etiam  Indicis  pag.  II  et  III.  Porro  a pag. 
74,  l2mo  legant  usque  p.  77;  14to  ; et  abinde  u-  < 
sque  p.  84,  XXIX  sufficiet  indicem  percurrere.  Ab- 
inde  usque  pag.  140  nonnisi  ea  quibus  * praeposi-  , 
tum  est  omitti  possunt,  quamvis  ea  quae  difficilio- 
ra  videntur  , initiens  tam  liic  quam  alibi  prima  vi-  , 
ce  percurrere  poterit.  j 

Abhinc  initiens  prima  vice  usque  pag.  342  §. 

38  omnia  praeter  p.  178  et  179  omittat.  q 

A p.  342  autem  legatur  usque  347;  8.  et  abhinc 
omittendo  usque  p.  351,  legantur  exempla  usque 
p.  359;  et  abinde  usque  p.  379  § 40  omittendo,  le- 
gatur usque  p.  383  , et  abinde  usque  p.  392  §.41  { 

omittendo  , legatur  usque  p 422  §.  43.  reliquis  u-  r 
sque  p.  442.  omissis.  f 

A pag.  442  autem  omnia  legantur,  praeter  re- 
ctae planique  generationem  , ac  theoriam  paralel-  n 
larum  concernentia  ; quae  percurrere  sufficiet.  1 

Arborem  vero  , indieemque  saepius  cum  atten- 
tione perlegant.  / 

Secunda  vice  legentes  autem,  primis  Geome.  d 
triae  Trigonometriaeque  et  Mechanicae  elementis  f 
imbuti  omnia  perlegant,  fundamento  altius  super- 
structuri. 

Interim  sequentia  adhuc  in  gratiam  Tyronum 
addere  libet.  ^ 

Primo . Post  pag. 76.  Quum  proportio  geometrica  ' 
per  a:aezzzb:be  t*xprimi  possit:  patet  factum  ex*  * 
tremorum  esse  facto  mediorum  aequale  , nempe  i 
abezziaeb. 

Conversim  quoque  si  A,  B,  0,  D talia  fuerint. 

-ut  AD—  BC ; est  A:B:cC:D.  Nam  dividendo  per 


u 

v 


( XXXIX  ) 


„M  ..  AH  BC  , ' C . _ 

R[>,  erit  g-j-J  — BT>’  adeoqiie  — , seu  A : B— 

C : D.  Unde  haec,  nota  proportionis  geometricae  fit ; 
ex  gr.  2,  3,  4,  5 non  sunt  in  proportione;  nam  2.5 
non  = 3.4,  et  si  proportio  esset,  2.  5=3. 4 esse 
deberet. 


Hinc  etiam  e quibusvis  duobus  factis  aequa- 
libus proportio  institui  potest.  Ex  gr.  ex  cx~(a 
id  est  1 . a)  fit  c : 1 = a ; x ; nam  cx~a.  1. 

Imo  etiam  quaevis  tria  in  proportione  data 
luerint , quartus  reperitur , dividendo  factum  dati 
paris  per  illum  cujus  socius  quaeritur ; per  par  in- 
telligendo  par  extremorum,  aut  par  mediorum;  nem- 
pe e duobus  paribus  unum  datum  est,  et  quantitas 
tertia  est,  quae  suo  pari  caret.  Ex  gr.  Si  A : B ~ 

» C:D%  et  A.B,  D data  fuerint , erit  ADzsBC;  adeo- 


que 


A D BC 


B 


= -|p==C.  Ita  reliqui  casus  patent. 
Quum  vero  si 


B 


C 

D 


sive 


AD  = BC 


fuerit,  (per  quorum  quodvis  unum,  ponitur  alte- 
u irum);  tum  A,  B,  C,  D in  proportione  sint:  per  hoc 
ex  una  plures  , atque  e pluribus  novae  promanant. 

I.  Ex  una , a;ae^zb  : bet  erit  q)  er  mutando  te  r- 

fiminos  prius  internos,  fit,  a:  6 = ae : be^  permutando 

vero  externos  est  be\ae~b  : a. 

M Ha  aliquod  extremorum  et  simul  aliquod  in • 

ternorum  per  idem  multiplicando  , aut  per  idem 

e*  Id  i videndo  . proportio  erit.  Nempe  si  a:ae—b:be^ 

is  iest  ap  : ae^zbp  ; be  , et  a : aeq~b  : beq  imo  ap  : aeq 

r*  — / 7 -w  a * ae  b . be 

— op  ; beq . Ita  *> = 

P <1  P <] 

Ita  componendo  ex  aiae^zbibe^  sequitur 
ir  « jf  ae  : >+  « e=  +-  b + be  : be , et 
p 4-  a IlT  ae  : +-  a = it  ^ ^ ^ : ^ ; notando  , quod 

m |,n  his  duahns  lineis  et  be  eodem  signo,  ita  et- 
iam a et  b eodem  signo  (sive  diverso  a priore  si- 
t,  S'*  non)  accipiantur. 


( XL  ) 

!f.  E pluribus  quotquot  fuerint,  sequi- 
tur  «esse  etiam  factum  ' terminorum  primorum  ad 
factum  2doium->  uti  factum  Stiorum  ad  factum  4toruiu* 
Nempe  si 

Imo-  ab  aq—h\bq  et 

c : cr  ==  d : dr , est 

acTaqcrl^ljd : bqdi\  Unde  semper  ad  una 
plures  concludere  licet;  quaecumque  proportio  c- 
nim  e pluribus  boc  pacto  prodierit,  per 
p:p m~p:pm  exprimi  potest,  cui  accedente  alia 
z ; zn  ~ x \ xn  \ erit 

Vz : Vmzn  ~ px : pm.ru 

Si  vero  A ; B ^ C : D = E : F — ; erit. 

A + C+E---:B+D+F---  = A : B.  Nam  B per  A y, 
D per  Ci/ , ct  F per  E q exprimi  potest;  adeoque 

, A + C + K-  --  1 

B + D + F^(A+C+E)7,  et  bTWW77  =— = 


r 

au 

de 

xti 

ri 

si 

et 

d 


ii< 

ru 

st 

u 


Solet  hoc  ita  enlinciari:  summa  antecedenti- f 


nm  est  ad  summam  consequentium , ut  quilibet  an- 
tecedens ad  suum  consequentem  \ nempe  ex  gr.  Si 
A,B,  C,  D in  proportione  fuerint  , dicebatur  A an- 
tecedens , B vero  consequens  rationis  A ad  B,  ita 
C antecedens,  D consequens  rationis  C ad  D. 

In  omnibus  casibus  relatis  autem,  patet  pro. 
portionem  esse;  sive  per  quotos  ex  antecedentibus 
per  suos  consequentes  ubique  aequales , sive  per 
facta  extremorum  factis  mediorum  aequalia. 

2do.  Si  vero  duae  proportiones  fuerint  , et 
tam  a quam  b , ut  vius  que  terminum  aliquem  con- 
stituat ; atque  reliquorum  duorum  terminorum  in 
una  ad  laevam  alterius  termini  cadens  dicatur  c , 
ct  alter  ab  lioc  ad  dextram  cadens  d dicatur  - im 
altera  autem  ad  laevam  cadens  /,  et  alter  d dica- 
lur:  quaeritur,  c,d,fg  quando  et  qao  ordine  sint! 
in  proportione?  et  quando  non? 

Aut  efficiunt  a et  b in  utraque  proportione . 
par  aliquod  (nempe  extremorum  vel  mediorum), 
aut  non  : si  non;  aut  in  neutra  efficient  , aut  in  una 
tantum. 


f: 

f 

U 

ai 

c 


a 


ir 


a 


( XU  ) 

Si  in  utraque  efficient;  erit  c:  f~% : fi,  quod 
'perturbatim  dicitur.  Si  in  neutra  efficient;  rum  a 
aut  in  utraque  ad  laevam  a 6,  aut  in  utraque  ad 
dextram,  alit  in  una  ad  laevam , in  altera  ad  de- 
xtram cadit»  in  duobus  casibus  pii  eribus  est  c : d 
ordinatim  vocatur ; in  casu  postcriU- 
i vero  est  c%d~gifi 

At  si  in  una  tantum  efficiant  par;  tum  nonni- 
si pro  certo  vaJore  ipsius  a vel  b proportio  est. 

Etenim  si  «,  h in  utraque  par  efficiant ; Ium 
et  <?,  d et  /,  g par  efficient  ; fietque  ab^=  vd~  fg ; 
adeoque  c:fzgLg:d. 

Si  vero  «,  b in  neutra  effecerint  par;  stet  pri- 
ii§ . « in  utraque  ante  5;  tum  si  «aliquod  extremo- 
Irum  fuerit,  quum  ante  b sit,- nonnisi  primo  loco 
stare  potest,  et  tum  b ad  finem  esse  nequit,  (quia 

Ia  et  b par  extremorum  efficerent)  • adeoque  b ali- 
quod mediorum,  ac  d terminus  4tus,et  ad~bc  erit. 
Si  vero  a aliquod  mediorum  sit,  b necessario  ad 
finem  erit;  quia  a ante  b stat,  et  si  b foco  3tio 
esset,  a et  b par  efficerent;  itaque  foco  primo  c 
est,  et  alterum  mediorum  d est;  adeoque  bc*=ad 
ut  prius.  Pariter  in  proportione  altera  fit  ag~bf ; 
f)  . 

atque  liinc  a ~ — , et  dividendo  per  b fit 

d g 

c:d—f:g. 

Si  b stet  ante  a in  utraque;  ini  demonstratione 
proxima  ubique  b pro  a et  a pro  b ponendo,  fiet 

, _ , „ , . bd  bg 

ac~bd  et  vg~af\  et  iunc  — —jr  ? atque 

c J 

hinc  df—cg ; corisequ  et  tum  c:d~f:g . 

At  si  in  una  (ex  gr.  in  qua  c est)  a ante  b , et 
in  altera  post  b stet:  (e  praec.)  patet  fore,  ad—bc  in 

. , . * . bc  bg 

priore,  et  af=zbg  in  altera;  atque  hinc  «=  — — 


c g 

adeoque  - — =-  , 

iitn  c:d—j\g . 


J •> 


id  est  c:d^=ig:f,  non  ordina- 


vt 


{ XLII  ) 


Si  vero  a et  b in  nna  fex  gi\  in  qua  c est), 
efficiant  par,  et  in  altera  non:  tum  fiet  ab—cd%  et 
in  altera  factor  socius  ipsius  a nonnisi  / aut  g es- 
se poterit;  erit  igitur  aut  af=bg  , aut  ag^zfb.  Com- 
binetur jam  ab  — cd  cum  casu  utroque  : ex  ab=zcd 

, ? r*.  c.d  bg  i • » bbg  • 

et  aj^bg , nt  =—jr  , atque  hinc  cd  *> 

e quo  bb  nonnisi  ita  deleri  potest , ut  tantum  Ii- 
terac  c^d^f^g  maneant,  si  b~  1,  aut  czzb , aut  f—6, 

cd 

aut  d=b.  Pariter  ex  ctb~cd  et  ag^fb  , fit  (i-~- 


— ~ , adeoque  cd=z^—;  ubi  pariter  bb  tolli  ne- 

g g 

quit,  nisi  l~z\  , vel  c aut  d vel  g fuerit  =b. 

‘Itio.  Ita  si  fuerint  proportiones  , quae  ipsae , 
et  termini  earum  (per  XXXSX)ita  ordinari  queant,  ut 
cujusvis  terminus  2dus  sit  sequentis  Imus  (excepta 
prop.  ultima) : tum  primae  terminus  Imus  est  ad 
ultimae  2dum,uti  factum  e terminis  3tiis  ad  factum 
e terminis  4tis  . Nam  ex  gr.  si 
A : B ~ h:  i 
B : C = k:  l 


C:D  —m\n\  fper  p.XL)  est 
ABC:  BC 'X)~hkm\  iln\  seu  (per  p.XXXSX)  A : D rr. 
lihrn  : iln  , quae  regula  catenaria  vocatur,  et  ap- 
plicatur ad  varias  monetas  mensurasque  : si  ex  gr. 
A,  B,C,D  variae  mensurae  fuerint,  et  quaeratur 
ratio  ipsitis  A ad  D,  datis  A : B,  B : C,  C:D. 

III.  P raeter  baec  aliquid  adime  de  compositio - 
nc  (et  antehac  usitato  numero)  rationum  (cujus  vi- 
cem hodie  exponens  potentiae  subit),  addendum  est. 

Imo.  Plurimae  quantitates  ab  aliis  certo  modo  de- 
pendent: dependentiae  varii  modi  innumerabiles 
cogitari  possunt  : at  hir  nonnisi  ejusmodi  dependen- 
tia quantitatis  z ab  alia  u considerata,  ut  dum  ex 

v fi  i hu  , ex  z fiat  aut  Iz  aut~-  ; dicitur  z ab  u 

ite  casu  primo  directe , in  casu  posteriore  inverse 
dependere . 


( XLI1I  ; 


Sit  x quantitas  rei  alicujus,  pro  rerum  certa- 
rum quantitatibus  et  dependeat  x ab 

omnibus  iis  directe;  fiatque  na  = A ex  a (manen- 
tibus ceteris),  fiet  nx  ex  x\  et  postea  mutetur  b in 
mb  — B (item  manentibus  ceteris),  fiet  mnx  ex 
nx  \ tum  mutetur  c in  pc~  C,  fiet  prnnx  ex  mnx  ; 
\ W C 

est  vero  nzz: — - 5 adeoque  pmnxzz 

a b c 


ABC.r 

abe 


; atque 


idem  pro  4to  prodit  , si  ad  abe  , 


ABC  et  .r,  4ta  proportionalis  quaeratur.  Quotvis  fue- 
rint autem  «,  b , idem  continuari  patet. 

Si  vero  x.  ab  aliqao  ipsorum  a , ex  gr.  a b 

. , pnx  A^Cx 

inverse  dependeret ; tum  ex  x fieret  =• — rr—  * 

* m anc 


Solet,  autem  hoc  ita  enunciari;  quod  quantita- 
tes generis  x , sint  in  ratione  composita , e ratio- 
nibus ipsorum  b - - -,  directis  in  casu  primo,  in 
posteriore  vero  e rationibus  ipsorum  a^c  directis , 
et  inversa  ratione  ipsorum  (per  litcras  quanti- 
tatum literis  nominis  ejusdem  denotatarum  genera  in- 
telligendo).  Unde  et  aliae  ejusmodi  denominatio- 
nes iuteliiguntur.  Ex  gr.  in  motu  uniformi  sunt 
spatia  in  ratione  composita  e rationibus  directis 
temporum  et  celeritatum,  celeritates  autem  sunt  in 
ratione  composita,  e directa  spatiorum  et  inversa 
temporum.  Ita  quo  major  pecunia  ad  lucrum  elo- 
cata , et  quo  majus  tempus  elocationis,  eo  majus 
lucrum  est;  ut  si  elocatae  pecuniae  fuerint  P et/?, 
et  tempora  T et  t \ fiet  lucrum  prioris  ad  lucrum 
posterioris  (pro  iisdem  conditionibus),  uti  PT  a dpt. 

Quum  ejusmodi  problema  (ut  antea)  proponitur; 
quaerendo  quidnam  ex  x fiat,  mutatis  a in  A,  b 
in  B , et  c in  C;  nonnisi  data  , modo  sequente  de- 
scribenda sunt:  nomen  generale  rerum  A,  ad 
laevam  ponatur,  et  post  hoc  eadem  linea  horizon- 
tali  scribantur  A;  sub  hanc  lineam  in  sequente 
nomen  generale  ipsorum  b%  B scribatur  pariter  ad 
laevam  ; et  post  lioc  scribantur  B sub  a,  A;  et  i- 

vi  * 


( XLIV  ) 


\ a porro  in  deorsum  sequente  linea  horizontali  , 
sequentis  iiterae  nomini  generali  postponantur  IU 
unie  ipsae,  prius  minuscula,  tum  altera;  donec 
nonnisi  x supersit;  et  tum  ponatur  x ad  dextram 
loco  3tio  ; atque  quaeratur,  quomodo  a;  a literis 
singulis  dependeat,  prius  ab  a , tum  a b ct  si 
ab  aliqua  inverse  dependeat,  Iiterae  nominis  ejus- 
dem loca  permutent , reliquis  manentibus.  Atque 
demum  quivis  terminorum  columnae  primae,  simul 
cum  aliquo  terminorum  columnae  2dae  , aut  cum 
termino  3tio  nempe  cum  a?,  per  idem  dividi  potest^ 
si  per  id  numeri  minores  remaneant  ; atque  hoc 
continuetur,  donec  numeri  amplius  minui  neque- 
ant : et  tum  proportionalis  4ta  quaesita  prodibit, 
si  id  quod  Joco  3tip  remansit  , multiplicatum 
per  facium  in  columna  2da  remanentuim  , per  fa- 
ctum e columna  Ima  remanentium  dividatur.  Ra- 
tio facile  patet,  cum  proportionalis  4tasitex.gr 

. ARC#*  . i . o \bC  x . . 

in  casu  primo  = — - — , m altero  sit  = — ubi 
1 abc  auc  7 

superius  infcriusque  per  idem  dividendo  valor  i» 

dem  manet. 

Vocatur  autem  regula  ista,  si  juxta  denomina- 
tionem praecedentem,  iiterarum,  e quibus  incogni- 
ta quaeritur,  fuerit  numerus  p,  regula  de  p;  nem- 
pe regula  de  tri , si  praeter  x nonnisi  duae  ex.gr 
a et  A fuerint,  de  quinque  si  et  B adfuerint 

2do.  Sed  etiam  quum  in  proportione,  etsi  tantum 
duo  termini,  et  summa  reliquorum  data  fuerit,  (per 
p.XXXlX)  reperiatur  4tu$  t sit  artificii  hujus  cum 
compositione  rationum  combinati  exemplo,  regula 
societatis . 

Si  nempe  duorum  pecuniae  simul  lucrandi  caus- 
sa elocatae,  fuerint  P et  p , et  tempora  T et  <?,  lu- 
crumque commune  ($4  aut  — ) fuerit  X;  erit  L lu- 
crum prioris  ad  l lucrum  posterioris,  in  ratione 
composita  directa  pecuniarum  et  temporum,  adeo- 
que  L il—Vt  :pt\  atque  hinc  PTfpi:  PT~.(Lf/=cX)  : L,* 
et  qootvis  fuerint,  summa  prodnctorum  ejusmodi, 
erit  ad  cujusvis  factum  , uti  lucrum  universum  ad 
lucrum  illius. 


( X L V ) 

Nam  si  de  quibusvis  n ejusmodi  factis  valeat 
regula,  valebit  et  de  (//-f  1)  factis.  Sit  enim  ex 
productis,  quodvis  aliquod  F;  exeimo  hoc 
manebunt  lacta  numero  , quorum,  summa  sit  S, 
et  quodvis  aliquod  sit/,  sitque  k lucrum  ipsum  / 
(nempe  pecuniam,  quae  unus  factor  ipsius/  est) 
concerneus,  atque  lucrum  ipsum  F concernens  sit 
x;  et  lucrum  totius  S sit  R ; erit 
S :/=R  : h 

et  /:  F~k  : x atque  hinc 
Sf'-fF—Rk:kx  seu  S:F~R:#,  atque  hinc 
S + F:F==R+>:a% 

3tio.  Quid  attfem  per  numerum  rationum , (un- 
de nomen  logarithmi  venit)  intelligatur,  e sequen- 
te patet.  Sint  p et  v integri,  prius  >f<vi  . 

Ratio  ^F:l9  dicebatur  —-tuplicata  rationis 

: 1 ; nempe  qy  :1  componitur  e numero  v ratio- 
num q : 1 , ex  gr.  pro  v 2 , componitur  q2 : 1 
cx  q:  \ et  q : 1 ; fiet  enim  multiplicando  antece- 
dentes et  consequentes,  q2 : 1 ; atque  qV : 1 compo- 
nitur c numero  ji  ejusmodi  rationum.  Exprimitur 

Vj. 

autem  hoc  brevius  clariusque  hodie  per  (^v)  v — 
qV' , ubi  qv  pro  basi  accipitur.  Ex  gr.  si  basis  lo- 
gariihmorum  sit  I0=qv , et  v denotet  10  milliones, 
erit  q ==  radici  decies  millionesimi  gradus  ex  10, 

et  radix  ista  nempe  10  * ' elevata  ad  p,  eri(  = 

FL 

10  v , quod  idem  est’,  ac  si  ex  10  ad  p elevato  , 
radix  gradus  v extraheretur;et  est  quoad  10  loga- 

JL.. 

rithmus  ipsius  10  v ; quod  olim  dicebatur  , quod 

ratio  ipsius  10  v ad  1 sit  "~J~~  tuplicata  rationis  !0 
ad  i. 


( XLVI  ) 


Imo  p ssita  serie  geometrica ^7,^,  ( - 

O5  ? et  inferius  supposita  serie  a- 


rithmetica 


n 

1 , 2,  o, 


1 


2 - - - ; non  solum  ra- 


o qqi  1 dicabatur  duplicata  rationis  q : 1 , sed  et-' 


iam  raiio  ~ : l dicta  est  ( — 1)  tuplicata  rationis 


q\\  \ nempe -:1  componitur  e duabus  rationi- 


bus; q ::  1 inversis,  nimirum  ex  1 : q et  1 : q \ est  e- 

nimvero  — : qq. 

qq 

* Interim  adhuc  aliquid  de  logarithrais  Nepe - 
ri  (Scoti  Baronis  Merehistonii , ex  antiqua  et  in- 
signi prosapia  oriundi),  addere  in  gratiam  Tyro- 
lium  paulo  ulterius  provectorum  libet. 

Calculum  trigonometricum  sublevare  ejus  pro- 
positum fuit:  sinum  totum  (nempe  radium)  ponit 
~ 10  000  000,  quod  sit  = atque  inde  descendit 
in  serie  geometrica,  cui  subscribit  seriem  aequi- 
differentium  , ita  ut  cuivis  termino  K seriei  supe- 
rioris respondeat  terminus  k exprimens  numerum 
rationis  K ad  n (saltem  cum  errore  exiguo ) , ra- 
tione ipsius  n — 1 ad  n pro  basi  posita  , ( etsi  basis 
apud  Neperum  nullibi  nominetur)  ; ut  nimirum 

moderno  loquendi  usu  sit  ^ ^ — * 0 ( cum  er - 

1 n n ' 

rore  exiguo ))  et  k fit  logarilhmus  ipsius  quo- 


n 


ad  basim 


n — 1 

n 


Atque  hinc  est,  quod  quamvis  nullibi  videa- 
tur Neper  de  logarithmis  qui  naturales  vocantur, 
cogitasse;  tamen  per* — 10  000  000  id  est  — n mul- 
tiplicatus logarithmus  naturalis  , m prioribus  no- 
tis cum  logaritkmo  Neperiauo  conveniat.  Nimirum 


t xlvh  ) 


( e basim  logarithmosum  naturalium  denotante  J, 

K i w 

sit =e*;  quum  fp.  157)  sit  (H ^ e 

n n 1 

(dum  n GO  ) ; erit  etiam  pro  n satis  magno  , 

[(i+4-)Y  = = 


cum  errore  exiguo 


t nx  H N 

o++)  =(.--■)  =c 


n 


- nx 


n 


7i—\  x h 
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_K 

n 


a- 


deoque  —nx—h.  Consequ.  #(id  est  lognat  JtL)  per 

1b 

—7i  multiplicatus  cum  logarithmo  Neperiano  ejus- 
dem convenit  (cum  errore  exiguo). 

u 

Facile  etiam  patet  logarithmum  Neperianum 
fractionis  verae  ^yum,  et  quantitatis  unitate  ma- 
joris -vum  esse:  nempe  est  <C  1 , adeoque 


ad  «-viirn  elevari  debet,  ut  unitate  majus,  et  ad 
^vuin,  ut  fractio  vera  prodeat, 

Adhibuit  autem  Neper  motus  ideam,  uti  New • 
1 07i  ad  calculum  fluxionum  : nempe  in  duarum  re- 
ctarum una  A,  puncto  certa  lege  moto  , seriem  geo- 
metricam, (quod  facile,  et  clarius,  quam  a Nepe- 
ro  exponitur,  Fieri  potest);  in  altera  B,  motu  uni- 
formi seriem  aequidiffercntium  produxit,  terrui- 
nosque  posterioris  terminis  prioris  pro  iisdem  tem- 
poribus aequalibus  respondentes  , horum  arlifica- 
les  dixit  (hoc  nomine  pro  logarithmo  usus). 

Sinum  totum  divisit  per  ?t  ~ 10  000  000  , et. 
tot  ejusmodi  partium  artificialem  dixit  o,  pro  quo 
nullus  adhuc  motus  evenit  in  linea  B;  nempe 


log(/i  ^ J)  uro;  postea  quaerendo  ingenti  labo* 

71/ 

re  inter  1 et  *~-,l  et  proportionales  ine- 

dias, atque  inter  quasvis,  item  novas  pervehit  ad 
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seriem  continue  proportionalium  geometricam,  cu- 
jus terminus  primus  ab  decrescendo,  cum  er- 

u » 7 

— 1 

rore  exiguo  — — erat,  et  hujus  artifialem  (motu 
11  1 

in  B)  posuit  1;  atque  ita  porro  ('omnino  cum  er- 
rore aliquo)  ipsi  (^~~)  ' respondet  artificialis 

2,  et  ipsi  respondet  artificialis  6931  469;  nempe 
J* 


1 

ratio— -n:n  componitur  ex  tot  rationibus  ipsi 

2t 


n — 1 

n 


:1  aequalibus  (cum  errore  exiguo) 


Tantae  molis  erat  (adminiculis  hodiernis  adhuc 
deficientibus)  systema  logarithmorum  f praeclarum 
saeculi  17mi  inventum)  condere*,  quanquam  Neperus 
quoque  numerorum  primorum  logarithmis  per  mul- 
to labore  quaesitas  proportionales  medias  reper- 
tis, compositorum  logarithmos  omnino  per  addi- 
tionem computaverit. 

De  usu  tabularum  et  certis  applicationibus  in 
tomo  sequente  dicetur:  a;  de  logarithmis  Gavssia - 
nis , etiam  aliquid  dicendum  foret . siquidem  ad  nos 
pervenissent:  ex  omnibus  summi  viri  operibus  de* 
sideratis,  nonnisi  (p.351  et  425)  citata,  et  Theoria  mo- 
tas coiporum  coelestium  adsunt;primae  lineae  theo- 
riae imaginariorum quoque  sero  pervenerunt,  quum 
jam  theoria  quae  in  hoc  tomo  habetur,  talis  qua- 
lem concipere  poteram,  in  pressa  erat. 

IV.  Coronidis  instar  (quoad  p.27)  addatur  nu- 
meratio^ cujus  proxima  origo  quidem  arabica  est, 
sed  a scriptoribus  Arabicis  quoque  Indis  attribui- 
turj:  non  de  signis  ©,  1-*-,  sed  de  lege  ingeniosa 
quaeritur,  qua  per  10  signa  quivis  integri  / et  i , 


imo  et  describi  possunt.  Utcunque  vocatus  Auctor 


ei  sine  nomine  viget,  vigebitque  iu  omnibus  calculis. 
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i\ow anorum  et  facere  et  pat  fortia  fuit  : se<f 
mirum  est , Grujorum  quibus  Mus  t ingenium  dede- 
rat, methodum  tam  complicatam  , imperfectamque 
fuisse;  nempe  qui  37  signis,  ab  ] incipiendo  con- 
tinuative,  nonnisi  usque  ad  99  999  999\decadice  in- 
telligendo)  scribere  poterant;  quamvis  eorum  mo- 
do quoque  levi  additamento , quivis  numerus  de- 
scribi potuisset;  nempe  1,2  — - 9, per  literas  a,|3--, 
ita  10,  20---,  90, 100,  200-—,  900, 1000 , 2000  - -,  9000, 
per  literas,  et  quum  non  sufficerent,  accentis  suppo- 
sitis , aliaque  signa  denotabant;  atque  demum 
10  000  nempe  myricis  per  M denotabatur;  regula 
Vero  haec  erat,  quod  post  M eorum  quae  signa 
particularia  denotabant  sUmma,  ante  IVI  verofad  lae- 
vam) factum  in  M accipiebatur  summae  eorum,  quae 
signa  particularia  ante  M denotabant;  ex  gr.  j3Ma 
denotabat  20001  ; at  per  MM  denotari  10000. lOOOOm 
100  000  000,  ac  post  M Ut  adime  id  quod  MM — 1 
M2— -I  denotabat,  scribi  potuisset. 

Potuissent  quoque  et  hoc  modo,  posita  lege 
sequente,  numerum  quemvis  describere,  et  omnia 
peragere:  nempe  ubi  plura  M se  invicem  excipiunt, 
productum  eorum  inteliigatur  , et  quaevis  imago 
sive  ab  initio  usque  ad  proximum  M,  sive  inter  2 
proxima  M fuerit,  ut  factor  proximi  M ad  de- 
xtram reputetur;  alioquin  autem  snmma  omnium 
inteliigatur.  Multa  ob  defectum  cifrarum  breviter 
exprimuntur;  ex  gr.  MMMaMMj3Ma=  billioui  + 100 
iuillfonibus  + 20  001,  =M®+M*  + 2M+ 1. 

Simplex  et  elegans  lex  Indica  est  sequens  : 
Imo.  Detur  numero  cuivis  a o incipiendo  signum 
proprium,  usque  quo  libuerit;  atque  2do.  ponafuf 
aiiquorsum  comma  in  lineam  horizontalem;  et  3tio 
quodvis  signorum  dictorum  ponatur  ante  comma 
ad  laevam,  denotet  id,  illud  cujus  signum  £st;  at  4to 
si  numerus  signorum  datorum  simul  cum  o fuerit 
n , quaecunque  eorum  aequalia  se  invicem  in  li- 
nea dicta  excipiant  , valor  illius  quod  ad  lae- 
vam est  , sit  valoris  illius  quod  ad  dextram  est 
muplus  ; valoremque  eum  quodvis  retineat,  etsi 

vu 


( L ) 


in  quemvis  alium  locum  aliud  signum  ponatur;  de- 
nique  5to.  tota  imago  denotet  summam  omnium  eo- 
rum, quae  per  signa  particularia,  valores  a lo<is 
(ut  saepe  et  in  mundo  fit)  sortita  , denotantur. 

Patet  hinc  - - - 111,111 denotare n2  + 


n + 1 + — + 

n n - 


\ nempe  ini,  1 denotatur  1 per 


fi. 

[ri 

po 

m 

at 

k 


notam  ante  comma,  et  simul  /jies  plus,  quam  in  lo- 
co  sequente,  ita  in  11,  denotat  nota  prior  nies 
plus,  quam  1;  ita  valor  ipsius  2,2,  adeoque  ipsius 
1,2  patet.  Est  etiam  t manifesto  1,  111---  se-* 

IX 

ries  00  ta,  cujus  summa  (p.  131)  /^-\  . 

Quod  hoc  pacto  numerus  quivis  a o incipi - 
endo , post  quemvis  ulterius  sequens , exprimi  pos * 
sit  , patet  sic.  Denotetur  n — 1 per  m ; si  in  loco 
ultimo  ad  dextram  ante  comma  sit  signum  parti* 
culare  h , aut  zerum  aut  integrum  ipso  m minorem 
denotans;  poterit  in  locum  ipsius  k , signum  nume« 
rum  uno  majorem  denotans  poni;  si  vero  m fue- 
rit in  eo  loco  , tum  ad  laevam  eundo , aut  ali* 
quamdiu  signa  m se  invicem  excipient  , aut  post 
prius  m quod  ante  comma  est,statim  aliud  seque- 
tur ad  laevam;  sit  k signum  illud  quod  prima  vi- 
ce non  excipit  signum  m , et  si  nullum  tale  sit,  re- 
putetur o pro  k.  Accedente  1 ad  m , fiet  //,  quod 
cum  ad  laevam  praecedente  m,  denotante  m.n , fa- 
cit n2 , adeoque  id  quod  1 loco  ad  laevam  sequen- 
te denotat,  et  hoc  si  et  ibi  m fuerit,  denotans  m.n* 
efficit  cum  eo  (// — 1 + l)//*=/*3;  et  ita  porro  donec 
ad  k deventum  fuerit,  et  lum  augebitur  k uno,de- 
notabiturque  praeter  valorem  ipsius  £,  etiam  po- 
tentia nova  ipsius  n quae  prodiit,  relictis  cifris 
in  locis  omnibus  ad  dextram. 

Quod  etiani  ad  legem  numerationis  Graecorum 
(quae  tam  facile  extendi  potuisset),  applicari  mani- 
festum est;  dummodo  pro  potentiis  ipsius  10  po- 
tentiae ipsius  M ponantur:  subibit  nempe  ipsius 
n — 1 vicem  M — 1,  etsi  plura  loca  occupet;  ex  jrr. 
pro  y=i\| — 1,  ex  */M3qM2s/Vlf/,  (per  quod  //M3  + + 
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intelligendum), accedente  1 fiet  «M4, id  est  M4. 

Palet  etiam,  ipsum  1 postpositis  quotvis  ci- 
$ Fris  esse  > eo,  quod  in  locum  cujusvis  cifrai?,  m 
posito  , per  ista  m denotatur;  atque  quivis  mime. 

■ rus  non  > m ponatur  in  locum  ipsius  l,ari  numeros 
abinde  urto  crescentes,  denotandos,  imagines  pracce- 
1 dentes  eodem  ordine  quo  antea  prodierunt  , sequi; 

ln  nostra  numeratione  n decem  est;  sed  n quid- 
cunque  denotare  potest,  nempe  integrum  quemvis 
{imo  et  ad  fractos  extendi  posset').  Elegans  est  Lei* 

\ bnitii  ingeniosa  similitudo  in  Xeniis  ad  Principem 
missis,  a Dyadioa  (numeratione  nonnisi  per  2 si- 
gna nempe  1 et  ©)  petita:  quod  nimirum  sic  Delis 
unus  ex  nihilo  infinitum  composuerit;  ac  vej uti 

* imagines  dyadicae  imperito  confusae  videntur,  cla- 
rae peritis;  ita  confusio  mundi  mortalibus  apparens; 

i)  spiritibus  superioribus  sapiontissiinus  ordo  est. 

Certe  dyadica  ista,  nisi  ad  numeros  fnajores 

1 exprimendos , plures  notas  requireret,  se  quoad 
< omnes  operationes  valde  commendaret:  nempe  nUl- 
'«  lius  tabulae  Pythagoricae  egeremus,  et  operationes 

omnes  perfaciles  essent  , si  prius  duae  tantum  , 
t tum  summa  harum  Cum  3t!a  linea,  et  seinper  nova 
> summa  sequenti  lineae  adderetur,  ut  omnis  mole- 
stia evitetur  (in  additione  plurium  lineariim). 

* Si  vero  n ex  gr.  viginti  esset  ; tum  omnino 

d ingentes  numeri  breviter  describerentur;  tanto  for- 
tius, si  esset,  (nempe  37  signa  iit  apud  Grae- 

cos assumerentur);  at  pro  0,  tabulam  Pythago- 

2 ricam  pauci  addiscerent,  quum  pro  hodiernis  36  pro- 
c ductis  , I7I  addiscenda  essent.  Notandum,  tabulam 
. per  diagonalem  in  duas  partes  aequales  dispesci. 

In  decadica  vero  qua  utimur,  10  dicitur  decem , 
j 102  autem  centum,  et  103  dicitur  mille , et  10*  nem- 
pe 103.l03  id  est  miities  inilie  dicitur  millio , pa- 
1 tetque  1 cum  6v  cifiis,  millionis  vtam  potentiam 
. denotare. 

Si  comma  ad  dextram  plane  ad  finem  sit,  Omif- 
5 ti  (uti  4-  in  initio)*  solet,  parsimoniae  gratia:  si 
, iero  comma  non  ad  finem  fuerit,  expressio  fractic 

' 1 ru  * 
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decimatis  dici  solat.  Est  nempe  aequalis  fractioni 
< o ut  muni  , cujus  numerator  est  ipsa  imago  decadi - 
ea  commate  ad  finem  posito,  aut  deleto  , denomi- 
nator autem  est  1 tot  pifris  postpositis  , quot;  no- 
lae post  comnia  erant,  quae  etiam  natae  decima - 


les  audiunt.  Nam  ex  gr.  @3,51  = 


63  J> 

1 + 10 


630°  J5D 
160  + 100  + 100  ~ 


63  51 
100 


= 63  + 


51 

100 


Conversim  quoque  quaevis  fractio,  cujus  nu- 
merator integer,  ct  denominator  est  1 eum  cifra- 
rum  numero  N;  est  numeratori,  factis  in  eo  nume- 
ro N notis  decirnalibus  aequalis:  nam  hoc  tali  fra- 
ctioni aequalis  est. 

Patet  etiam,  fractionis  decimalis  valorem  non 
mutari  , quotcunqiie  cifrae  ad  dextram  postponan- 
tur : nam  numero  notarum  decimalium  aucto,  tot 
cifrae  accedent  numeratori  quam  denominatori,  a- 
deoque  per  idem  multiplicabuntur. 

Si  vero  comma  mutet  locum  , promotum  ad 
dextram,  vel  laevam,  Jocorum  numero  p:  in  casu 
priore  multiplicabitur  valor,  in  posteriore  divide- 
tur, per  10^  . Nam  si  comma  ad  dextram  mi- 
gret p locis,  totidem  notis  decirnalibus  pauciores 
manebunt , adeoque  in  denominatore  post  1 tot 
nent  pe  p cifris  pauciores  erunt  , manente  nume- 
ratore; itaque  valor  IOHies  major  evadet.  Si  autem 
comma  ad  laevam  p locis  migret  , totidem  notis  de- 
cimalibus  plnres  erunt  , adeoque  denominatori  ac- 
cedent p cifrae;  quapropter  valor  lO^ies  minor  e- 
rit  Ex  gr.  ex  2=2,  =:0002,  pro  p~3  fiet  0,002^r 


2 

JOOO’ 


et  ex  2,3  fiet  2 locis  promoto  commate  230.^ 


P 

I 

P 

f 

P 

I 

1 


i 


2,3.  100 


—1.100-230. 
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Operationes,  et  reliqua,  tomo  2do  relinquuntur. 


INTriODUCTlO, 


p. 


v 

p. 


p. 

r 

p. 

P. 

P, 

P. 

P. 


P, 


En  non  es  tomi  vmmi  (praetor  eos.  qui  in 
ejus  indice , erratisgue"correcli  sutit) 

36.  linea  1.  a calce,  adde:  atvero  etsi  di":  or 
^ 1 loco  3 tio  stet,  quotus  loco  2<lr>  j rofli»'  s 
hiajor  dividendo  erit,  si  nonni\i  exi>r<-s- 
vsio  quond  unitatem  in  censum  v«  njat  (Tom. 
V.  p.  3681  .. 

42  linea  4 a calce,  dummodo  NzzzM  non 
si/,  juxta  (Tom  TI.  p9  37,0 ) deleri  potest. 
56.  linea  4 pro  A~E  lege  ^=r(7. 

l2m8  lin^a  penultima  pro  ~ lege-4^~ 

It  c 

l27.  Rto  in  facto  Snteponendum  est  «4- 
$28.  9no  in  multiplicatore  2do  pro  aa  lege  k 

lS3. 17o.  linea  2da  aride  secus  dicitur  ordinis  1 
l68.  lineat,  pro  4*2, — 1,  . lege  f2, — 2 , 
Idem  que  simplicius  (^omissis  r,  i ei  lrj 
necnon  imaginaria, et  proportionis  conce- 
ptum extensum,  oliaque  vide  Tom.  II,  p,  357 
176.  ad  finem  anje  conseq • pro 


al^—l 


lege  e 


lalS-*  1 


P.  382.  linea  5 a 'Calce  post  eadem,  ad- 
de: et  signa  +,  — eadem  siht  in  numera- 
tore quae  m denominator©. 

P,  399-  linea  2 a3oalcepro-^  lege-^/ 

t J-  JU 

P.  41 6.  linea  7 a calce*,  dele  ( pro  casu,  si  c 
nori*~  1) 

P-  446.  linea  2 a calce,  post  sectio,  adde  I sin- 

, gulis  tribus  communis. 

P*  454.  5to  post  parallelo grammi,  adde:  nisi 
quadratum  fuerit;  et  ad  finem  adde:  rio* 

-■>  iandum  autem  est , inter  omnes  superficies i 
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solum  planum  essa,  cujis  quaelibet  jacies  1 
alteri  obversa , hanc  tegere  queat  ■ atque 
(in  systemate  JEuclideo ) planum  solum  curri, 
sphaera  in  eo  convenire , quocl  utrumquti 
circa  qnodvis  sui  punctum  in  se  moveri 
queat . (Tom  II.  p.  253  \ et  solum  discri- 
men esse , quod  sphaerae  qupdvis  punctum 
ab  eodem  certo  aequidistet . 

480.  1 2 line-.ij  4 poM  etrectifii  adde:  crescenti- 
bus ; «t  linea  13  lege  at)  >a&;  et  linea  5 
a caleo,  post  concipiantur , adde:  descripta . 
Notandum  etiam  est : quosdam  conceptus 
in  tomo  primo  traditos,  ad  finem  tomi  2di 
ejarius  simpliciusqus  expressos  esse  ; quod  cum 
ex  indice  ommissum  sit,  breviter  referre  pro 
iis  saltem  , qui  nonnisi  primum  tomum  habe- 
bunt,  baud  supervacuum  erit.  - 

T.  Cuilibet  quantitati  tribuatur  unitas  *▼» 

vel  Umt  va  (quoad  operationes  statim  dicendas); 

et  illi  de  qua  expresse  non  dicitur  , ei  n 8 
vnm  tribui,  >i«va  unitas  attributa  i • 
nitaie  *f<  va  praeditae  illae  erunt,  quae  reaia 
TLt,  - ,»  pr.edi.ae 
pure  imaginariae  dicuntur , quae 
'sveta  et  bic  retinentur,  atque  duae  bae  ^de- 
terminationes, determinationes  leal'P*  . 

t„r  Ilealia  et  pure  imaginaria,  determinatio- 
ne sive  ^ sive  i—  affecta , dicantur  quanti. 

^rtefinUloproportionis  (inter  plores  Tom. 

* , \ \ n 65)  est  sequens:  A }&9 

I.  datas  > ibidem  ( P-  ® ' tur  1 {abstrahendo 
C.D  in  proportione  esse  d’c^"  'uovis  tali  * 
ab  omni  determinatum  ) £3^  c~nv  sit; 

('nomine  numeri  eo  , T)  insum  v , neque 

n>c  ftiptnm  u pl“r'e''  anB  ipsum  u contineat . 

d r *•+* 


restringatur ; atque  accedat:  quod  tam  respectu 
determinationum  _ , quam  respectu  de  ter  - 

minationum  realitatis  • A et  B determi- 
nationis ejusdem  sunt , C ac  D sint  ejusdem; 

si  vero  A et  B determ . diversae  fuerint , C 
ac  D diversae  sint  : tum  dicitur  D factum  ex 
€ per  jB  fquad  +1)  multiplicato;  operatio 
autem  dicitur  multiplicatio  (uti  etiam  divisio 
inde  otiunda)  respectiva  quoad  +1. 

Quo  pacto  8 schemata  oriuntur  ex  >fi , ^ * 
et  totidem  e duabus  realitatis  determinationibus? 
e quibus  schematibus  patet,  / quod  etiam  ter» 
mini  extremi  det  er  m.  ejusdem  siut , si  medii  determ . 
ejusdem  fuerint ; imo  ex  iisdem  patet,  tam  in 
multiplicatione  quam  in  divisione , si  quoad  + 1 
peragatur , et  ^ , uecnon  et  , dare 

at  >f«et^  dare  ^,-et  rem  inyerse  quoad — 1 es  - 
Sy^  ( unde  prona  ad  signa  +,  — conclusio  est); 
de  terminationes  item  quoad  realitatem  aequales , 
ctoc  re  ale  , diversas  autem  dare  pure  inia  g i na- 
rium. 

III.  Prouti  quantitates  determinationibus 
affectae  connectuntur,  atque  ita  tractan- 
tur : ultro] Venit,  et  determinationibus  quoad 
realitatem* affectas  comiectere,  atque  talem  le- 
gem statuere;  ut  omnes  operationes  ( absque  men- 
tione facta  quoad  -4r  1 yei  — I ) absolute  per  a- 
gantur : |eaque  fittequens 

CJ  Imo.  Ut  si  alteruter  duorum  factorum  uni- 
tate va  gaudeat  , factor  unitate  if*  va  gau- 
dens ponatur  pro  multiplicatore;  et  si  ut  er  que 
Unitate  va  gaudeat , tunc  sit  multiplicator  u • 
nitate  negativa  gaudens. 

2do.  Si  A et  a quantitates  unitate  ^ va, 
et  B ac  b unitate  hh  va  gaudeant : dicatur  A$B 
Pfjra4*&  absolute  multiplicari;  si  taai  A 
qu^m  per  a quam  per  b respecti  ve 
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begeta  priorem  multiplicentur;,  {atque  si  in  hk 
/actis  summa  realium  sit ‘S., summa  pure  ima- 
ginariorum sit  sy  dicatur  (id  est  Y cum  s , 
connexum  sed  non  commixtum  j factum  {^cnsu 
ybso/etto). 

Atque  hinc  d‘v  absolutae  conceptus 

patet.*  nempe  si  P.Q^zfi,  dicitur  Q quotus  c ex, 
f diviso  per  P. 

Extenditur  etiam  multiplicatio  absoluta 
(■juxta  Tom.  I.  p.  \ a q ie  hinc  etiam  divi- 
sio absoluta. 

Hinc  si  quotus  ex  o per  j3  diviso  sit  — quoto 
ex  y per  3 f divisionem  abs.  intelligendo)  : di- 
cuntur a,  /3,  y,  $ (sensu  generalissimo)  in  pro- 
portione  esse:  notando  quod  in  casu  ubi  p per 
/5  quoad  + 1 , et  y per  5 quoad  dividi 

juxta  regulam  deberet^  expresse  contra  regu^ 
jam  quoad  idem  4^1  dividenda  sint. 

IV.  Quantitates  sub  formam  — 1 

venientes  dicaktur  mixtae ; dum  nec  a nec  b~Q 
est  : dabit  que  tam  in  multiplicatione  quam  di- 


visione y purum  perpurum,  piarum;  purum  per 
mixtum  y sive  mictum  per  purum,  dabit  mixtum?, 
mixtum  per  mixtum  autem  dat  in  certo  casu 
purum y in  alio  mixtum . 

V.  Patet  autem  (uti  in  schemati dus  mulr 
tiphcatiqmbus  divisionisque)  in  proportione 
qpoque  : quod  si  cluo  priores  det  emi.  ejusdem 
fuerint  ( sine  quoqcl  sive  quoad  re  ali  tat  em\ 

Ct  duo  posteriores  ejusdem  sint;  si  nariy  non;  et  par 
riter  si  extremi  ejusdem  fuerint , et  medii  ejus- 
dem sint  y si  non  y npn  ; et  pariter  si  extremorum^  1 
Utrumque  mixtum , vel  utrumque  purum  fuerit , et  \ 

mediorum  aut  utrumque pururriy  aut  utrurrique  mix « * 

ium\  sit ; sivero  extremorum  alterutrum^  mixtum^  c 
alterum  purum  fuerit,  et  mediorum  alterutrum 
purum , alterum  mixtum  sit ; atque  idem  de  duobus^  * 
u ri 'oribu* , et  2 posterioribus  valeat . 


I.VII 


'R,  Praeterea  di  resultato  divisionis  'unico,  dw& 
^oricreta  per  concretam  dividitur , additur 
quid  : nempe  divisor  tam  2dum  quam  3tiuui 

locum  occupare  postest : eode.mque  sensu  si  di- 
visor fractio  vera,  sit  , quotus  iil  casu  utroque, 
major  dividendo  esU 

VII.  De  reperiundo  e quibusvis  tribuas  pro ® 
portionis  terminis , quarto  (in  concreto) ; et  de 
facto  extremorum  = facto  mediorum,  quoad  idem 
’+  accipiendo . 

VIII.  Conceptus  potentiae , radicis , loga^ 
rithmique  (Tom.  I.  p.  168)  traditus  simplicius 
exponitur.  Nempe  statim  post  conceptummul- 
tiplicaitionis  , series  talis  construi  poteit,  eiijus 

i 


terminus  primus  sit 


, et  e quovis  termi- 


no ea  lege  oriatur  sequens/  ut  numeratori  post- 
ponatur k ut  factor,  et  ^nominatori  numerus 
is,  quo  k iit  factor  in  novo  numeratore  est  , post- 

ponatur:  quo  pacto  series  1 + +-~:j  + 

l* 

2 ^4.  • • - orta,  si  fuerit  s aut 

prima tur  valor  hujus  seriei  per  ( f)k. 

Atque  pro  quovis  tali  c , ut  (f)cl  ! eidem 
C aequale  sit,  dicatur  quodvis  (f)bc  (et  non- 
nisi id)  potentia  exponentis  b ipsius  C,  per  (7 b 
denotata/^  ei  b dicatur  cujus  vis  Cyb  'Jogar  it  fa- 
rnus quoad  C;  quidvis  sub  formam  A\BV/'  — 1 ca- 
dens sit  si  ve  c sive  b ( A et  B realia  quaevis,  inter 
guae  et  0 cadit,  denotantibus  ).  Dicitur  praeter 
^ea  C radix  exp . b cujusvis  Cb;  imo  et  quod  vis 
(ale  a,  ut  pro  certo  r,  sit  ar^R,  diqjtur 
tLix  exp . r ip^hrs  R . Exemplis  haec  ibidem  il- 
%:lran'tur/.  a i que  per  definitionem  divisionis  \ (p. 

/ cxlemsam;  proteiquam  quod  1^  ommitti* 
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tur(TomX  p.  16$),  neciueN^M  ibidem  (p,  43> 

excluditur. 

Notandum  tamen  est,  conceptum  hunc, 
quamvis  statim  post  multiplicationem  construi 
queat,  nonnisi  subveniente  Tom.  I.  p.  1 57.  . . oriri 
Nempe  prius,  factum  e factoribus  aequalibus  nu- 
mero n%  per  factorem  semel,  et  n fad  dextraiu 
superius  scriptum  denotari  coepit;  tum  ad  quo- 
tum e talibus  factis  eundo,  ultro  venit,  si  aut  factor 
superius  numero  n , inferius  numero  m erat  £ 
quum  superius  a deleatur  per  iuferius , nume- 
rum superiorum  a accipere  vfcye , inferiorum  ve- 


ro n*  ve  ; atque 


A* 


—ni  designare  per  an-m,  et 


N—M 


intelKgere  per!  A .§itn-~m~v,etN — lkT=p. 
Passus  ulterior  erat,  duos  ejusmodi  quotos 

v et  y#  . - 

nempe  a et  ^ aequales  cogitare,  et  per  a P desi- 

V \L 

*^e.tal^.J?  ut  sit  a = Af.  Nec  post  (p.  564)  di- 
excluditur:  nam  et  lf 

gE  Ita  et.o®-’  gaudet  valore  -=://. 


/ • . tv 


i K 

i , 
• « 


ijs:rrtoiiC.c  no- 


Errores  (in  Tom-  1 ) praeter  supra  annotatos: 
reliquos , quum  nec  valetudo  nec  negotia  totum 
ad  ungvem  castigare  permiserint y Lector  be- 
nigne emendare  rogatur . 


P,  XXXVII.  Fig-  17.  III.  ad  /Mi  imi  cujus  ha- 
sis  €6  est*  verticem  ponamur  duae  literae 

€ 6t  f« 

P.  84,  XXIX  linea  5 pro  3 — 1 lege  3 — 2. 

P.  85.  linea  suprema , pro  2 — 1 lege  3—2. 

P,  95.1.  4 pro  quoad  basim  Q,  \egequoad  basim  a 
P.  110  1.  6 a calce,  pro  erit  I/* — P ( zzz  ) le^e 

m • 

quivis  v alor  ipsius  i/* — P per  p(a  + bl/' — 1 ) 
exprimi  poterit , ( pro  a , b realia  juxta  pag 
109  talia  denotantibus , ut  («+  blS — 1 ) — 
— 1 sit. 

P.  152  linea  suprema  pro  C(l—  lege  C(\  *+ 
Parenthesis  2da> priori  est,  si  pro  \\-x 

Nam 


•n 


7*  + l ( 


quod 


sit  e nec  integer,  vel  >-.et  ^1. 


crescens 


— 1 sit  y > — , et 
k 


e—n — 2 
n+  3 


consideranda  veniunt  Accipitur  nempe  pro 
«>{<vo  et  y 1 9 n tantum,  ut  sit  e;  at- 


que tum  patet. 


• n 


**tl 


<1  esse,  uti  pro  e <1 


est 


« e'  n 
724*1 


; est  autem  in  casu  utroque 


e — n 


HVtim;  adeoque  numeratori  fractionis  verae 
negativo  addendo  —2  , et  denominatori  iJ<vo 
addito  i*  2,  majus  M\’um  prodit.  Nempe  in  utra- 
que parenthesi  terminus  ad  laevam  m ct>l 
est;  adeoque  addito  1,  majus  wvum  in  2da  manet 
E pag.  141.  signa  nonnisi  pro  (i -Far)  et 
(1+^)7-.«  alternant.  Itaque  nonnisi  de  (1+ar) 


elevato  ad  e et 


>1  quaestio  fis,  pro 
- 4-'  et  i>  h.  Sit*=l  + ?,  et  - 


h 


l—Q  pro  (<?)*£ vo;  accspialurque  n tantum  , 

ut  Q sit  <2?,'  et  Q<q3  sit;  quod  fieri  potest, 


quum  decrescens  /»«-\  — *• 

Sint  termini  ejusmodi  signis  alternantibus  , 
st,B,C,D  se  invicem  excipientes  , sitque  At 

B*  \c%yD*+  ; exprimentur  bi  per 

A(e — 7 iJjs,j4{e — n)[e  n 1?  ~^(g 

^+1  nbl  n+2  ' ’ «11 


ra  ) 


A , 


<? — ( e n -j  a-.?;  eritque  factor  ipsius  ij 
/zf2  «P  1 

quum  <7  et  ^ sint,  factor  ipsius  Ax*  t 
eutem-  est,  quum  A et  x &,£>  ve ro  h-  sit.  i 
Est  autem  A tam  in  2 prioribus  , quam  1 * i 
2 posterioribus  factor  communis  ; estque  sum- 
ma factorum  sociorum  in  2 prioribus,  1 + ' 

; 

e — n x — . Q — ()<y — q (substituendo  valores 

dictos);  in  2 posterioribus  autem,  si  in  postremo  * 

pro  (quod  >~1  , tantum —1  pona-  , 

F n*\  3 

tur , summa  factorum  sociorum  ipsius  ^ eiit 

( + . Est  autem  sub- 

+ * ) rftl  /it*  . 


stituto  valore  ipsius  x),  x9—x*  =■ — q-2q--q*;  I 
quod  >>  — Q—Qq~q  (Prr  calorem  suppositum 
ipsius  /z)  est.  Fit  vero  adhuc  majus  _vum , si 
per  coefficientem  ijvuai  multiplicetur :•  fieretque 
1 e — n — 2 # 

adhuc  majus,  si  pro -nl  poneretur 
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P.  187.  I.  12  pro  n<^N j3x,  lege  /zmaut  JVpx; 

et  Fig.  19  annotentur  a , 6 et  cn 
P.  1 96  et  269.  vide  stalini. 

P.  215  superficiei  per  revolutionem , antepona-*' 
tnr  9 -no. 

P.  309.  1.  17  a calce  pro  > lege  sed  per 

plane  dicta  a linea  10  pag  300  usque  6to  j>ag. 
301  supervacuum  fit. 

P.  424,  1.  5.  pro  ex  ca,  lege  ex  eo. 

P.  196.  linea  1 1.  quoad  substitutionem  aequipol- 
lentium,  exempla  haud  rite  electa  sunt  ; 
praetereaque  ob  facili  ia  te  m p.  269  nimis  sero  re - 
lata/  atque  etiam  idea  calculi  differentiatis,  in- 
'egralisque,  ut  via , qua  reperiri  poterat,  per- 
ficiatur, justo  fusius  deducta  est:  quapropter 
<[uuni  nulla  repetitio  inutilis  sit,  quae  saltem 
cuorundam  Tjronum  captui  accommodatior  fi- 
ad  queat;  hanc  quoque  brevius  evidentius- 
Cjue  referre  licebit. 

I.  Variabilis  x , a qua  sive  necessario  si  ve 
Cirta  suppositione  dependent  quotvis  variabiles 
JT,  £•...,  dicatur  absoluta ; sintque  ejus  yaioreS 
y et  p , ( a o accepti,  et  sive  ambo  i ^ve  sive 
aubo  hh  ve,  imo  et  alter  >{<ve,  alter  hh ve ^/deno- 
teiurque  (pro  n integro  ^vo)  y:  n per  x,  sitque 
Cp-o  p integro  vo  vel  — vo)  jS  ~x  4*  (co  -9 

<^x)  , ita  ut  px  et  tu  , aut  utrumque  aut 
utrimque  ►-»  sit,  aut  et  /3=0  sit. 

II.  Sit  functio  (K}x , dicaturque  ex  ea  vel 
ejus  derivata  series  sequens;  (^K)ni — {IC)(n — l)x, 

(&) /z-I)x-(JT)C»-2)x...  (^(pf!  f *»),- 

sitqie  m nomen  generale  ipsorum  n , n* — I ji — 2, 
n — S • * , p + 2- ,pfl.  Esset  (inde  a 0)  seriei  dictae 
terminus  rn  tus  ‘( K)mx — ( K)(ni — l)x  , si  pro 
m—  1— p addatur  tu  ipsi  (ra—  1 )x.  Denotetur  ista 
terminus  ratus  per  {k)mi  ; eritque  sumina,  ter- 
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minis  intermediis  se  mutuo  destruentibus,  (K)y 
— (A"Jj3  ("pro  valoribus  dictis  ipsius  x );  deno- 
tetur haec  per  K (nomenclatione  ista  in  po- 
sterum quoque  retenta).  Patet  autem  m etiam 
negativum  esse  posse,  si  exgr.  p + 2 =0  fu- 
erit. Casus  simplicissimus  est  si  /3^0,  et  tum 
K^(K)y—{K)  0. 

III.  Functio  , e qua  derivatae  seriei  sum- 

ma a magnitudine  ipsius  n haud  dependet,  di* 
catur  absoluta  sive  ab  n independens , Exgr. 
sit  P et  sit  f erit  (c  )mx  =:m\ — 

( m — d Jx—x  , et  Czzznx — 0 Ita  pro  (A 

xa  , erit  (a)mx^z2/nxs — x#,  et  A~x2.  Pro 
( I7)xzzx*  +xx  z=z( n+  l)nx2,  est  (u)mx~2mx*; 
atque  U~x2 +xx  ; quod  ab  u dependere,  uti 
C et  A haud  dependere  manifestum  est. 

IV.  Si  jam  vator  ipsius  n a certo  incipien- 

do, semper  porro  bis  augeatur  ; atque  priu* 
pro  valore  ejus  primo  construantur  series  deri* 
vatae  functionum  certarum  CA}x  et  (i?)*  ab  i 
independentium,  ac  funtionis  cujuspiam  (U)x} 
in  eadem  linea  horizontali;  serie  ipsius  ( U 
in  medium,  serie  ipsius  (A)x  ad  dextram, 
serieque  ipsius  ( B)x  ad  laevam  positis;  atque 
pro  valoribus  sequentibus  ipsius  n , construai- 
lur  pariter  series  functionum  (B)v,(U)x,{A)t.; 
pro  quovis  n in  eadem  horizontali , ita  ut  limae 
hac  crescente  n se  invicem  deorsum  excipiait, 
et  series  ipsius  ( U)x  columnam  mediam,  senes 
ipsius  (A)x  dextram,  series  ipsius  ( /J)x  laevim 
teneant.  Exgr.  Sit  primum  n=:2,  postea  sequeitia 
erunt  4,  8 . . . ; quae  incrementi  ipsius  n r»tio 
et  posthac  servetur;  sitque  /3— jxxf  a;  u/yfiet 

(A)2x...—  i?)M(Z7)2x...— («7)j3  | CA)2i...—iA)l 3 


frnAZf 


ad 

li 


h 

tr 

ti 

ri 

ti 


a 


e 

1 

1 


i 

( 
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Ubi  pro  quovis  zz,  quodvis  rax , pro  sequente 
7z,  mutatur  in  2 7n£',  u/  vero  (nisi  =0  fiat)  ipso 
51  idest  dimidio  prioris  x minus  evadet  , etp* 
ad  suinmum  “2p+l  erit,  quia  u>  <;2x'  est; 
atque  numerus  terminorum  duplicatur. 

S chol.  Manifesto  autem  quaevis  serierum 
harum  , terminis  extremis,  gaudet , sed  in  nulla 
trium  columnarum  serialium  dictarum  series  ul- 
tima datur : differt  igitur  series  ejusmodi  a se- 
rie vulgari  infinita,  quae  duobus  terminis  ex- 
tremis haud  gaudet . 

Y.  Sit  jam  ( B)x  notum,  et  quaeratur 
atque  ( u)mx  aequipolleat  tam  ipsi  ( a)m x quam 
ipsi  ( b)mx  ; idest  aut  pro  quovis  n sit  (u)mx~ 
(a)mi=(b)mx  , (pro  quovis  m ) , (quo  in  casu 
erit  Uy  nec  U ad  n dependet);  aut  pro 

quovis  utvis  magno  iV,  detur  tale  n,  ut  in  ejus 
linea  horizontali  , pro  quovis  valore  ipsius  m , sil 

(u}mx — (a)mx  < , et  (u)mx«~ (bmx)  < 


i saltem 
N 3 


nonnisi  illis  mx  exceptis,  quae 


in  certis  casibus  in  dato  quopiam  X desinunt;  si- 
quidem tam  istud  X , quam  partes  ipsorum 
B , U,  A huic  X appertinentes  0. 

Fiet  tum,  substituendo  valores  ipsius  m (si  exgr. 
pro  dato  A"  sufficiat  n~9 , sitque  p}*l:^5), 

C«)9x— (a)9x  < ^~>et  («)3x  — 

(«)8x—  (a)8x  < ^~X»et(«)8x  — (6)8x<^~- 


(&)5x  — (a)Sx 


(a)5x 
A7  ~ 


et  (u) 5x — (6)5x 


^ A' 
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Eritque  manifesto  summa  columnae  verticalis 
prioris,  U}  sequentis  A , 3tiae  erit  A: A",  4tue 
U 9 5tae  /i,  ultimae  B:N-;  fietque 

V—A  < ~ , et  Z?<  adeoque, 

f pro  A,B  omnino  finitis)  U ac  £7  a— ^ 

Consequ.  A~B  , neoipe  (//)/ — (A)fizz  (B)y- 
(M)0,  adeoque  (4  )y~(B  )y  + (A)p — Re- 
peritur  autem  £4) /3  modo  sequente  : si  dicta 
et  de  valore  h ipsius  x plane  ut  de  y valeant, 
et  constet  ( A)h~a  esse;  erit 

( A^h  ==:  a = (B )//;’£(  A )p~—  ( B ) |3 ; adeoque 
— a — (B)k  i atque  (4)/  = 

C#)y  + * 

Quum  igitur  (Z?)y  et  (Z?)/z  nota  sint,  ( A)y  in* 
notescit.  Scribitur  autem  (A)x  ~(B)xtcon$t. ; 
quum  (^)j3 — (B)j 3 de  quovis  valore  ipsius  x , 
ae  quo  dicta  valent,  idem  a — ( B)h  sit. 

Dicique  potest  (B)x  functio  summatrix , et 
( 'lf)x  functio  mediat  rix. 

VI.  Si  et  variabiles,  yrz.  . . certa  lege 

cum  quovis  t/zx  posita  fuerint,  cujusvis  illius  jq 
quod  cum  aliquo  mi  poriiim* , differentia  ab  il- 
lo y,  quod  cum  ponitur,  designetur  per 

y;  idem  de  z . . . intelligatur , atque  x,  y,  i ... 
semper  simultanea  accipiantur ; potest  illud  y 
quod  cum  mx  ponitur , per  y*mx  denotari. 

VII.  Dicuntur  (a)wx,  ( u)mx  , ( b )mx , idest 
(A  )mx  — C A)(m — l)x,  r &)mx — C U)(m- — l)x, 

( B)mx- — (B  )(m  — 1 ) x different ialia  vera  fu n c tio - 
num  (A)xf  Ujx,  C B)x.  At  si  detur  tale  (ul)nix, 
quod  ipsis  ( a)mx  et  (b)mx  sensu  dicto  aequis 
polleat,  atque  ita  expressum  sit,  ut  si  in  eo 
ubique  x pro  wx  (et  si  adfuerit,  y pro  ytfni 
etc. ) ponatur,  in  nullo  termiuo  htera  punctata 


per  aliam  punctatam  multiplicata  occurat  .*  dici- 
tur (u')x  breviter  differentiate  tam  ipsius  ( A)x 
quam  ipsius  {B )x ; atque  (A  )x  imo  et  (B)x 


(quae  nonnisi  constante  differunt}  dicitur 


in- 


(a 


IN, 


Omniaque  hic  a valore 


te  grate  ipsius 
P ipsius  x usque  ad  y (juxta  dicta)  intelligantur. 
YI1I.  Acquipollent  autem  (sensu  dicto) 

(a)mx  > (u')mi  , ; si  ~ ■ — / — x 1 et 

W* 

( 7/* 

fjv ^amciu®  valores  horum  pro  certis 

quibusvis  valoribus  ipsius#  (aut  plurium  varia- 
bilium  , si  adfuerint^  ab  n dependent;  atque  ten- 
dentia ad  limitem  1 id  significat,  quod  pro 

quovis  utvis  magno  iVdetur  lale  n,  ut  sit— f*  —1 

\a)X 

. 1 («0*  i , 1 , . 

<iv,et(«i^1<  TV  ; Linc  anteai  flt 

(«'>—(«)*  < ^r> et  («')*—< 5 J*  < ^~w~  • 


Atque  jam  moveatur  punctum  a 0 usque 
ad  finem  ipsius  y , item  a 0 usque  ad  finem 
ipsius  p (si  hoc  non  — 0);  et  quaeratur  ubique, 
quodnam  n pro  dato  N satisfaciat  illi  x quod 
eousque  determinatum  est  ? respondebitur  sem- 
pcr  cum  aliquo  finito  n.  Unde  manifesto  da- 
bitur numerus  finitus  quemvis  dictorum  finito- 
rum superans ; accipiatur  tale  n quod  hunc 
quoque  superet,  et  sit  potentia  binarii  integra. 
Et  manifesto  si  y per  n!  dividatur , ut  sit  x ==a 

sr-ri  valebit  hoc  n1  pro  linea  horizontali  illa, 

in  qua  n^n'  fit,  eritqueidem  /z,pro  dato  N pro 
omnibus  m lineae  ejusdem  tale  ut  requiritur  (in  Y ) 
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Siquidem  detur  X (p.  eadem),  exceptionem 
hame  in  summis  nihil  inducere  patet* 

IX.  Si  (b)x  — [uv\pr...  )f&  , (ubi  terminus 
quivis  praeter  unum  et  u?,  0 denotare  potest)  , 

tu 

atque  , — — \ tum  cuicunque 


( uv+pr ...) 

quantitatum  in  (uv+pr,..)  occurentiuin  , sub- 
stituatur aequale,  aut  (per  pag,  £0...)  tale,  ut 
quotus  e substituto  per  id  cui  substituitur, 
dum  n n oq,  dicaturque  k id  , quod  post 
substitutiones  dictas  quotvis  ex  (uvfpr , . ) factum 

. k . 

est;  erit  y — ;■  - ~ 1 ; eritqne  £ si 

(ziv+pr..)±v  ’ ^ 

forma  requisita  gaudeat,  differentiate  ipsiu*(Z0a? 
Exgr.  Si  {B)x  zz-x*  j erit  , 

-x* 

atque  A-^O;  adeoque  2x\  differen- 

tiale  est» 

X.  Pro  (A)x  functio  talis  ( U)$ : ab  n depen- 
dens quaeritur,  ut  ZJ Ayt t 1. 

W*  f 

Saepe  (A)x  nec  in  concreto  ( uti  figura 
quaepiam}  datur,  et  tum  dari  (A)x  demon- 
trandum  est:  pro  tali  plurimisque  casibus,  quae- 
runtur duae  functiones  finitae  (V)x  - et  ( U)x 
ab  n dependentes,  ut  sit  y et  U 

/^^0  (dum  n yw"v*  qq  ) adeoque  A , 

(quopactoet  A per  limi  t em  datum  sit)ysitqUe 

et  0 > adeoque 

(a)x~(i/Ax 


et 


(a\x  — [(aja; — (u  Jx  J 


0.  Erit  enim 

• “Eil.  Consequ 

. 1 («*) 
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SCUO LIOS’  in  quo  Par,im  '1,cta 

n(i:  fn  183  ) (uln  post  (*a)(At*) 

}»'  ••  •’a’-U"’  T i(  /)i  p 'r  errorem  omissum  est  > 

\n  numeratore , Z'  -nnlieatio  uiellio- 

idea  exponitur  ; atque  exen-p '»  »PP,,e££; \akuli 
di  uiriusque  ostenditur  ; inter,  quae  elt  e,  ror 

<P‘  ierunt  Cni^  aliud  moni- 

170  f,Jn,  ivn  vd  y>|3  et  Utrumque  ^ve 
tum  fuerit)  P—  - (p-  sj  commensurabilia  fu- 

aut  utrumque  - ve  . atq  ^ ^ acCi|)iaMll.  pri  . 

erint  , siique  exfe- / > 2q  2*2  9.  2/J.2.9... 

rP0,nLxTi)’,-  eii  s;rn  7««,™«, 

P^Tdo  -7- 

SS («>»*  !»<■■"»«»•«“  -«• * re!po"- 

^ en  3-tio  Aequipollentia  termini  (u)mx  seriei  pnju® 

»*■  srs 

,X. ; 

quoque  UP  * series  terminorum  numero  aequa- 
si  Sei  S iiiernu  serie  ^termini  aimultanei, 

i;lim  ita  ut  cuivis  mto  x «»«  ternum» 

K.roini  lu)mi  »'  < «>”^^"^1-)«)'^''.” 

respondentes  simul  lanei , «*  ^ 7 ih. 

=» < c>i  .w.  ■“»- s; 

valeat,  exceptorum  summa  /— -\  0,t1um  / OD 

tum  dicitur  (u)my.%  (a)m\.  adeo- 

Patetque  esse  S’  aut  — ^au  . ’/  '\„-Z 

que  si  et  {B)x  functio  abs.  adfuerit;  stque^mx 
Ir^wx*  esse  eiiatn  S’  ant  = B aut  _/  "» 

7o(nsequ.  esse  A-B.  Unde  etiam  S’  series  medi- 
atnx  et  ( u)r„i  terminus  mediator  sive  ge- 

neraliore differentiate  cujusvis  ipsorum  (A)x  U ( ) 
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dlv9  alterutrius  tantum,  si  sola  consideretur,  dici 
possunt.’* 

4to.  Quan  vis  igitur  expressio  quaevis  terrrii- 
5io  generali  seriei  incrementorum  functionis  ahs. 
j^equipollens , sensu  generali  differentiale  functionis 
iUiUs,  et  haec  ipsa  integrale  illius  dici  possint: 
expressio  tamen  quam  simplicissima  quaeritur: 
atque  differentiale  sensu  stricto  nonnisi  talis  expres- 
sio dicitur,  in  cujus  termino  quovis  unica  litera 
punctata  eaque  in  prima  potentia  est,  et  coeffici- 
ens  ejus  pro  quovis  dato  x functio  absoluta  est. 

At  vero  expessio  talis  ita  intelfigenda  est  : ur 
omnes  literae  valoribus  simultaneis  quibus  ad  fi- 
nem ctijusvis  mx  gaudent,  accipiantur;  punctata 
vero  semper  et  alibi,  sit  incrementum  ejus,  quod  Ii* 
tsra  illa  sine  puncto  significat,  sub  mto  x factum 

5tio  Per  (a)x  (p.  LXV  ) autem  'intel  ligatur 
{sjt)x — ( A)fx*—  x)  ; ita  ut  in  hoc  ipsi  ac  quivis  valor 
pro  aliquo  n sub  formam  mx  cadens  substitui 
possit;  ita  tamen  ut  quivis  utvis  crescente  ri  con- 
«tans  maneat,  ipso  m quoque  eatenus  mutato,  atque 
x semper  ni:  sit.  Si  vero  \u4)x~z  sit,  patet  z ipsi 
tnx  , et  'L  respondere  mio  x , atque  (sf)  (x — x ) 
ei$c  ~ z — i;  adeoque  si  exg.  (C).v=rjs2,  esse 
(5—  i)2- 

Quodsi  jam  pro  quovis  dicto  .r  fa  p usque  ad 
y)  sit  r — x)J  : x ~ vel  / — > (D)x , ei 

(/>)x  functio  abs.  sit,  semper  finita  nec  0 (non- 
nisi ipsis  x in  certis  punctis  discretis  desinentibus 
exceptis):  erit  — (4)(x — x):  vel  * — -\  1 

(saltem  praeter  puncta  dicta);  itaque  per  fluxum 
puncti  quaerendo  (juxta  p.  LXV  ) pro  quovis  ta- 
li ar,  quodnam  n pro  dato  N satisfaciat;  dabitur  tale  n , 
pro  quo  eodem  sit  x(D)mx  —(a )mx  aut  0 aut 
( a)mx : N (saltem  praeter  dicta);  adeoque  x 
aequipollebit  ipsi  («)///x,  et  differentiale. eric 
( D)x  autem  derivata  ipsius  (A)*  dici  potest  quo- 
ad ar,  si  x fuerit  in  denominatore  ; quod  etiam 
omissum  subnilelligi  potest;  at  si  non  quoad  varia- 
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bilem  abs.  fuerit,  annotandum  est.  Sivero  deriva- 
ta haec  prima  dicatur,  derivatae  /fctae  derivata, 
(XrM)ta  audii;  et  ( A)x  functio  primitiva  £ta  deri- 
vatae £tae  dicitur,  per  praepositum,  aut  si 

1 , per  J desi  nata.  Differential©  per  d , de* 
rivata  £ta  per  , au  si  h—V  per  J, aut  si  quoad 
2 sit  per  pr  '*  po>itum  d>  notari  potest;  et^si 

hoc  -rzq  fuerit,  ^ (J  integr  ile  ipsius  q i,  et  * f q 
functionem  cujus  derivata  £ta  duoad  z est  q,  de* 
notare  potest. 

Deferentialium  altiorum  apparatus  derivatis 
altioribus  superfluus  fit. 

Ut  res  clarior  fiat:  denotet  v velocitatem, 
* spatium,  w vim  continuo  agentem  (p.  201  et  2l6), 
singula  ad  finem  temporis  t variabilis  abs.  intelii* 
gendo.  Designet urque  cujusvis  variabilium  valor 
qui  ad  finem  alicujus  t aut  t — t,vel  mt  aut 
est  , praeponendo  literam  germanicam  nominis  e* 
jusdem  majorem  clausam,  litera  punctata  autem 
minori  clausa  denotetur.  Si  jam  dicatur */c=stds=/, 
sive  v—Js;  in  te  I ligatur  t(93)/?U  2 (f)/72t  et  pro 
quovis  dato  t esse  — (@J(t — t )J  : t /s^-\ 

(53)£.x  Hinc  etiam  «9  talis  functio  est,  cujus  deri- 
vata v est,  idest  ^v~sAr  (eonst.  quae  tamen  et 
0 esse  potest). 

6to  Nempe  functiones  absolutae  nonnisi  con- 
stante c differentes,  di fferentialibus  aequipollemi- 
h ns  ,*  et  differentialia  aeqnipol lentia  integralibus 
nonnisi  constante  differentibus  gaudent. 

Nam  (i4)77zx-(d)(/7z-i  )x  = (y/)wx+c-r 
Quoad  alterum  autem  : sit  ( q ■ x 2 (a).r  et 
J~{q)x  sit  (C)x;  erit  (C)x — (CT)/3 z=:(A)x — (A  )$ 
adeoque  (A)x—(C)x=(A)p — ( C)fi  , quod  con- 
stans est. 

7rno.  Si  (p.  LXIVJ  (A immediate  datum 
fuerit,  et  (A)i 3 — onst.  datum  erit.  Si  vero 
(ibidem)  pro  /izzzQ  sit  (A)/i~  a ; valeantque  dicta 
a valore  0 ipsius  x usque  ad  ,3 1 erit  {A )p — ^ Az)Q 

trrnf 
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~ B a*  que  hinc 

ut  ii  idem. 

8 ve.  Methodus  altera  eodem  redit,  breviterque 
in  sequentibus  cons  s it. 

1.  Si  pro  quovis  valore  determinato  et  non 

0 ip  us  a\  -it  [(A)(x+  i) — > sf)x'  : i (D)x , 

dum  i 0;  denotante  ( D)x  funci  onem  absolu- 
tam valoris  finiti  et  non  0 (sajiem  ni  x in  certo 
puncto,  aut  certorum  d screlormo  aliquo  ternu  ne- 
tur; dici  posset.  (D)x  limes  augmentalis  ; facileque 
patet,  hoc  idem  esse  quod  derivata  superius  erat: 
nempe  x pro  i ponendo,  {A)(x tx) — {A)x  et  (A)x 
— -(A)(x — x>  duo  increm  nta  proxima  sunt  , quo 
rum  prius  per  alterum  divisum  — \ 1 

2.  Porro  functione  nonnisi  constante  diffe- 
rentes limite  aiigmentali  eodem  ■prurient;  et  li- 
miti augmentaii  functiones  primitivae  nonnisi  con- 
stante differentes  respondent. 

Nain  c — f ( A x + — (A)x 

Quoad  alterum  autem:  functio  primitiva}-  aut 

K^Al)x  esse  nequit;  si  enim  k{A)x  esset;  limes  ft« 
eret  k(D)x ; quum  ( D)x  f praeter  puncta  discreta) 
valoris  determinati  finiti  et  non  0 sit. 

3.  Hinc  si  functio  (^A)x  quaeratur,  et  repe- 
riatur  fune  io  nota  {II)x  talis,  ut  limite  augmen- 
tali (quoad  eandem  variabilem)  eodem  gaudeant: 
erit  ( A)xz?(B)x+  const. 

Subit  igitur  heic  limes  augmentalis,  superius 
dictae  .veri ei  mediatricis  vicem. 

4.  C»  ns  ans  atiteiu  sic  reperiiur:  si  pro  quovis 
x (a  |3  usqnead  y)  sit  (A )x~ ( const.  et  sit 

erit  ('  A )h  ■ — ( B )/z+  const.  — a ; adeoque 
const.  n a — ( IE)h  r ut  supra. 

5.  Lime^  dictus  methodo  de  di fferenl iah  di- 
ctae analoga  ftqa*  • r * i m*. 

9no.  Exempla  pro  methodo  utroque: 

1.  Pro  coordinatis  rectangulis  derivata  areae 
(A\x  in  plano,  est.  ordinata  et  differenliale  est 
>;r.  Sit  enim  oxgr  pro  ordinatis  crescentibus  (pLXV  M 
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( F)x  summa  rectangulorum  e quovis  x et  ordina* 
ta  e fine  ejus  erecta,  (£7) a?  autem  sit  summa  rec- 
tangulorum item  e quovis  x et  ordinata  ex  ini- 
tio ejus  erecta  : erit  V y/^  U,  et  [v)xy 
(//).r,  atque  ( v)x\(u)x  A-— s 1,  adeoque  (v)x  :(a)x  1; 

sed  (v\v:x^y\  consequ.  (a)x : x jp.  Hinc  sx 
yznpxk  , erit  , quod  ( p.  205}  est  =5 

( B)x~axH\ :(£•+•  1)  ; constans  enim  =05  quia  pro 
xr:0  fit  [A)x~0=  (B)0. 

2.  Pro  (p.  20!)  est  dsz=zv,  et  Js=zv\.  Sit 

enim  prius,  w constans  — g (p.  217  ^ ; sitqne 

(s4)£~s.  et  ( V)t  summa  spatiorum  su!>  'quovis  t 
velocitate  quae  ad  finem  ejus  est  aequabiliter  per- 
cursorum, ( U)t  vero  sumina  item  sub  quovis  t 
velocitate  quae  ad  initum  ejus  est,  aequabiliter  per- 
cursorum. Erit  ( v)t~\  (3$)V,  et  (a)*=:t(SB)U — t)» 
atque  (u)t,  et  ( v )/:  C u)t  .a— > 1,  adeo- 
que (vU:  j,  Consequ.  t ( 23  )£  : t 33  C 23)^ 

limes  ipsius  (a)t:  t pro  quovis  dato  t est;  et  v 
illi  .respondens  derivata,  atque  v\  differentiale 

est.  Est  asitcm  v~gt , et  fg  t=  t.&—  ( p.  198}' 

Potest  idem  et  juxta  (p.  217  } fieri  , libium — 1) 

: m — s i ija  iimd|  jgitHr  ; quod  detur  tale  n pro 
quovis  dato  N,  utvis  parvo  t excepto  , ut  (/7Z'—1  }.v/j 
— I <!!:/¥  s i r. 

Si  vero  w non  sit  constans  , sed  exg.  crescat 
continuo  Cp.  218):  est  i (93)f/— ' t ) + t2f 

('%$)(* — t )4*r2(3B)(/  —r ).  Sed  prius  per  poste, 
rius  divisum  / — , I,  et  (®)(#— i i):(23}*  a— v 1 ; at- 
que f (9B  )£:(23)/  A — v 0.  Conseq.  (a)t  \ t a— n ($8 )t> 

Pariter  yg  wi  ( P.  219  },  adeoque  ir:  t A — \w 
j et  q mini  ex  vrS  /sit  rS  / : v,  substituendo  fit  v\ Sl\\s. 
Conseq.  fvy~f~W  /,  sive  vf~v  ^ sj  w , 
nempe  /unctio , cujus  derivata  quoad  v 
est %v  * e[  illa  cujus  derivata  quoad  s estw,  non- 
nisi constante  differunt.  Sed  prius“^*:2  (p.  198); 
itaque  v*  ~ 2 w ; et  exhinc  prius  functio  pr;. 
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mitiva  simu1  cum  constante  quaerenda,  ut  radix  v 
obtineatur. 

Exgr.  Sit  C p-  F i a.  2.5)  problema  motus 

difforiniier  accelerati.  Est  ibidem  w =rrsg:x*,  et 
szza — xy  adeoque  — x,  et  xJszz  — 1.  Itaque 

W / 2 — r^x  :x2  y et  w xJs  — — r~  g :*r2;  cujus  inte- 
grale  est  r-g : x+  const..  nam  hujus  derivata  quod 
x est  — r2g:x~  (p.  J9B  ).  Repentur  autem  c n- 
«jtans  sic:  pro  x-zza  est  v «zzO,  adeoqu  * et  /2=0; 
bine  const,  = r2g:a , atque  t/3  / wxJsz=2r2g 

( i — — * — )•  Couseq.  vzzrl^2g  — 

' x a ax 

Pariter  ( p.  222  ) calculum  error  ir- 

repsit.  Est  nempe  vis  ibi  zg  : r , et  s — 2;  at- 
que  — \;  adeoque  v*  i2  ~r.J  ( — - zg\r  ) = 

— z*g : 2r ■+  ce  nst.  Est  vero  pro  2=r  velocitas  0, 
deoque.  v2\l  ^:0r — rg:2  + const.  et  const.  =rg  : 2. 

cr 

Conseq.  v zz  r*~~z2);  quod  pro  zzzO  fili/ rg 

Ubi  notandum  est:  quod  gr  pro  diversa  11- 
nitate,  facta  diversa  praebeat  , adeoque  vagum  vi- 
deri posset;  at  si  factores  concreti  numero  p fu- 
erint, radix  pti  gradus  e facto  semper  eadem  erit, 
dummodo  tam  factum  quam  radix  quoad  quamvis 
quidem  sed  eandem  unitatem  accipiatur.  Nempe 
quoad  u zzl  sit  factum  f erit  (p.  98., /quoad  ku  ■=  1 
(denotante  k quantitatem  abstractam)  factum  F= 
_ p 

fikP  fy  atque  si  \S f (quoad  w=z  1 ) sit  r,  erit  (quo- 
F p 

ad  kuzzl)i^ F=iX(f:  k v)  (quoad  Xt/zt  I ),  et  hoc 


In  exemplo  Jpraec.  sunt  4 factores  in  nume- 
ratore y et  duo  in  denominatore : Sed  ibi  quoque 
duo  tantum  maneat/  nam  quantitas  concreta  per 
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concretam  quotum  constautem  dat  (Tom.  II.  p.  367  ) 

Denique  ( p.  222  ) patet  altitudinem  velocitati 
minimae,  qua  globus  verticaliler  explodi  deberet  , 
ut  nunquam  redeat  competentem,  esse  radium 
corporis  coelest  s. 

3.  Sit  adhuc  exemplum  pro  differentiati  negativo 
et  derivata  negativa:  quaeratur  nempe  tempus  lap- 
sus per  s arcum  cycloidis . 

Si  (Fig.  53)  pro  v scriberetur  x*,  essetqtie  haec 
variabilis  absoluta,  neglectoque  5 quod  ibi  est, 
denotet  s viam  a certo  puncto  cycloidis  incipi- 
endo, stiper  eadem  per  gravitatem  labentis  puncti; 
i espondeaique"  abcissa  h puncto  illi  certo  ipsius 
s,  sitque  y ordinata  ipsius  x ; atque  tempus  lapsus 
per  s dicatur  £,et  v denotet  velocitatem  finalem 
ad  finem  ipsius  t et  imum  ipsius  s , spatiumque 
sub  i"  lapsu  libero  percursum  denotetur  per  g . 

Erat  (j).  LXXI)  t : x 1 ; itaque  *= t 

Js 

si yetzzzj^ — ; eumque  in  finem  Js  et  v quae- 
renda sunt.  Est  v=z2\ / g( h — x)\  nempe  lapsus 
non  per  plana  inclinata  compacta,  sed  per  cur~ 

vani  fit.  Estque  + 5-  ( p?  262  ), 

1 

atque  Jyz=:(2x~{ — l)  'i  ~ ( 326  ) adeoque 

Js^lS  2x~  1 


t 


Conseqn. 


= X 


1 

2i' 


(A — x) 


-1 

2 


Estque  hoc  nega^vum;  namque 
Jam  s quam  t est  0 , sed  a fine  n\i 


pro  hzzinx 

x usque  ad 


initium  ejus  crescit  arcus,  et  ut  grave  per  eum 


l.WIV 


( 


descendat  , ^mpus  requiritur;  si  icitur  incremen- 
ta ista  temporis  a'0  incipiendo  pro  (zz  — ])x,(/z — 2x 
...  per  ordinatas  ad  fines  ipsorum  x positas  re- 
praesententur, dicaturque  ordinata  ( C;x : erit 

(C)nx—(Cj(n—i)x=z 0 — t,  quod  et  de  sequentibus 
patet. 

Eril  Igilur  t~  _ { *~~L{k—x) 

atque  hoc  = ^7  • arc.  .cos.  fl— ^-)4  const. 
(p.  254)  uti  statim  patebit 

Si  vero  t~ 0/  tum  x^/z;  adeoque  0 ~ — 

arc.  cos( — 1)+consr.  Arcus  cos— 1 est  =r  tt 


Itaque  const  = 


*l^2g 
2x 


7T . Conseq. 


(’rt  —arc.  cos.  ( 1 — 7- — ) . 

h 


Si  vere  x —0  ; tempus  lapsus  per  cycloidem 

7t  1 

usque  ad  punctum  imum  erit  — —— — ; ubi  — • 

l^2g  g 

(quantacunque  fuerit  unitas  ) idem  manet  , ut  an- 
tea. 

Patet  quoque  tempus  undevis  idem  requiri  9 
ut  grave  ad  imum  usque  delabatur. 

P.  250  eadem  prodibunt,  etsi  arcu  z dicto  ab- 
scissa x sit  variabilis  absoluta  ; eritque  (p.  254^ 
2 § — deos  z : sin  z ; pro  cos  jz  =r  1 — ( 2.r;/z)  vero 
— d cos  jz  = 2 x:/z;  esiqne  sin  z^l/ ( l — cosjz*  ) 

_~t  -zl 

Itaque  — d cosz:  simzzrx  x 2 (/z — x ) 2 . Con- 
seq.  hujus  integrale  est  jz  arcus  ipsius  1 — (2 x:h) 
tanquam  cosinus. 
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Plurium  errorum  haud  ardrrmdve  r.oriim  numerus  udi 
huc  sequentibus  minuitur",  praelerenque  aiidii  ur 
methodus  heterogenea  in  cdlcuLj  tractandi  simplex 

et  intuitiva. 

Tom.  H.  p.  365  per  errorem  omissum  est:  excepto, 
si  duorum  priorum  aut  duorum  posteriorum  , alLeru- 
tru/n  puru/n^  alterum  mixtum , et  reliqua  mixta  fuerint 
quod  4 casus  praebet  , in  quibus  quotos  aequales  esse  posse 
e §.  ibidem  citato  patet  , haud  valente  regula. 


Et  'ror  dictus,  semel  commissus  Tom . 1.  p.  LVI  re* 
petitus  est. 

T.  I.  p.  17.  Pars  in  divelli  bilis  potest  etiam  sta  illu- 
strari : quod  sit  pars  ejusmodi  totius  T , quae  ex  T ab- 
stiahi  potest,  ut  sine  reliquo,  cogitationis  objectum  esse 
queat  , sed  ipsa  nec  cogitatione  ita  avelli  potest , ut  reli- 
quum sine  ea  cogitari  queat. 

T.  ].  p.  21.  f,  7.  linea  3.  post  quantitates  A et  B ad- 
di debet  : nonnisi  indiveltibile  utriusque  eornmune  ha- 
bentes. Aut  : si  quantitatum  A et  B alterutra  sn 

alteri  aut  portioni  ejus  5 dicuntur  A et  B homogenea • 

T.  I.  p.  29  et  T.  11.  p.  364.  mentio  QO  ti  fit  : in 

Arithmetica  pura  non  aliam  quantitatem  praeter  0 et  exgr. 
redam  (e  Geometria  petitam)  tractante,  non  aliud  GO  in- 
telligitur,  nisi  limes  viae  puncti  e rectae  puncto  p in 
ea  seniper  porro  et  ultra  datum  quodvis  punctum  moti. 
Quoad  signa  f , — ipsi  QC  to  praeposita,  conditio  C. 
(T.  1.  p.  23)  locum  liaud  liabet  quidem,  sed  pro  viis  quibus- 
vis finitis  , gnarum  alterutra  exgr  ad  dextram  altera  ad 
laevam  describitur,  C locum  habebit  initio  p viae  ad  lae- 
vam, ad  finem  viae  alterius  posito  , atque  per  — GO  li- 
jnes  viae  ex  p ad  laevam  factae,  per  f 00  autem  limes  viae 
«x  P ad  dextram  factae  intelligi  potest. 

T.  11.  ]>.  97.  Si  punctum  ex  A linea  abscissarum  in 
B sursum  moveatur  , via  accipitur  tjp  va,  si  deorsum,  v^va: 
atque  hic  conditio  C csbe  potest,  ut  quaeratur  resultatum  , 
quod  fieret , si  motus  puncti  deorsum  e fine  viae  sursum 
laetae  poneretur, 

T.  II.  p.  361.  regula  data,  in  arithmetica  pura  , aut 
ad  puram  reducta,  clara  est : si  vero  heterogenea  in  concre- 
to accipiantur  ; regula  (T.  I.  p.  106.  1.)  data  simplicior 
est.  Atque  non  negativum  solum  , sed  et  mixtum  la- 
dice  gaudet. 

Tom.  IT.  p.  174.  1,  11.  adde  solido.  Unde  et  via  minima 
inter  2 puncta  superficiei  sphaericae  , in  circulo  maximo  est. 
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De  methodo  heterogenea  in  calculo  tractandi. 
Possunt  quidem  omnia  in  concreto  tractari.  Nempe 
1-mo  quaelibet  quantitas  speciei  cujus  vis  determinatio - 
num  HE*  , ^ aliquay  2-do  et  simul  determinationum 
quoad  realitatem  aliqua9  affecta  esse  debet : nempe  quo- 
ad operationem  multiplicationis  operationesque  iride  prorna- 
nantes  , cuivis  uriitas  positiva  aut  negativa  attributa  sit  , 
prouti  simplicius  ad  scopum  yisum  fuerit.  Duplex  nempe 
unitatis  dos  est:  ut  quum  mensura  haud  nominatur , 
ea  subintelligaiur  positiva ; atque  ut  operationibus  di- 
ctis , prouti  positiva  vel  negativa  attribuitur , juxta 

regulam,  diotam  inserviat . Exgr.  , significat  oppe- 

situm  ejus  quod  unitatis  3tiam  bi9  continet  5 atque  si  hoc 
per  a denotetur  • — a significat  quantitatem  eadem  unitate 
sed  negativa  f quoad  operationes  dictas)  praeditam  (T.  f.  p.  105) 

3-tio  Quaevis  expressio  ita  intelligatur  $ ut  om- 
nium terminorum  praeter  zerum  ( abstrahendo  a deter- 
minatione) complexus  , quantitas  sit,  Egr.  si  a spatium , 
b tempus,  et  a mult.per  b sit  S , atque  b mult.  per  a «it 
Ty  et  unitas  spatii  sit  s , unitasque  temporis  sit  t ; ex- 
pressio i+a6:iTst*S  vel  tj-  T , prouti  a per  b vel  b per  a 

multiplicatur. 

Ita  si  azzfls  , b—St  , et  a\ab~k'y  erit  2$f-2. 3s  trrgs; 
et  utrinque  per  a dividendo,  erit  1+3—4  quoad  quamvis 
unitatem,  adeoque  et  quoad  t ; eritque  tfb  ~ 4t,  et  b ^3t. 

Sed  simplicius  fit , rem  ad  arithmeticam  puram,  re- 
ducendo modo  sequente . 

1-mo  Quantitatum  omnium  f et  lieterogenearura)  quae- 
vis Q , tali  recta,  ejus  in  calculo  vices  gerente,  expressa 
consideretur  , quae  si  unitas  ipsius  Q sit  q , et  |3  rectarum 
imitas  sit,  tale  mensum  ipsius  3 sit  , quam  Q ipsius  q est. 
2-do  Nec  in  calculum  alia  unitas,  praeter  +^<3  ulla  admitta- 
tur ; quasi  omnes  quantitates  praeter  0 et  rectam  excluderen- 
tur. 

Quo  pacto  factum  unicum,  quotusque  f praeterO  :0) 
uniens  erit,  imo  quantitates  abstractae,  de  quibus  (T.  !. 

p.  37  39  40  97  et  T.  II.  p.  336  et  337  ) pro  fun- 

damento agere  necesse  fuit , in  rectas  mutantur. 

Patet  etiarn  : quod  si  prodierit  exgr.  Q (taaquam  recta 
ejus  vices  gereus)  sit  Q ipsum  —2*7. 
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recensio  ter  auctorem  ipsum  facta. 

naratii  versus  inverti  posse  videtur,  nempe  Ubipau- 

W vluribus  offendar  maculis:  at  quum  has  huc- 
ea  /lunhi  auctor  ostenderit  , jus  obtrectandi  quoque 
usque  not  coinnetit  , in  posterum  cuique  manens,  qui 

novas  detexerit.  Itaque  etsi  , sententia  mere  dictatoria  re- 
T ,1,1,,»  ailiores  utcunque  despexerint;  conscamens 
probantes  , im  i um  evidentiam  desiderantium  v.m 

recti  , non  nit  J servare  studens,  haud  probrose 

“Ttr  imo  quacunque  macula  quam  detergere  licebit  , 
Tot  luce’ gaudeaU  recensens  novas  monstraturus  facere  non 

potest , qui"  tam  di’u  versaverit , quid  valeant  humeri  , 

, 1 a rtrldem  valuissent,  demum  ferre  recusarint. 

‘ °neC2-rfo  Cur  unicam  vitam  brevem  fere  per  omnem  rnusa- 

1,1,11  sM^fuerif  otium^  langvens  jam  variisque  ta- 

men distractus  , adversis  omnibus  , quae  tale  opus  deside- 
at, ita  ediderit:  ut  saepe  quasi  per  raptus  non  amnis 

con  tantis  naves  ferentis  , sed  riv.  , nunc  fele,  viridem  prae- 
bentis fundum  mox  de  coelo  exundantis  instar  , latus  esse 

Multa  , donec  virens  vitae  arbor  resonat,  spes  musanim 
floret : sed  fructus  aut  nullos  relinquit  , aut  boreas  c»rpit  im- 
naturos,  ni  terra  coelumque  faverint,  desinenteque  phi 
“ oliva  cava  vigilet  ales  Palladi  sacra.  Cum  vero  silvae  calvae 
mutaeque  frigorum  crystallis  efflorescunt , atque  album 
desertis  sopitae  naturae  tegmen  agitantes  venti  planctum 
.incipiunt : non  aliud  restat  , quam  brevi  post  tinnitum  ce 
dere  scena  , campanisque  comitantibus  domum  red  . 

Denique  tamen  eo  quaestio  redit : num  ita  etiam  uti 
est  , edidisse  , aut  prorsus  omisisse  praestiterit  . Recens  a 
(ni  fallatur)  rem  approbat  : sed  forma  haud  contentus  , po- 
stulat,  ut  idem  (praesertim  in  T.  I.)  per  capita 
cem,  truncum,  coronamque,  pag  I.  T.  I subdivisionibus  et.am 
clare)  distinctum,  eaquede  quibus  postea  agendum  est  , locis 
reservando  propriis,  correctius  prodeat;  quod  jam  utcunq 
edito  lioc,  ingenium  conveniens  otioque  gaudens  facilius  pia  - 
stare  poterit  ; multa,  rigorem  claritatemque  sectans,  ex 

liis  quoque  amplexurus,  etsi  insvetoium  signoium,  ti  Io  . 

in  expl.  sign.  auctor  ipse  monet,  non  omnia  retinuerit, 

j Errores  animadversi  sunt  sequentes . 

P.  448  linea  12  a calce  post  sphaera  omissum  est  duplex . 
P.  449.  §.  6.  linea  6.  pro  puncti  spatii  lege  puncti  spatiolis. 
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P.  457  linea  4 in  definitione  anguli  generali  post  el  simul 
omissum  est  non  in  illo  plano  sitae 
Puncta  latinis  non  germanicis  literis  sunt  inconsequenter 
in  aliquot  locis  denotatae  exgr.  pag.  45.  448  - - - 
Summum  vero  est,  quod  error  in  erratis  ipsis  quoque  sit. 
Pag.  LX1  linea  11  a calce  pro  /3  znx  lege  f> \x X 
P.  LXV1IT.  3 -tio  plane  in  Scholio  obscurum  fit  (p  188  J 
traditum  : nempe  linea  4 post  utvis  crescente  omis- 

sum est  descrescenteve . Notandum  autem  est. 

\-mo  quod  hoc  pacto  , utvis  mutato  integro  n , eate- 
nus  mutatum  nz  fractum  fieri  possit  ; atque  tum  per  mtumX 
ut  in  seriebus  mtus  terminus  intelligendus  esset:  exgr.  si  ni  fiat 
7 : 3 significaret  mtuin  x septimum  ( y : 3 n). 

2 -do.  Sed  clarius  simpliciusqne  est,  variabilem  abso- 
lutam x recta  exprimendo,  per  x in(rQr  id  est  ( A)x — (A)(x — x) 
intelligere  quamvis  abscissam  , quae  a 0 incipiendo  in  certi 
ipsius  y parte  C (aut  continua  aut  e certis  aliquot  continuis 
constante)  terminatur ; per  x autem  intelligere  ipsum  y peV 
integrum  n divisum  ; si  vero  variabilis  alia  z quoque  in 
expressione  dicta  adsit  , certa  positionis  simultaneae  condic- 
tione ab  absoluta  dependens  , per  z ibidem  intelligatur  va- 
lor  variabilis  hujus  cum  dicto  X siinultanettm,  idest  quo  ad  fi- 
nem illius  x gaudet  ; et  si  valor  variabilis  ejusdem  ipsi  x X 

repondens  z'  dicatur,  per  Z in  tali  expressione  intelligatur 
z— z1 , quod  manifesto  incrementum  variabilis  dependentis 
dictae  est , dum  absoluta  ex  x — X addito  incremento  X,  fit  x 
Sintque  talia  ( u)x  et  (?/))' ab  n dependentia,  ut  pro 
quovis  n et  m ( p.  184.  .)  sit  (u)m^  ~(  — ( U)(m — l)x 

/ ll  j v 

Si  jam  pro  quovis  dicto  x demonstretur  quod  sit  1, 

adeo  que  pro  quovis  utvis  magno  /V  detur  tale  n (finitum,  om- 

( a)x 

nino  ) ut  ( u)x — (a)x  sit  jy—;  et  a(*  cujus  vis  abscissae  inC 

terminatae  finem  erecta  ordinata,  exprimatur  n minimum  il- 
li x satisfaciens;  erit  haec  finita  ex  omni  puncto  ipsius  C. 

Quo  pacto  accipi  recta  potest , quamvis  ordinatarum 
superans  , adeoque  n quovis  dictorum  majus. 

Ex  si  tam  y— -j3— >6T  quam  summarum  A et  U partes 

eidem  appertinentes  ^—^0  , .dum  n 00;  fp.LXVII) 

dicta  facile  applicantur. 

Potestque  diffierentiale  dici  (u)x  ipsum  sensu  hoc,  tali 
forma  gaudens  , aut  ad  talem  ( per  80.;)  reductum,  ut  in  quo- 
vi»  ejus  termino  litera  punctata  sola  , et  in  prima  potentia 
sit : nempe  per  id  priora  inteUigautur. 


INTRODUCTIO. 


Duae  sunt  indelebiles  divinae  effigiei  lineae,  Ve- 
r Has  et  amor  ; lumen  calorqtie,  stamina  radii  so- 
lis aeterni  in  argilla  mortali  micantis,  cuius  nitor 
per  nubes  infiniti  transmissus,  in  mundo  tam  ex- 
terno, quam  interno  pulchritudinem  Originalis  i- 
psius  absolutam  indicat;  relative  pulchrum  dicimus, 
quod  illius  sensum  in  nobis  excitat,  nubila  sancta 
revellens  , ut  lux  verna  coelipetes  alas  motitet,  via 
in  beatam  patriam  in  infinito  aperta:  necessario  im- 
pellimur 

1- o  Ad  instar  supremi  stupendum  omne  penetran- 
tis oculi  , sine  fine  ullo  eo  niti,  ut  in  quantum  fi- 
eri potest,  totum  quo  penitius  perspiciamus. 

2- o  Ad  instar  supremi  infinitum  orbem  amplec- 
tentis  Patris,  expansis  erga  omnia  entia  sentientia, 
aut  intelligentia  , ubivis  in  tempore  et  spatio  fue- 
rint, eniti  , ut  amore  reciproco  uniantur  omnia, 
disharmonia  ad  concentum  beatitudinis  quam  ma- 
ximae (tam  quoad  intensionem  quam  quoad  exten- 
sionem) omnium,  et  singulorum  perducenda.  — 

I.  VERITAS. 

Veritates  dividi  possunt,  in  t aeternas  id  est  de 
iis  sonantes  , quae  in  omni  tempore  sunt,  et  tem- 
poraneas, nempe  de  iis  tractantes,  quae  in  certis 
tantum  temporibus  sunt , (adeoque  in  praesenti 
praeterito  aut  futuro).  Praeteritum  referre  Histo- 
riae est\  evolutionem  omnis  generis,  mundi  exter- 
ni internique  explicando  , ut  intelligatur  , cur  prae- 
sens ita  sit;  superiorum  intellectuum  esset  proble- 
ma resolvere  , (cum  praesens  filia  praeteriti , ma- 
terque  futuri  sit,  et  illud  in  effectu  , hoc  iu  caus- 
sa ad  praesens  reducatur)  , c dato  praesente  futu- 
rum et  partim  praeteritum  reperire.  — 

l-o  Repraesento  , cogito  , ratiocinor  : quae  sint 
formae  activitatis  hujus  ? et  an  respondeat  ei  ali- 


quid  extra  repraesentationem  ? dependeatquc  isicii  | 
ah  eo?  porro  quae  loca  ultima  * in  quae  reprae-j  I 
sentationes  una  post  aliam,  ct  repraesentata , unum  I 
extra  aliud,  (nempe  mundus  externus)  ponuntur?! 
quaerit  Philosophia. 

In  uitimariorum  horum  locorum,  temporis  ni- 
inirtun  spatiique,  uti  in  intuitu  per  abstractionem 
remanent  , naturam  inquirit  Mathesis  pura , quae 
fiet  applicata . 

Utrumque  e nexu  repraesentationum  segregatur  , 
ut  cogitationis  objectum  esse  queat:  nec  quasi  per 
eas  positorum  iisque  connatorum,  realitas  lieic  prae-j  | 
ter  intuitum  asseritur  , negaturve, 

Ratiocinari  dicimur  dum  e propositione  , vel 
propositionibus  J , B quaerimus  novam. 

Propositio  dicitur  quod  ad  formam  hanc  redu~j 
ci  potest;  A est  ( B vel  cum  B).  Dicitur  A subje- 
ctum . B praedicatum.  Conversa  eius  dicitur  haec: 

B est  (4  vel  cum  A).  Si  B denotet  non  C\  tum! 
ex  A est  cum  J?  , fit  A est  cum  non  C. 

Propositio  e simplicibus  componi,  at  Oomposita, 
quoque  ad  formam  dictam  reduci  potest.  Tam  41 
quam  B potest  esse  compositum  , et  quidem  pluri- 
bus modis:  collective  , disjunctive,  condicionale, 
aut  certo  modo  determinative.  i $ 

Aliquid  aliqua , vel  omne  opponitur  nullo,  omni  ] 
vero  non  omne  ; et  non  omne  est  aut  nullum , aut  , 
aliquid  , vel  aliqua  exclusive.  Etiam  ipsum  A ali- 
quid ex  A est.  Subjectum  A potest  denotare  ali-  j 
quod,  aliqua,  vel  omne,  vel  non  omne,  etiam  nui-  , 
lum  certorum  a , b - — Si  A denotet  non  omne  di-  0 
ctorum,  et  B denotet  non  C,  ex  A est  cum  B fiet  r 
non  omne  ipsorum  a b - - - est  cum  non  C . NulJmn 
A est  cum  B potest  exprimi  per  omne  A est  curti  0 
non  B.  Potest  sive  subjectum  sive  praedicatum  im|(  Cl 
utrumque  disjunctivum,  imo  etiam  propositio  cssfli  ^ 
ex  gr  A est  aut  cum  B , aut  cum  C ; ita  aut  A p 
aut  B est  cum  C , ita  A est  cum  B,  est,  cum,  C esi  j 
cum  ii:  id  est  si  A est  cum  B , tunc  C est  eum  1P  p 
Variae  adhuc  multiplices  con  positiones  fieri  pat4  j, 
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Definire  est  nomen  dare  conceptui  cuidam,  aut 
! I*ei  cujusdam  qualitatem  ei  soli  propriam  exponere. 

Definitio  exacta  est  si  sit  quam  simplicissima, 
i nec  contineat  talia  A et  B ut  per  A ponatur  B. 

Interim  , conceptus  qualesvis  constructos , abs- 
que eo,  ut  realitas  eorum  constet,  aut  asseratur, 
imo  etiam  si  impossibilis  sit , quovis  signo  aut  ver- 
bo denotare  I^cet;  at  signa  aequalia  denotent  sem- 
per  aequalia,  nisi  aliud  monitum  fuerit;  inaequa- 
i lia  signa  vero,  ideo  tantum  quod  inaequalia  sunt, 
non  debent  inaequalia  denotare.  — 

Axioma  est  talis  propositio,  quam  ita  esse  quae- 
vis mens  sana  humana,  sine  ulla  ratione  alia,  na- 
tura sua  intuetur. 

Demonstrare  aliquid  B , est  ostendere  illud  per 

II  A,  nempe  complexum  axiomatum  et  definitionum, 
e necessario  poni  , adeoque  A esse  cum  B . 

Propositio  demonstrabilis  Theorema  audit. 

III  Scientia  vel  potius  Systema  scientiae  est  com- 
plexus ordine  perspicuo  coordinatus  definitionum 

11  exaciarum  , a simplicissimis  conceptibus  incipiendo, 

I et  ex  constructis  ad  novos  magis  compositos  pro- 
n grediendo  (donec  ii  prodeant,  qui  dumtaxat  omne 
id  quod  eo  pertinet  complectuntur)  i et  axiomatum 
I simplicissimorum  , quorum  nullum  sit  , quod  e re- 
M liquis  deduci  queat,  atque  propositionum  ex  iis  de- 
monstratarum. Nec  omnia  definiri  queunt, 

I nec  omnia  demonstrari  regrediendo  in  infinitum  (ve- 
| luti  spatii  fundus  attingi  nequit).  — Sunt  quorum 
nulla  ratio  ulterior  videtur,  et  sunt  quae  definire 
i ulterius  verba  clariora  non  habemus;  quae  collige- 
re  operae  pretium  esset. 

I'11  2-o  E Joco  mundi  externi  , ad  ipsum  stupendum 

M ! omne  redeo,  structuram  mechanismumque  perspi- 
ii"  cere  studens  immensi  horologii  cuius  catena  ex  afi- 
css  nulis  innumerabilium  viarum  lactearum  fluit , nec 
it  pondus  fundum  ullum  petit,  ac  tabula  horaria  so- 
£ lis  lunaeque  orbitis,  et  mille  alifs  lucidis  circulis 
) picta  est. — Opus  summi  mechanici,  unicum  mobi- 
at  I Ic  perpetuum. 
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Templum  magnificentissimum  , columnis  vario- 
rum ordinum  ornamentis  variis  insignitorum  , de 
cuius  fornice  ardent  myri  artes  solium  lucernae, 
sphaeris  in  laudem  numinis  invisibilis  concinnenti- 
bus.  Opus  summi  architecti. 

Liber  cujus  totus  mundus  aspectabilis  non  nisi 
compactio  externa  est,  et  admiranda  illa  siderum 
agne  scripta  hieroglypha  titulus  operis  Authoris 
summi  est. 

Mechanismum  horologii  intelligere,  templi  deli* 
niationem,  columnas,  lapides,  caemcntaque,  jungen- 
tia reperire , literasque  ultimas  cognoscere  et  cla- 
ve scripturae  arcanae  reperta  sententias  , totumque 
legere  desideramus.  Opus  per  omnem  aeternitatem 
continuandum. 

Hoc  quaerit  Physica  (Externa  sensu  lato)  et  qui- 
dem cum  applicatione  matheseos.  Mathesi  extrui- 
tur  scala  Jacobi  , qua  in  coelos  scandimus  , unde 
igneis  alis  ultra  omnes  vias  lacteas  , oceanum** 
que  solium  ardentem  tollimur  in  sacro  sanctam 
noctem  penetraturi  , ubi  Pater  summus  brachiis  in- 
finitis totum  orbem  amplectitur , et  quo  immani- 
bus per  vastum  jactatos  procellis  , redeuntes  exci- 
pit liberos. 

II.  AMOR. 
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1- o  E mundo  externo  ingredimur  in  internum 
externo  respondentem  , naturam  ejus  scrutaturi- 
Psychologia  pura  ,seu  Physica  interna  in  anima- 
rum naturam  inquirit.  Porro  eum  facultas  volen- 
di ad  naturam  animarum  pertineat  , leges  , volun» 
tati  ab  aeterno  praescriptas  docet  scientia  moralis 
pura 

2- o  In  unione  mundi  utriusque,  in  naturam  ani- 


marum , uti  in  concreto  sunt,  quaerit  Psychologia 


empirica ; nempe  infinitae  totius  divitiae  in  diver- 


sitatis unitate,  et  unitatis  diversitate  consistunt: 


stupendum  omne  unum  est,  in  unione  duorum  sy- 


stematum (Spirituum  et  corporum)  vivum  , mun- 
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os-  ixtcrm.s  interni,  expressio  et  quasi  facies  est,  ^ 
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legibusqus  similibus  utrum  quo  tenetur,  sibi  invi- 
cem respondentibus  ; ita  animae  omnes  se  invicem 
attrahentes  attrahuntur  a Deo  tamquam  centro 
amoris  universalis;  et  dantur  aliae  vires  quoque  , 
uti  in  mundo  externo,  quae  planetas  in  suos  soles 
decidere  haud  sinentes  in  orbitis  agunt;  si  nulla 
vis  alia  esset  praeter  attractionem  , totum  perpe- 
tuae quietis  tumulo  , quasi  immensum  cadaver  ja- 
ceret.— Huc  pertinet  etiam  , in  notam  regulasquo 
inquirere  eorum  , quae  nobis  in  dicta  unione  (sen- 
su superius  dicto)  pulchra  sunt.  Objectum  Aesthe - 
ticae , Quidnam  sit  in  ista  mundi  utriusque  unio- 
ne agendum  ut  omnes  orbitis  se  mutuo  haud  offen- 
dentibus , celerrime  curramus  ad  finem  amoris  u- 
niversalis  supra  dictum  consequendum  : docet  sci- 
entia moralis  applicata;  quo  etiam  jura  omnis 
generis  pertinent.  Officium  est  (subjective)  neces- 
sitas illa  dulcis  , qua  quilibet  undevis  ad  finem 
dictum  ducitur,  itque  dummodo  via  collustrata  sit, 
et  affectuum  terrestrium  vincula  coelestem  infan- 
tem haud  detineant.  Officium  (objective)  est  via 
ipsa.  Officia  omnium  omnia  consentiunt , ut  veri- 
tates omnes  : et  quatenus  cujusvis  officium  est  ali- 
um in  suo  faciendo  haud  impedire  , dicitur/ws  hu- 
ius  • quod  (uti  offieium)  pro  diversa  determinatio- 
ne vario  nomine  insignitur.  Vita  juxta  normam 
praescriptam  acta,  reddit  imaginem  Dei  visibilem, 
]uae  de  originali  ejus  testificatur,  et  pallidum  tem- 
poris occidentem  aeternitatis  aurora  collustrat.  Vir- 
lutis  exercitium  est  lumen  solare  , quo  coelestes  fi- 
lei  flores  aperiuntur , gemmis  de  humi  defixis 
cultibus  lectis  nitentes. 

Innatum  Dei,  moralitatis  , immortalitatisque  sen- 
ium  excitat  , dulcique  et  ineffabili  quadam  volu- 
ntate perfundit,  e puro  matheseos  fonte  hausta  ve- 
itas,  atque  ejus  ope  penitior  naturae  externae  in- 
ernaeque  cognitio  : adeo  ut  veritas  prodeat  in  mun- 
ium vivens , nascaturque  virtus.  — 

Majestas  vultus  numinis  ubique  praesentis  , nus- 
eitlbiam  visibilis  , sed  per  quod  videntur  omnia,  ra- 
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diat  e coelis  ct  terris  , atque  dum  e radiis  ad 
lcm  , unde  prodeunt  , vx  imaginibus  in  inundo  ex- 
pressis ad  originale  elevamur,  inter  furentes  or- 
bis procellas  , tranquillitas  divina  descendit  in  pe- 
ctora mortalia,  et  fluctibus  compositis  abyssus  con- 
solantia refert  sidera  ; jactatiquc  diu  demum  fes- 
sique  ad  oras  Imius  mundi,  clausis  in  infinito  Pa-J 
tris  omnium  sinu  oculis,  conquiescimus. — 

Summum  itaque  claudit  fastigium  Theologia  \ 
quae  inundo  tamquam  in  deserto  erranti  orphano 
Patrem  ostendit,  viamque  per  vicissitudines  iti- 
neris quasvis  ad  eum  ducentem  face  Sacrae  Serii 
pturae  collustrat,  atque  detracta  atroci  mortis  per- 
sona , angelum  demissum  revelat  , qui  fracto  cor- 
tice externo  coelestem  volucrem  tollat.  Neque  e- 
venit  quidquam  in  terris  sublimius,  quam  dum  idea 
Dei  in  homine  interno  evolvitur,  atque  in  finito 
quasi  infinitum  apparet,  primus  novi  angeli  pul- 
sus; polis  quasi  inversis,  mutantur  omnia,  finis  an- 
norum omnium  , fit  novi  initium  ; et  senis  ter* 
ram  petens  corpus  fiunt  exuviae  cadentes  embrio- 
nis  ad  lucem  evolaturi,  amaritudo  maturescentia, 
vulnera,  ostia  ad  coelum  aperta,  dolores  fluxi  par- 
tus gaudiorum  permanentium,  et  crux  tetra  fit  lux 
mundi , quo  +*  tollitur. 

PRAEVIE  NOTANDA 


§ A).  Axiomata,  et  inde  praevie  deducenda,  ne  in 
casibus  iteranda  sint,  formulis  generalibus  exhibi- 
ta (intuitu  spatii  specialiori  sua  loco  reservato). 
Mens  de  quovis  casu,  ut  de  flumine  quaerens,  unde 
veniat,  de  caussa  ad  caussam  ascendens,  subsistit 
ubi  ulterius  progredi  nequit,  et  si  ibi  veritates  re- 
perit  tales  , quas  sine  ulteriori  caussa  ita  esse  in- 
tuetur, conquiescit;  atque  veritates  ejusmodi  in 
easibus  repertas  formulis  generalibus  exponit;  par- 
tim  ob  brevitatem,  partim  ut  clare  perspiciatur  , 
quaenam  sint , quae  per  se  asseruntur  sine  demon- 
stratione ; et  quod  sit  systematis  totius  fuudaipeu- 
lum. 


ai(j 
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I.  Tempus  est  quantitas  continua  ; sed  non  nisi 
expers  ex  eo  adest  , et  seniper  aliud  atque  aliud 
est;  atque  per  quodvis  tale,  in  praeteritum  et  fu- 
turum undevis  er  utrinque  absolute  aequaliter  di- 
scerpitur (absiralieado  a directione  praeteriti  et 
futuri). 

II.  Tempus  quodvis  finitum  quod  non  fuit,  ad- 
veniet; omne  nunquam.  Saepissime  est,quod  aliquid 
de  quovis  dici  potest  , de  omni  non 

III.  Id  quod  est,  sub  parte  p temporis  experte  , 
aut  cum  ita  aut  cum  non  ipsius  B (id  est  aut  cum 
B , aut  cum  non  B)  est. 

IV.  Si  per  A et  B poneretur  ita  et  non  ipsius 

C sub  p , atque  A est  : tunc  B non  est , et  si  A 
non  est  tunc  B est.  IIoc  est  fundamentum  demon* 
strationis  apogogicae;  et  concluditur  modo  sequen* 
te  : l-o,  si  B sit  propositio  formae  'sequentis,  a 

non  est  cum  #,  et  A est , tunc  B non  est ; nempe  non 
est  id,  quod  a non  est  eum  x ; sed  aliquod  ades- 
se debet  (III)  , nempe  aut  a est  cum  x , aut  a non 
est  cum  x , posterius  non  est,  adeoque  alterum 
nempe  id  quod'  a est  cum  x , est.  Hinc  etiam  ubi 

ar  prodibit  , non  esse  id  , quod  Q non  est  cum  Z, 
|(1]  absque  iteratione  dictorum  poterit  concludi;  Q es- 
se cum  Z.  2-o,  si  B sit  formae,  a est  cum  x . et  A 
\est  ; tunc  B non  est  id  significat  , quod  non  est 
id  , quod  a est  cum  x ; id  est  non  est  a cum  x. 
uii  jltaque  sicubi' constiterit  esse  et  non  esse  ipsius  C 
ibi  per  B et  A (veritatem  , aut  veritates  perpetuo  vel 
,to)  per  hypothesin  stabilitas) , simul  posita  , simul  po- 
ndi  ni  ; modum  relatum  toties  quoties  iterare  superva- 
isti  tcuum  erit. 

re  V.  Quidvis  est  id  quod  est,  et  sibi  perfecte  ae- 
iit  quale  est.  Si  autem  A , et  B absolute  aequalia  sint; 
ii  (atque  afficiantur  operationibus  D et  E absolute 
par  aequalibus;  cuilibet  resultato  ipsius  A cum  D,  ad- 
itttf  est  inter  resultata  ipsius  B cum  2£,  resultatum 
idoi  aequale. 

ipe|  Si  operatio  sit  tinici  resultati  , id  est  talis  sit, 
ut  resultatum  ipsius  A sit  nonnisi  ct  resulta- 
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tum  ipsius  B sit  nonnisi  b ; tum  a est  aequale  6* 
Nam  datur  resultatum  ipsius  B ipsi  a aequale;  sit 
hoc  C;  hoc  C erit  aut  b , aut  non  b (III);  si  C 
non  b esset,  per  id,  quod  C est  praeter  b , et  id 
quod  praeter  b aliud  non  est,  poneretur  esse , et 
non  esse  resultati  alius  praeter  b . Si  operatio-  'i 

nis  indoles  talis  sit,  ut  alia  quoque  resultata  den- 
tur; tum  id  tantum  dicitur,  quod  cuivis  resultato 
ipsius  A datur  aequale  inter  resultata  ipsius  B.  Si 
A et  B aequali  operatione  resultati  unici  affecta, 
producant  a , et  b aequalia  ; tum  etiam  A , et  B 
aequalia  sunt  ; si  ex  a et  b quoque  aequali  o- 
perationO  resultati  unici  prodeant  A et  B . Si 

A sit  aequale  ipsi  B ; potest  B ipsi  A substitui; 
eatenus,  quod  quavis  operatione  afficiatur  A , ea- 4 
dem  affectum  B , resultatum  priori  aequale  dabit.  | 
Ita  si  A sit  aequale  B , et  B sit  aequale  (7;  po-i 
test  C ipsi  B substitui , ut  prodeat  A aequale  C . 
Nam  sit  operatio  comparationis  ; comparationis  Bm 
eum  A resultatum  est  indiscernibilitas  , et  resulta-* 


tum  comparationis  C cum  A , etiam  indiscernibili- 


tati  aequale  est. 

§ B.)  Denotet  " heic  a cum  aliquo  tali  esse  quod? 

ipsi  x aequale  est;  vtro  denotet  a esse  cui 

aliquo  tali  quod  ipsi  x aequale  est , et  simul  cui 
tali , quod  ipsi  y aequale  est , ct  non  esse  cum  ta- 
li 5 quod  aequale  ipsi  z est,  id  est  esse  cum  noi 
Interim  hae  denominationes  brevitatis  et  cla- 


s. 


ritatis  ergo  heic  assumtae,  non  nisi  hic  valeant!]  „ 


Sit  jam  schema  sequens 
A * B ---  P 


, - , Q ---  U , W-.-  I 

x—y — * x — y — z x\y—z  xfy—z  x\y\z  xfyfz 
l£a  sub  quorum  quolibet  litera , aut  literae  eae- 
dem sunt,  (quavis  eadem  litera  signo  eodem  j*  vel— 
insignita)  dicuntur  eatenus  generis  ejusdem;  ex  gr 

sub  quovis  adest  .r,  itaque  A,  B P,  Q - - - UJL 

W ---  sunt  generis  eiusdem  quoad  x ; dicatur  6 
hoc  genuS,  id  est  nomen  commune  eorum  sit  G\  et 


dum  dicitur  G esse  cum  x,  intelligatur  (uti  ejui 
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origo  ostendit),  A esse  , B esse  eum  x;  nempe 
si  in  propositione  G est  cum  x , substituatur  ipsi 
G quodvis  eorum,  quorum  nomen  commune  G in- 
jde  exortum  est;propositionem  veram  manere.  Quan- 
do dicitur  quod  D sit  G (denotante  G genus),  non 
aliud  significat  quam  quod  D sit  aliquod  ipsorum 
A\  B j P,  Q £7,  W , id  est  eorum  quo- 

rum nomen  commune  datum  G est.  Aliud  est  dum 

dicitur,  A.  est  ipsum  B.  Ita  sunt  P,  $t--£7, 

generis  ejusdem  quoad  x\y  , quod  dicatut  g,  et  U 
ac  TV  sunt  quoad  generis  ejusdem,  quod,  di- 

catur gf.  Dicitur  genus  gf  species  quoad  z generis  g. 
et  g dicitur  species  quoad  y generis  G;  quod  ul- 
terius continuari  posse  patet.  Patet  etiam  alio  re- 
spectu subdivisionem  aliam  esse  ; ex  gr  A,  B 

P,  quoad  — z aliam  speciem  ipsius  G prae- 
bet, cujus  item  A,  B una  species  quoad — y, 

et  P,  Q £7,  W - - -,  quoad  y alia  species  est. 

Exemplo  sit  sequeris*,  denotet  x qualitatem  quadri- 
lateri  rectilinei  , y qualitatem  quod  dentur  2 late- 
ra || la  (non  excludendo  plura),  z quod  praeterea 
quod  dentur  2 latera  ||/af  , adhuc  dantur  2 latera 
|| la\  v quod  anguli  sint  aequales  , u quod  latera 
sint  aequalia* 


;ir  , 


quadrilater 

O) 


Trapezium 

(*T y—z) 


Parallegrog  ramum 

(xfyfz) 


Trapezoidee 

(x—y) 


Parali . aequi  angulum 
(xfyiziv) 


Parali . non  aequianguL 

v) 

aequilat . non  aequiUU . 

Rhombus  Rhomboides 


aequilat  non  aequilater . 

Quadratum  Rectang.  oblong 
ae  [x\y\z\v\u)  (xfyfzfv — u ) {x\y\z — vj- u)  (xf y\z — v — u ) 

Literae  aequales  lieic  cum  signis  aequalibus  ge- 
nera speciesque  ostendunt.  Patet  vero  tam  in 
hoc  exemplo,  quam  in  priore,  generis  tantum  ali- 
qua gaudere  literis  speciei  ; imo  in  exemplo  po- 
steriore e genere  quoad  ,x  non  nisi  quadratum  cs- 

U 


( 10  j 


se  Hinc  si  gemis 'heic  quoad  x dica* 

tur  g\  in  propositione  quod  g sit  cum  x,  ipsi  g 
quodvis  allatorum  substitui  potest  ; sed  ut  verum 
sit,  g esse  cum  x et  y , aliqua  tantum  eorum  quo- 
rum g nomen  commune  est,  substitui  possunt;  et 
ut  verum  sit  g esse  cum  u)  s JPsi  S ali" 

quod  g nempe  quadratum  tantum  substitui  debet. 
Si  vero  w denotet  qualitatem  eam  ut  5 laterum  sit; 
lum  x excludens  5 -tum  latus  non  est  cum  «#,adeoqu6 
est  cum  - — w;  atque  ut  dici  possit,  g est  cum  w , sub- 
ditui ipsi  g debet  nullum  g ; quod  significat,  quod 
non  sit  inter  ea  quorum  g nomen  commune  est,  ta- 
le quod  sit  cum  u\ 

§ CJ.  Si  q sit  aliquod  ipsorum  et  q 

non  sit  ipsum  J,  tum  q est  aliquod  ipsorum  ii, C-  - 
si  q nec  ipsum  B sit,  tum  est  aliquod  ipsorum  C-*--, 
et  si  ad  ultimum  deveniatur,  tum  q plane  illud  est. 
Nam  si  q non  est  inter  B;C  - - - et  q non  est  ipsum 
J;  tum  q non  est  inter  A.P^C , adeoque  petes- 
set inter  et  non  esset;  itaque  per  id 

quod  q inter  A^B,C est , et  non  est  inter  !?,£•- - 

ponitnr  esse  et  non  esse  eiusdem  simul  ; unde  pa- 
tet  per  IV.  Eodem  progredi  modo  licet  ad  C', 
et  inde  porro,  nempe  si  q non  sit  A,  nec  B:  tmn 

si  q nec  inter  € sit,  non  esset  inter  A,B^C 

et  simul  esset;  ita  porro  progredi  licet,  et  si  ad 
ultimum  perventum  fuerit,  eodem  modo  patet,  y 
illud  ipsum  esse. 

Ita  si  omne  quodvis  sit  inter  J,  B c/,  b 

uJ,br » - atque  q non  sit  inter  A,B-  inter  a^b 

arjt esse  pari  modo  patet;  et  si  nec  intef 

a 'b sit,  esse  inter  a\b} pari  modo  patet. 

§ D).  Sint  jam  qualitates  aut  res  quae- 

cunque, tt  quidem  ita  ut  ex  gr  * sit  nomen  gene* 
iale  tam  ipsius  jy , quam  ipsius—  y,  (quod  deno 
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f et  beic  ucn  y ) * ita  ut 


denotet  si  % an- 


tea denotabat  — y\  et  denotet—  y si  antea  ^y  de* 
notabat;  sta  etiam  reliqua  intelligantur.  Propositio 
vero  A est  cum  i?,  denotetur  beic  brevitatis  caus* 
%Si  (sed  Mc  tantum  valeat  ista  denotatio)  per  A\B\ 
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ta  A — B denotet  hic  A esse  cum  non  B;  et~*A\B 
le notet  non  A esse  cum  B . An  vero  de  omni 
|uovis  A aut  aliquo  y dicatur  quod  sit  cum  B,  de- 
lotatione  ista  determinatum  non  sit.  Quaeritur 
juae  propositiones  sequuntur  ex  una  , quae  e dua- 

, ms  ? y 

l-o  Ex  una  , nempe  ex  A est  A sequitur  A est 
ion  A , non  esse  ; nam  per  haec  poneretur  ita  et 
on  eiusdem , alterutrum  duorum  adesse  debet  (III) 
1 est  A adest,  alterum  itaque  non  est  (IV).  Ita  ex 
i esi  B sequitur  A est  non  B , non  esse;  quod  ita 


bel 
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uoque  exprimi  potest,  A est  non  z , si  z'  denotet 
ion  ZhEx  quodvis  A est  non  JS, sequitur  B est  non  A* 
^am  per  A est  non  /i,  et  B est  A,  poneretur  aliquod 
V esse  cum  B et  non  /i,  et  inde  sequitur  ut  prius;  Ex 
L est  cum  /1,  sequitur  aliquod  B esse  cum  A;  nani 
>er  A est  cum  /i,  et  hoc  B est  cum  non  A,  poneretur 
liquod  B esse  cum  A,  et  non  A , unde  (ut  prius) 
>atet  s Ex  eo  quod  quodvis  A est  cum  aliquo  B 
equitur,  quodvis  non  B esse  cum  aliquo  non  A;  nam 
>er  non  B est  cum  A,  et  A est  cum  B ponitur,  ali - 
\uod  A esse  cum  if,  et  cum  non  B;  itaque  patet 

cum  non  B sequitur,  B est 


est 
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um  non  A;  nam  per  A est  cum  non  /*,  et  B est  cum 
1 poneretur  aliquod \A  esse  cum  B et  non  B,  et 
um*patet  uti  antea.  Ex  co  quod  quodvis  non 
est  cum  aliquo  non  /i,  sequitur,  quodvis  B esse 
u m aliquo  A\  nam  per  non  A est  cum  non  B , et 
3 est  cum  non  A poneretur,  aliquod  ?iqji\A  esse  cum 
3,  et  cum  non  /i,  adeoque  patet  per  IV. 

2-o  Propositiones  , vel  conceptus  A et  fi  aequi- 
valentes  dici  possunt;  si  quodvis  A sit  cu aliquo 
et  quodvis  B sit  cum  aliquo  A • quod  ita  quo- 
pie  prodit , si  demonstretur,  quodvis  A «sse  cum 
n1  \yliquo  B , et  quodvis  non  A esse  cum  aliquo  non 
en0  &,  nam  (per  praec)  tunc  etiam  quodvis  B est  cum 
$liquo  A . Idem  prodit  demonstrando,  quod  non 
d®  jA  est  cum  non  B , et  non  B est  cum  non  A\  nti 
etiam  ex  A est  cum  B , et  B est  cum  A , prodit 
non  A ese  cum  non  B . et  non  B cum  non  A-  Ex 

B 2 


ntel 
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eo  quod  quodvis  A est  cum  aliquo  B , non  sequi- 
lur,  quodvis  B esse  «um  aliquo  A ; nam  (uti  e ty- 
po generis  superiori  patet),  qualitas  aliqua  prae- 
ter speciem  ipsius  A ^ in  aliis  quoque  adesse  potest; 
sed  sequitur  aliquod ''vel  aliqua  B esse  cum  aliquo 
A ; nempe  libi  A cum  B est,  etiam  B cum  A est. 
Kx  non  omne  A est  cum  B , sequitur  aliquod  A, 
esse  cum — B ; nam  non  omne,  est  aut  aliquod,  vel 
aliqua  exclusive,  aut  nulltim;  si  ?iullum  A est  cum 
B , omne  A estjcum — B ; si  aliqua  exclusive  sunt 
cum  j B,  reliqua  sunt  cum  non  B , quia  B aut  — B 
adesse  debet  (III  et  IV) 

3-o  Sint  a^b^c;  et  denotet  hcic  esse  a cum  by 
atque  a — b denotet  esse  a cum  non  b (id  est  sine 
b)  , eademque  denotatio  in  aliis  quoque  t(sed  heic 
tantum)  valeat.  Quaevis  litera  possit  sive  f sive — • 
denotare  : ex  gr)  b possit  — & quoque  denotare 
(signum  — sensu  non  arithmetico  sed  superiore  in- 
telligendo).  Quaeritur,  ex  una  propositione  a\b  et 
alia  adi  uc  tali,  in  qua  una  litera  c est,  altera  ve^ 
* c±r«  Od  est  « vel — a)y  vel  +7  b (id  est  b vel — 6) 
est,  quando  et  quae  conclusio  est  ? Patet  combi- 

nationcs  omnes  esse  sequ.  ^ 

1 czra  ^a\c  c^b  *j?b\c 
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quae,  si  a\b  sensu  statim  dicendo  convertatur  , ia 
2 -a  et  3 -tiay  et  inferior  superiu»  ponatur  in  1-a  et 

Z~tiay  mutabuntur  in  sequ.  c— \a  67~  ^ VftJ  I 

3 1 a\b  afe  b\a  ±?b\c 

ubi  patet  ad  formam  eandem  reducta  eatenus  esse,  1 1 
quod  ubivis  superioris  ultiina  litera^sit  jjrima  inferio-  ( 
xis , quae  est  litera  communis  utriusque;  patet  eti- 
am formam  ultimam  primae  prorsus  convenire;  nam  s 
b potest  per — z exprimi  , et  tum  — b erit  3;  ex  gr)  |i 
sit  a Petrus , b mortalitas , nempe  a\b  denotet  1 
Petrus  est  cum  mortalitate , id  est  Petrus  est  mor-  i 
talis,  z est  immortalitas , et  a — z denotat  Pelrtis 
est  cum  non  immortalitate ; adeoque  ad  formam 
primam  reducetur  ultima  in  illo  casu  quoque,  ubi 
in  hujns  inferiore  signum  — est  , nempe  illam  in 
cujus  superiore  — a est;  itaque  non  nisi  3 priores 
considerandae  veniunt.  L enotet  jam  heic  (sed 
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i tantum  hic)  A\b  quodvis  a esse  cum  b vel  aliquo 
S t',  ita  bfA  denotet  b vel  aliquod  b adesse  cum  quo- 
vis a , quod  idem  cum  priori  significat.  Ita  C\a  de- 
it;  Ijiotct , quodvis  c esse  cum  aliquo  a , et  C — a de- 
«i  notet  quodvis  c esse  cum  7ion  a\  atque  cfa  de» 
it  notet  aliquod , vel  aliquorum  c quodvis  esse  cum 
aliquo  a ; et  eadem  denotatio  alias  literas  'maneat, 
quae  tantum  heic  valeat.  Conclusio  e superiore  et 
n inferiore  infra  lineam  scribetur  , o ubi  nulla  est  ; 
ni  forma  Ima  post  I,  2 -da  post  II,  et  3 -tia  post  III 
1 est;  pro  signis  iisdem  cuiusvis  4 casus  sunt,  uti  pro 
signis  contrariis  ; in  schematibus  rationem  conclu- 
Usionis  exponentibus,  quilibet  casus  pro  signis  iis- 
tie  idem  uno  , pro  contrariis  2 schematibus  exhibebun- 
'k  Itur. 


1 Cfa 
afb 

Cfa 

Afb 

c\a 

Afb 

c\a  i 
a\b 

1 C — a 

1 afb 

C—a 

Afb 

c — a 
Afb 

c — a 
afb 

0 

Cfb 

o 

b — c 

b — c 

« c— 6 

11  b\A 

afc 

bfA 

A\c 

bfa 

A\c 

bfa 

afc 

bfA 

— afc 

bfA 
— Afc 

bfa 
— - Afc 

bfa 
——af  c 

(b  btc 

bfc 

bfc 

o 

*b—° 

*b—c 

*b—c 

III  Cfb 

bfa 

-4-  -4- 

cfb 

bfA 

cfb 

bfa 

C—  b 
bfa 

C-b 

bfA 

c—b 

bfA 

c — b 
bfa 

O 

O 

o 

0 

i a — c C’ — a 

et  A — c 

* G — CL 

I Conclusio  nulla  est,  si  pro  signis  literae  com- 
se  munis  iisdem  aut  nulla  litera  magna  est  , aut  non 

10  (est  prima  in  inferiore,  vel  ultima  in  superiore;  alio- 
ti  quin  seihper  est  aliqua;  cum  stellula  prodit,  si  pro- 
mi signis  literae  communis  contrariis,  Jitera  magna,  aut 
$ nulla  sit,  aut  praeter  primum  locum  inferioris  et 
te  ultimum  superioris  haud  reperiatur,  aut  tantum  in 
oi  «inferiore  et  sola  sit;  combinantur  vero  in  conclu- 
'8i  sione  literae  quae  praeter  communem  sunt,  et  po- 

11  sterioris  signum  — est,  si  litera  communis  signis 
lb  contrariis  sit.  Occurrit  vero  litera  magna  in  con- 
j i ci usione  non  nisi  semel  in  I,  et  semel  in  IV,  at- 
ri que  stat  loco  l-o;  in  III  vero  6-«  est  sola  , ubi  ci- 

it  Uam  postrema  litera  in  magnam  mutata  conversio  t 
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puncto  crescentis  T in  infinitum  , quaeri  potest; 
est  ne  illud  ultimum  vel  non  ? alterutrum  esse  opor- 
tet (Ax  III) ; nec  responsio  non  sub  quovis  puncto 
temporis  es$e  potest ; nam  si  tempus  ultra  t cre- 
scat, et  non  sit  responsio  tum  quoque,  sub  t quo- 
que esset  A (contra  hyp).  Itaque  est  aliquod  tem- 
poris punctum  de  quo  dici  nequit,  quod  non  ulti- 
mum sit ; (p  12.  n 2)  adeoque  cum  illud  aut  ultimum  1 
aut  non  ultimum  esse  debeat  (Ax  III),  et  non  ul-  1 
timum  non  sit , ultimum  est  (Ax  IV).  Si  porro  [ 
quaeratur  ultra  p continuo  porro  in  quovis  pun-  ( 
cto  , est  ne  A vel  non  A ? responsio  ita  esse  ali-  j 
quamdiu  nequit;  alioquin  p ulterius  accipi  debuisset. 

Si  vero  datur  ultimum  tale  punctum  p : tum  in 
p erit  aut  ultimum  A , aut  primum  non  A.  Nam 
aliquod  , aut  A aut  non  A adesse  debet  (Ax  III)  ; 1 
si  A est , ultimum  A est ; nam  post  p sub  certo  ( 
continuo  ex  p incipiente  non  est  A , ante  p vero  f 
ab  initio  ipsius  T semper  est;  si  vero  sub  p , sit  1 
non  A , illud  primum  non  A est ; quia  antea  sem-  s 
per  fuit , postea  vero  sub  certo  tempore  non  est.  1 

§ F)  Si  se  invicem  excipiant  (sive  ter- 

minentur in  aliquo  , sive  non) , et  eorum  quodvis 
K tale  sit,  ut  (post  K sequente  L dicto),  K est 
cum  & sit  cum  L est  cum  x , atque  A sit  cum  x : t 
tum  quodvis  Q,  ipsorum  A,  B ,(?--•  est  cum  x . i 
Nam  a certo  puncto  sit  pars  temporis  continua  t \ 
in  plaga  futura,  et  excipiat  quodvis  i aliud  t in  f 
infinitum  ; ac  cogitetur  A respondere  primo  t , et  o 
quodvis  ipsorum  sequens  sequenti  t ; at-  « 

que  procedatur  ab  A ad  i?,  inde  ad  C Susque  ad  ;i 
illud  t qnod  ipsi  respondet;  illud  t adveniet^  ite 
(Ax  II) ; adeoque  et  de  Q ei  respondente  constat,  r; 
Dicitur  haec  concludendi  methodus  de  n ad  rcjl  ri 
saepissime  usitata.  E dictis  ultro  promanantibus^  Ii 
supersedere  licet. 

1 t 

I 


CONSPECTUS  ARITHMETICAE  GENERALIS,  f 


§ 1).  Aruimus  natura  sua  veritatis  siti  impulsus, 
fines  cognitionis  semper  ulterius  extendere  sata- 
gens; activitate  indesinente,  partim  ex  iis,  quae 
in  repraesentatione  roperit,  quaedam  secernit,  par- 
tim haec  et  quae  adfuerint  vario  modo  componit  ; 
atque  utcunque  coram  posita  comparat:  et  illa, 
quae  digna  esse  retur , nomine  insignit  proprio  , 
jure  suo  originario  utens,  quidvis  signo  quovis  pro 
,*  arbitrio  denotandi;  dummodo  signa  eadem,  eadem 
ubique  significent , nisi  aliud  monitum  fuerit. 

§ 2).  Quidvis  (modo  A nominatum)  intuenti,  ob- 
viam venit  ante  omnia  aliquid  (modo  a dictum)  , 
quod  ab  A complexum  est  (id  est  ex  A.  est) , ab 
eo  tamen  diversum  (id  est  non  idem  ipsum  cum  A); 
dicitur  a pars  ipsius  A et  quidvis  (ulvis  compo- 
situm sit&in  repraesentatione,  excluso  omni  alio) 
dicitur  Totum  si  parte  gaudeat.  Sensu  hoc  etiam 
qualitas  certa  ipsius  A,  ex  gr)  albedo  certi  parie- 
tis, ejus  pars  est,  (albedinem  ipsam  quae  adest 
infeJligendo).  'Si  a pars  etiam  ipsius  B sit,  dici- 
tur commune  ipsis  A et  B.  Per  complexum  ipso- 
rum A,B intelligatur  id,  quod  complectitur  quod- 

jvls  eorum  , practereaque  necquidquam.  Conside- 
ranti partes,  obviam  venit  tale  x 0 ut  a complexu 
omnis  ejus  eX  toto  quod  non  ex  x est , complexum 
.etiam  x sit;  dici  potest  pars  ejusmodi  , indlvelli- 
bilisr.  Potest  tamen  aliquid  de  quovis,  quod  ex 
toto  praeter  x est,  dici,  quod  de  x negatur.  Pio* 
rae  8-vae  finis,  et  9 -ae  initium,  est  pars  tempo- 
ris a hora  7 usque  ad  10  effluentis  , sed  indivel- 
libilis  est;  ita  axis  corporis  quiescentibus  2 pun- 
ctis moti;  at  punctum,  totius  ex  hoc  et  sphaera  ex- 
tra illud  cadente  constantis,  non  talis  pars  est. 
Ilinc  talis  pars  p cuius  ipsius  pars  nulla  , aut  tan- 
tum indivellibilis  est  communis  cum  complexu 
omnis  eius,  quod  ex  toto  praeter  p est;  dicitur  por- 

C 
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tw  Ex  gr)  Linea  e superficie  prominens  , totius 
portio  est  , uti  punctum  antea  dictum  ; at  comple- 
xus lineae  dictae,  ct  lineae  in  superficiem  cadentis, 
totius  e superficie  et  linea  constantis  , pars  sed 
non  portio  , nec  indivellibile  est. 

Complexus  omnis  quod  (ex  gr)  praeter  A est, 
intelligatur  , uti  in  concreto  sisti  potest.  Paucis 
tantum  adhuc  , ne  plura  nugae  difficiles  visa  nau- 
seam fnoveant,  illustrare  fas  sit. 

* Indivellibile  i partis/;,  est  indivellibile  totius 
T.  Nam  si  q sit  complexus  omnis,  quod  eij»  praeter 
i est,  et  Q sit  complexus  omnis  ex  T quod  prae- 
ter i est  : patet  q esse  complexum  a Q , adeoque 
i a q complexum  a Q quoque  complexum  esse. 

* Pars  p partis  indivcllibilis  i , est  indivellibile 
totius  T.  Nam  q sit  complexus  omnis  ex  i\  quod 
praeter  p est  , et  Q sit  complexus  omnis  ex  T quod 
praeter  t est  i tum  (per  deQ  i a Q complexum  est, 
adeoque  etiam  a (Q  et  q). 

* Portio  p portionis  P portio  totius  T est.  Nam 
sit  p f complexus  omnis  ex  P quod  praeter/?  est, 
et  sit  E complexus  omnis  ex  T,  quod  praeter  P est, 
sitque  A id  quod  P cum  11  commune  habet,  et  Q 
sit  complexus  omnis  ex  P quod  praeter  A est,  sit- 
que aid  quod  R ctirm  /?,  et  a*  id  quod  R cum  jo ' com- 
mune habet : patet  in  A adesse  a et  a ',  necquidquam 
praeterea  in  A esse.  Sit  ^ complexus  omnis  ex  p prae- 
ter <7,  et  qr  complexus  omnis  ex/>?  praeter  a}:  patet(<p 
et  q])  -complecti  omne  quod  ex  P praeter  A est,  adeo- 
que et  ipsum  Q.  Est  vero  P portio  ipsius  T (per  hyp), 
adeoque  A est  indivellibile  ipsius  P (per  def);  adeo- 
que a Q complexum  est  omne  quod  ex  A est,  ita- 
que etiam  a ; quod  fieri  nequit,  nisi  a indivellibi- 
le  ipsius  p sit;  nam  si  id  non  sit;  aliquod  6 ex  a 
adesse  debet,  e quo  necquidquam  a q complexum 
est  ; si  vero  a q complexum  non  est,  neque  a (/ 
et  qJ)  complexum  est  ; nam  p 4 adeoque  q*  nonni- 
si indivellibile  ipsius  p eum  q commune  habct(quia 
p portio  ipsius  P esi);  adeoque  esset  aliquid  ex 
\ quod  a (g?  < t adeoque  a Q quoque  comple^ 
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xura  non  esset,  et  P non  esset  portio  ipsius  T (con- 
tra hyp).  Si  p cum  complexu  omnis  ex  T praeter 
p nihil  habeat  commune,  tum  patet  (per  def). 

*Si  P portio  ipsius  T sit,  et  complexus  omnis  ex 
T praeter  P dicatur  p : tum  etiam  p si  in  concre- 
to sistatur  portio  ipsius  T est.  Nam  sit  A commu- 
ne ipsis  P et  p , et  sit  q complexus  omnis  ex  p 
praeter  A,  id  est  omnis  ex  T praeter  P,  (nam  A 
quoque  adest  in  P);  patet  q si  in  concreto  sistatur, 
esse  idem  cum  p,  adeoque  cum  A complexum  a p 
sit,  complexum  etiam  a q e st;  itaque  etiam  p por- 
tio ipsius  T est  (per  def). 

§ 3)  Ex  parte  et  portione  oritur  nihilum  ma- 
thematicum, et  expers  : nempe  abstrahendo  omnem 
partem  , oritur  conceptus  nihili , cuius  signum  est 
©.  Ingens  passus  ab  omni  ad  nihilum  est ; uno  ver- 
1)0  quasi  tollendo  omne,  quod  ad  sublime  verbum 
Fiat,  factum  est.  Quod  nulla  sui  portione  gaudet, 
dicitur  expcrs\  tale  est  (ex  gr)  punctum  spatii,  aut 
jtemporis  supra  dictum,  sub  quo  quidem  nulla  mu- 
tatio fieri  potest,  sed  Ebenus  deruens,  Urbs  flag- 
rans, aut  actus  quidam  heroicus  sub  tali  temporis 
puncto  figuntur  in  tela  perennes. 

§ 4).  Porro  in  partes  inquirendo,  tali  A occur- 
rente, ut  quaevis  portio  A/  sit  eius,  haec  cum 


eo 


B quod  ex  A praeter  Ay  est,  aliquid  commune  ha- 
beat: tale  A nominatur  f continuum:  Ex  gr)  spati- 
um , tempus  , linea  ; superficies  U® 

§ 5).  Mens  porro  disquirens  animadvertit,  varia, 
quae  praeter  A sunt,  ab  eo  discerni  quidem,  sed 
reperiri  aliquid  cum  A,  et  aliquid  cum  B,  quae 
quamvis  A et  B praesentia  considerentur,  discerni 
nequeunt  : et  dieit  A et  B eatenus  aequalia  ; si  a- 
liquid  illud  sit  A ipsum  et  B ipsum  , tum  dicitur 
|A  ide?itice  aequale  ipsi  B , quod  nonnisi  tunc  est, 
si  A ipsum  B sit.  Si  aliquid  illud  sit  A et  B prae- 
ter locum  , id  est  A et  B praesentia  praeter  locum 
discerni  nequeant,  dicitur  aequalitas  absoluta,  sig- 
nificata (ex  gr)  per  A ~ B.  Eatenus  nulla  co- 

chlea sinistra,  dextrae  acnuads  est. 

e 2 
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Si  aliquid  illud  aliud  git,  A\cli\w\  aequalitas  re - 
spectiva , cuius  innumerae  species  dantur.  Globus 
argillaceus  aureo  aequalis  quoad  locum  esse  potest 

S 6).  Sed  ex  aequalitate  absoluta,  et  portioni- 
bus ipsius  P,  vel  etiam  p , nascitur  alia  aequali- 
tas respectiva  , atque  etiam  conceptus  quantitatis ; 
gi  nempe. 

1- o  Tale  A se  obtulerit;  ut  Cum  A sit  tale  q cuius 

aut  nulla  portio  est,  aut  quaevis  et  b tales  sunt, 
ut  a (ipsum  vel  pars  eius)  = b (ipsi  vel  parti  eius): 
dicitur  tuxn  A quantitas  quoad  q ; sed  si  q illud, 
plane  A ipsum  sit  , dicitur  quantitas  absoluta , se- 
cus respectiva . Absolutae  eXempla  sunt  Spatium, 

Tempus,  Punctum  utriusque,  Recta,  Circulus*  Li- 
nea cochlearis,  Planum,  Sphaera,  Cylinder,  etiam 
Linea  c rectis  composita,  ita  ex  arcubus  eiusdem 
radii,  et  id  genus  alia.  Respectivae,  exempla  va- 
ria : Pondus  auri  et  ferri,  si  tantum  pondera,  aut 
volumina  , aut  frustra  metallica  considerentur.  Si 
Linea  quaedam  L non  e rectis  composita,  compa- 
retur cum  alia  tali,  ut  complexus  utriusque  non  sit 
quantitas  absoluta  , semper  recta  certa  intelligetur 
per  L determinata  (vide  infra),  ita  superficies  quae- 
vis ad  planum  reducitur  (ibidem).  imo  et  ipsae 
quantitates  absolutae  ad  certas  respectivas  reducen- 
tur inferius,  ut  simpliciter  tractari  queant.  Prae- 
ter hoc  potest  etiam  portionum  acceptio  certo  mo- 
do determinari  : ex  gr)  homo  et  vermis  quantita- 
tem respectivam  constituunt  (ad  instar  puncti  cum 
puncto)si  conditio  sit  portionem  heminis  aut  ver- 
mis non  considerate  , et  ex  gr)  non  nisi  id  ex  ho- 
mine aut  verme  sumatur,  quod  mortalis,  vel  ter- 
rae alumnus  sit. 

2- o  Si  P constet  e portionibus  A,B  - - - 

. p cx  a^b atque  A == 

a.  Ei  b,  & , ut  quodvis  par  aequalium  item  ali- 


ud excipiat 
cx  gr)  r~ 


donec  nihii  ex  utroque 


B 


P’ 


supersit  ; 
oritur  nova  aequa- 
litas quoad  porti- 

i nes. 


( 21  ) 

Hoc  sensu  quaevis  figura  rectilinea  est  aequalis  Cj£o. 
llf|At  quid  si  P,  et p talia  sint  cx  gr)  circulus  ©t  Q um 
Certum,  ut  A,B  - - - et  a,b  - - - nunquam  terminen- 
tur, sed  omni  dabili  minus  superesse  ex  utroque 
possit;  dari  tale  □ tum  constat,  et  nonnisi  punc- 
tum est,  quod  reperire  numerabilibus  eiusmodi  o- 
perationibus,*  quarum  quaevis  est,  rectam  vel  cir- 
culum ducere,  problema  quadratoris  circuli  est.  Di- 
ci potest  haec  aequalitas  quoad  contentum  prior 
terminata , posterior  interminata  , nec  in  casu  al- 
lato posse  aut  non  posse  terminari  quisquam  de- 
monstravit. Denotari  potest  per  Plf  Vide  in- 
fra quae  aequalitas  per  = denotetur;  et  vide  inferius 
aequalitatem  expressionum  variam  &*. 

§ 7).  Quantitas  cum  Quantitate  parit -homogenei- 
tat  em  , et  majoritatem  minoritatemque  : nempe  si 
quantitates  A,  et  B tales  sint,  ut  complexus  eorum, 
quantitas  sit , dicuntur  A et  B homogenea . Ita  la- 
tus \j}ti  et  diagonalis  homogenea  sunt,  quamvis  con- 
stet numeris  quoad  idem  unum  exprimi  haud  pos- 
se. Si  vero  A— portioni  cuidam  b ipsius  B;  tum 
ur|  A dicitur  minus  ipso  B , et  B majus  ipso  A ; deno- 
jefltaturque  per  A seu  B A.  Denotatio  eadem 
manere  potest,  et  si  A et  B certa  determinatione 
afficiantur  (ut  infra)  adeo  ut  etiam  2 <[ — 5 dicatur. 
At  ultro  fit  quaestio  quidnam  ex  B ultra  b super- 
sit? si  hoc  dicatur  C,  dicitur  B excedere  quantita- 
tem A ipso  C;  Operatio , qua  quaeritur,  quod  su- 
perest  ex  D praeter  rf,  si  d cx  D sit,  et  A X*/ ; 
vocatur  demtio  ipsius  A ex  D 
§ 8).  Mens  semper  simplicitati,  claritatique  stu- 
dens, cum  varia  se  offerant,  cum  quibus  demtio- 
tiis  operatio  haud  ita  perspicua  est,  quam  cum  tem- 
pore, aut  recta;  de  modo  cogitat,  quamvis  quantita- 
em  ad  eiusmodi  formam  reducendi;  et  si  quan- 

itates  A,B ad  tales  A7,B7 reduci  queant,  ut 

Quaevis  A^B1---  tales  sint,  ut  A^A7,  BlB7,  et 
fiquod  ipsorum  A7  et  B7  sit  ~ alteri  ipsi  vel  par- 
t'  ii  eius  ; tum  A,B  - - - ad  formam  temporis  re  du- 
bia esse  dicuntur.  Per  A=  B intelligatur  esse  A7rr.B? 
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Posse  id  fieri,  et  quodvis  nonnisi  ad  unicum  re- 
duci posse  (vide  infra). 

Superficies  quaevis  ad  rectangulum  reducitur,  cu- 
ius altitudo  est  ex  gr)  I hcxapeda , solidum  quod- 
vis ad  parallelepipedum,  cuius  et  altitudo,  et  lati- 
tudo item  I hexapeda  est;  et  demum  omnia  ita  re- 
duci possunt , ut  tempore  vel  recta  exhibeatur  quan- 
titas omnium. 

§ 9).  Arithmetica  est  scientia,  quae  de  quanti- 
tate  , nonnisi  jam  ad  formam  temporis  reducta,  et 
omnium  operationum  resultata  quoque  ad  haue  for- 
mam reducta  esse  spectat.  Pura  est,  cuius  obje- 
ctum tempus  est,  aut  huius  quasi  effinxi  imago  per** 
petuo  manens  recta , postquam  deducta  genera- 
taque  est.  Veritates  hic  repertae  facile  alibi 
applicantur.  Arithmetica  generalis  dicitur  , quae 
in  genere  tractat  de  quantitatibus  absque  eo , ut  de 
hac  vel  illa  speciatim  diceret;  at  mentis  natura  est 
ab  iis  quae  ob  oculos  ponuntur  ad  generaliora  ab- 
stractaque  ascendere.  Primum  Arithmeticae  pu- 
rae objectum  tempus  offert ; ut  haec  quasi  tempo- 
ris, geometria  spatii  scientia  dici  possit  ; quamvis 
in  aeterno  quasi  connubio  una  alteri  opem  ferat  , 
et  arbor  utraque  corradicata,  coronis  in  stbysso  coe- 
lorum confluat. 

§ 10).  Quantitas  iam  cum  qualitate  parit  ita  di- 
cta opposita  , ( positivum ),  et  (id  est  negati- 

rum)^  atque  f et — . 

Nimirum  quantitates  homogeneae  occurrunt  va- 
riis determinationibus  positae : ex  gr)  sit  rectae  uni- 
us in  puncto  p initium,  atque  in  recta  eadem  po- 
natur alia  ita , ut  initium  huius  cum  fine  prioris 
sit  idem:  quaestio  varia  esse  potest;  quantanam 
tota  via  sit  ? aut  quantanam  linea  sit  inter  p , 
et  finem p>osterius  positae  ? atque  nam  a p dextror- 
sum , aut  sinistrorsum  cadat?  patet  resultatum  eate- 
$ius  varium  esse  posse,  magnum  respectu  quaestionis 
prioris,  o respectu  posterioris. 

Hinc  conceptus  sequens  formatur, 

Si  P,  et  N tales  determtnatienes  significent : ut 
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ii  duntaxat  A fuerit  determinatione  P positum  , c( 
E cum  determinatione  N,  tum  sub  certa  conditio* 
ne  C,  in  casu  quodsi  A = B^  resultatum  o sit;  si 
Vero  A y B , et  supersit  «,  maneat  «cum  determi- 
natione P;  si  B)A  ac  supersit  b , maneat  b cum 
determinatione  N : tum  una  ex  gr)  A nominatur 
positiva  y altera  nempe  B negativa , atque  A et  B 
dicuntur  quantitates  oppositae . Positivum  sig- 

no  negativum  signo  ^ denotari  'potest,  quod  pa* 
Itet  non  nisi  determinationes  dictas  P,  et  N deno* 
are. 

Si  .A  = B;  tum  ipsorum  A,  6twB  quodvis  di- 
fitur  oppositum  alterius  , et  per — h denotatur  op- 
jposiuim  eius  quod  per  k denotatur,  sive  ^ sive  )-» 
denotet  k ; signum  f autem  praefixum  valorem  non 
mutat ; fk  — k potest  esse  = 5 = — 5,  et  tum — k 

5 ita  ut  e signo  “j*  vel  — literae  prae- 

posito, imm  valor  vel>-H  sit,  concludi  nequeat.  Ex 
gr)Ponaritur  cogitatione  sive  in  tempore,  sive  in  re- 
;ta  pailes  continuae  una  post  aliam  modo 

; e que  n te  ; nominetur  cuiusvis  una  extremitas  ini- 
::ium  , altera  extremum;  et  illius  qjuae  sola,  vel 
primo  ponitur,  initium  cadat  in  certum  punctum 
cuiusvis  alius  initium  sit  idem  cum  extremo  Il- 
ius quod  plane  antea  positum  est;  sit  porro  cer- 
um  punctui»  intra  quod  terminarentur  omnes  , 
;i  ita  ponerentur , ut  cuiusvis  nonnisi  initium  sit 
:um  eo  quod  antea  positum  est,  commune  ; atque 
iicatur  p'  extremum  eius  quod  modo  prius  dicto 
iltimo  positum  est;  et  si  p a p)  diversum  sit,’"  di- 
catur p initium,  p'  vero  extremum  ipsius pp}\  et  ipso- 
Um  A,B  - - - et  illius  quod  inter  p et  pf  est  quod- 
ris  tale  , cuius  extremum  propius  est  ipsi  q quam 
nitium  , dicatur  determinatione  P positum  ; cuius 
nitium  est  propius,  dicatur  determinatione  N po- 
litum . 

Patet  hoc  pacto  si  conditio  C sit,  pro  resulta- 
to accipere  p p\  prodire  o , si  duntaxat  ^ A , ct 
oosito  , sit  A — B ; ita  >J<  a manere  , si  A y B,  et  a 
supersit;  et  m b manere  ^ si  quantitate  b sitB^A. 
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s iit 


ita 


Potest  etiam  illud  quod  tantum  initium  habet  cum  ,jt0 
antea  posito  commune,  determinationis  eiusdem  di-'^ 
ci  cum  eo,  secus  vero  diversae  (Tab  I.  Fig  1).  ; 

§ 11).  Sed  quaelibet  quantitates  possunt  modo  se- 
quente  ad  definitionem  revocari.  i 

Si  B respectu  A poni  dicatur,  ut  sit  index  dem-  ^ 
tionis  ; significet  operationem  sequentem  : quod  si 
A iam  positum  sit,  et  detur  tale  b ex  B , ut  in  A 
adsit  ei  = nec y tale  b ex  B sit:  tum  dematur  b 
ex  A ; atque  si  bzz.  B,  indici  demtionis  satisfieri 
dicatur*,  si  vero  praeter  b adsit  ^ in  B,  tum  ex 
indice  demtionis  mansisse  b et  si  nullum  b de- 
mi potuit,  B ipsum  mansisse  , cui  satisfactum  non 
est;  et  in  quovis  casuum  dictorum  indici  demtio - 
nis  satisfactum  esse  quoad  fieri  potuit  dicatur. 

Si  jam  determinatio  N qua,  B ponatur  , id  signi- 
ficet , quod  B ponatur  index  demtionis  quoad  quam-  f 
vis  quantitatem  quae  certa  determinatione  P posi- 
ta est  , aut  poneretur  postea  ; et  conditio  C sit,  ut 
si  A iam  positum  est  cum  determinatione  P,  et 
vel  y B,  accipiatur  id  quod  ex  A remansit, 
postquam  indici  demtionis  satisfactum  est ; si  vero 
satisfieri  non  potuit,  accipiatur  id  quod  ex  iudicc 
demtionis  remansit,  postquam  ei  in  quantum  fieri 
potuit  satisfactum  est;  et  semper  quod  ex  indice 
demtionis  remansit  , retineatur  etiam  ulterius  pro 
indice  demtionis  , quoad  quantitates  cum  eo  homo- 
geneas,  quae  determinatione  P ponerentur.  Pa- 
tet et  hic  determinationem  P signo  et  alteram 
signo  n-i  insigniri  posse.  Nam  si  A = B resultatum 
o est,  si  A)*B  resultatum  est  a cum  P positum, 
si  vero  B ^ A , remanet  b ex  indice  demtionis 

& A 

adeoque  b cum  determinatione  N.  Ex  gr)  

A A B 


- ♦ 


a 


~ B 


W . B 


Ita  potest  A certos  homi- 


nes ad  certum  finem  positos  denotare , et  B iteir 
certos  homines  pro  indice  demtionis  quoad  A p° 
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;itos  ; aut  A certam  pecuniam*  et  B quoque  cer- 
;am  pro  indice  demtionis  quoad  A exposita?» 

§ 12).  Operatio  qua  disquiritur,  quod  sit  resulta- 
jum  sub  conditione  C,  si  adfuerint  inter  A,B---  et 

i Ite  et  ; secus  vero  quid  prodeat,  si  A,B simul 

, sumantur, (in  quovis  casu  quovis  eorum  zerum  deuo- 
ante  omisso)  : dicitur  additio  , et  resultatum  vo- 

(patur  summa  additorum  A,B 

Imo  potest  conceptus  summae  extendi , dicendo 

mam  S et  ^ summam,  realium  A.B , et  imagi- 

lariorum  af) si  illorum  summa  sit  S,  horum 

>it  s ; (vide  infra) : quoad  casum  priorem  , patet 
uperius  esse  o,  >§<  a,  hh  b summas  ipsorum  A,  B; 

ita  patet  j*.,  ^ ^ summam  ipsorum^A.^B  esse. 

§ 13).  Quaestio  lieic  ultro  oritur  : nnm  in  (lOy 
juocunque  ordine  ponantur  A,B idem  extre- 

mum ultimo  positi  prodeat?  ita  demtio  utcunque 
fiat,  per  partes  hinc  vel  illinc  demtas  , aut  e sum- 
ma omnis  te  v*  dematur  summa  omnis  <-h  vi  (vide 
infra).  Addendorum  summae  etiam  commoda 
potatio  quaeritur.  Complexus  signorum,  quibus  quan- 
titates denotantur,  signorum  f,  — , te?  ^ quolibet 
praefixo  affectorum  ; denotet  quantitatum  earum 
(cum  signo  praefixo  acceptarum)  summam : dicitur 
hic  complexus  quantitas  complexa et  quantitas 
post  ultimum  signorum  te?  M ? aut  ante  pri- 

mum scripta  , veluti  quaevis  inter  proxima  eiusmo- 
di  signa  dicitur  cum  signo  ipraefixo  accepta  termi - 
tn|rw*  quantitatis  complexae.  Interim  si  alia  quae- 
dam operatio  ad  plures  extendatur  , signa  dicta  ter- 
minos in  iis  quae  conjuncta  sunt  non  distingvunt. 
Ex  gr  ipsius  (c — d)  non  est  d terminus,  sed 

et  y (c — df 

S 14).  Sicubi  summa^S  , ex  A et  B reperitur  ; 
quaestio  ultro  fit,  num  ex  S et  A,  socius  B ipsius 
A reperiri  posset  ? Operatio  ista  vocatur  subtra- 
ctio ipsius  A ex  S,  et  B vocatur  differentia  ipsius 
A ab  S.  Patet  in  schemate  (S  11,  et  § 12) 
S esse  prius  o , postea  te  a tum  « 6 , et  demum 

n 


no 

itk 

ir, 
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if<  A et  B;  ita  esse  posse  wAhB;  atque  S — F 
esse^B  in  § lletS — f^B)  esse  A , atque  in  $< 
proximo  casu  S — (-±*B)  esse  irj.  Unde  patet  sub-  f 
trahendi  oppositum  esse  addendum  summae  sup-  c 
positae,  ut  socius  subtrahendi  , nempe  differentia 
prodeat  ; prodit  vero  oppositum  , si  signum  prae-  d 
fixum  immutetur,  nempe  si  ex  f fiat — , seu  ex  — 
fiat  f;  adeoque  subtrahendus  signo  mutato  additur. 
Sed  heic  adhuc  tantum  de  monomio  sermo  est;  de 
quantitate  e pluribus  termini*  complexa  inferius 
erit. 

§ 15)  Porro  adhuc  talia  ex  gr  p et  s obviant 
venire  possunt,  ut  d differentia  ipsius p ab  s sit  = 
differentiae  ipsius  P ab  S.  Hinc  passus  eo  quod- 
si  P ipsum  s sit,  et  detur  post  quodvis  , aliud  & jfl 
quo  differentia  praecedentis  sit  eidem  d aequa-  ( 
Iis.  Vocatur  hoc  , series  arithmetica  : nempe  hic 
oritur  conceptus  seriei ; quo  nomine  insignitur  quan-  < 
titatum  complexus  se  lege  certa  excipientium;  nam  « 
sjmulac  lex  una  patuit,  campus  de  legibus  innume 


ris  cogitandi  aperitur.  Vocatur  quaevis  quantita- 
tum  lege  certa  se  excipientium,  terminus  seriei,  $ 
5 16).  Tum  facile  in  mentem  venit  p = o pone- 
re, ct  seriem  o,A,B---  condere , cuius  termini  cu-  j 
iusvis  differentia  a sequente  sit  = u ; item  aliam  Sl 

• _ 7 , i • i • ir 


quoque  seriem  0,0,6---,  cuius  termini  cuiuslibet 


<Ji 


differentia  a sequente  sit  — r,  cogitare:  ita  ut  o cum 
o,  A cum  a,  simul  ponantur,  et  quosvis  termi- 
nos simul  positos,  excipientes  (in  illa  et  hac  serie; 
simul  ponantur:  quivis  terminus  harum  serierum 
dicitur  ?iumerus  in  serie  priori  quoad  u,  in  po- 
steriori quoad  v\  ac  cuilibet  nomen  proprium  da- 
re  libet,  et  quidem  terminis  simultaneis  idem,  prae- 
terquam quod  in  serie  priore  quoad  u in  posterio-  N 
re  quoad  v dicatur;  ex  gr  o dicitur  o quoad  u et- 
iam o quoad  v ; A vero  1 quoad  et  a dicitur  I 
quoad  v & - •;  seu  o dicitur  breviter  cu  et  or,  A vere 
lr/,et  a \v  , & , et  id  ex  gr  F quod  numerus  no- 

minis n est  quoad  f/,  dicitur  ner,  et  terminus/ cum 
eo  simultaneus  dicitur  nv ; atqi  e ad  quaestionem  . 
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?'  quot  u sit?  respondetur,  nn ; atque  F dicitur 
:ontinere  ipsum  u nie s,  et  ex  F et//  rcperire  //  dicitur 
1 fi?  per  n partiri . Nulla  tamen  Iieic  mentio  multipli* 
sll!j|:ationis  divisionisque  est,  quarum  sensus  latior  est. 
ntl  Tam  u , quam  v dicitur  unum , quod  distingven- 
nillum  ab  unitate  est  (§  22) 
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> zerus  1 zerus  2 zerus 
Patet,  si  unum  zerus  sit,  quemvis  terminum  es* 
tifl  e o;  nam  e quovis  prodit  o,  nempe  o^o  sz  o (per 

i [l  12) 

J § 17)«  Heic  statim  quaestiones  oriuntur:  imo  quo 
'cff  )ossent  modo  simplicissimo  nominari  numeri?  2 do 
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i N et  M nomina  numerica  sint,  N u et  Mu  si- 
nui quot  u efficiunt?  et  si  N u jf«,  et  illud  ex 
»oc  dematur,  quot  u manent  ? 3o  si  U =z  N u,  M U 
[uot  u facit  ? sit  n u ; quaerebatur  ex  N et  M no- 
nen  n*  quaeri  ex  n et  aliquo  ipsorum  N et  M eo- 
undem  alterum  potest» 

Haec  sunt , numeratio  , et  quatuor  operationes 
mmericae : at  quamvis  conceptus  hi  necessarii  sint; 
:onceptus  4 operationum  latior  est;  duarum  prio- 
um  iam  determinatus  est,  ubi  patebat  summam 
psorum  A,B  ob  oculos  poni  posse , etsi  numero 
;xpressa  non  sit,  imo  si  ex  gc  A sit  latus 
pt  B diagonalis,  neque  possunt  A et  B quoad  idein 
j humeri  esse. 
cr  S 18).  Variae  adhuc  praeter  haec  oriuntur  quae 
„j  Diones. 

D 2 
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Imo  Potestne  quantitas  quaevis  esse  numerus  ai 
nominis  cuiusvis  ? 2 do  .Potestne  idem  quoad  idem  t< 
u esse  numerus  diversi  (id  est  nunc  huius  mox 
alius)  nominis  ? 3 tio  Estne  quoad  quamvis  portio-  a 
liem  a ipsius  A,  tale  nomen  numericum  n , ut  s 
n a y A & . Si  quantitatis  q aut  nulla  sit  portio  , 1 
aut  quaevis  talis  sit  , ut  detur  tale  n , dicitur  quan 


notet  punctum  temporis,  2 u non  potest  esse  nume- 
rus nisi  nominis  2 et  1,  nempe  posterius , si  unum 
sit  2//;  item  o potest  esse  , si  pro  uno  sumatur  o, 
numerus  nominis  cuiusvis,  sed  id  quod  non  est  o, 
nequit  esse  numerus  nominis  o. 

§ J9).  Nova  porro  fit  quaestio;  num  B sit  nume- 
rus quoad  A , et  si  ita  , cuiusnam  nominis  sit  ? et 
casu  se  offerente  ubi  B non  est  numerus  quoad  A, 
quaestio  oritur,  num  aliquod  u sit,  quoad  quod  tam 
A quam  B numerus  est  , et  cuiusnam  nominis  nu- 
merus sit  A,  cuiusnam  sit  B?  Unde  fit  conceptus 
sequens.  Sive  sit  B numerus  quoad  A sive  non; 
reperire  cuiusnam  nominis  numerus  sit  A et  B vel 
— B quoad  idem  k , dicitur  mensurare  B per  (vel 
quoad)  A;  et  A dicitur  mensura , B vero  mensum 
ipsius  A;  atque  si  (ex  gr)  A = 3u  , B z2  u vel  B = 
—2 u , ad  quaestionem,  qualenam  mensum  sit  B ipsi- 
us A,  respondetur  in  casu  priore, quod  sit  2 (3 )£////», 
in  posteriore  quod  sit  2(3) ti  oppositum. Ita  A, si  pro 
mensura  cius  ponatur//,  dicitur  3 ( V)tum  ipsius  , 
adeoque  licc  et  3 u idem  significant. 

§ 20).  At  talia  A et  B obviam  venire j’possunt, 
nt  quamvis  hoinogenea  sint  , nullum  u reperiatur 
tale,  ut  quoad  id  tam  A quam  B numerus  sit:  hinc 
facile  cogitatur,  quid  si  nullum  sit?  cum  non  lique- 
at dari  debere,  ( mox  patebii  in  Arithmetica  quo- 
que dari,  ex  gr  2 ):  eiusmodi  quantitates  dicun- 
tur inter  se  incommensurabiles . Interim  facile  pa- 
tet (quod  infra  demonstrabitur)  //semperper  2 par- 
tiendo , quovis  dabili  z remanere  minus  ex  B , et 
alteram  partem  quoad  A mensurari  posse. 

$ 2i).  Hic  primum  oritur  conceptus,  variabili* 


titas  finita*  de  quali  tractat  Arithmetica.  Si  u de-  /i 


B- 


A 


( ) 

atque  limitis . SI  p sit  nomen  generale  eorum  fini- 
torum, quae  sub  certa  conditione  generari  queunt,  et 
1 >{<  vel  *p  quovis  dato  ei  homogeneo  y fieri  potest, 
^ aut  differentia  ipsius  p a K nunquam  quidem  fit  o 
sed  quovis  dato  z minor  fieri  potest:  tum  dici  so- 
io  jiet  in  casu  Imo  infinitum  (denotatum  per  QO) , ia 
! 2 do  vero  K,  limes  ipsius  p , et  tendentia  ista  ad 
limitem  potest  denotari  in  casu  1 mo  per  >{<  vel  **p 
mt  ' ?in  2 do  per p^ — ^K;nempe  ubi^T  OOstat 

M Ipost  signum  ^ , denotet  casum  Imum  ; si  fi- 

n jnitum  stet  post  ^ denotetur  casus  2 dus.  Ma- 
^ ius  et  minus  inteliigitur  hic  a $ ct  ^ abstrahendo. 

Arithmetica  quidem  finita  tractat , nec  calculus  in- 
ro  finitesinalis  dictus  indiget  QO  ti\  sed  cum  a pluri- 
* bus  etiam^O  pro  limite  accipiatur,  fas  est  conce- 
:ptum  limitis  eo  extendere;  (in  Geometria  dantur 
i infinita  (ex  gr)  complexus  omnium  punctorum,  quae 
m cum  certis  2 punctis  in  recta  sunt,  est  recta  utrin- 
>tiM  que  infinita  &*).  Sit(ex  gr).  A = B = m«f(^ 

oi  u)  , et  sit  t s o ; ad  quaestionem  qualenam 

vi  mensum  sit  B ipsius  A , respondetur  m{ri)tum  prae- 
Vf  ter  aliquid,  quod  A — o;  sed  patet  heic  n , et 
'ui  \m  prouti  z minus  accipitur , eatenus  mutari;  in- 
- terim  ubi  pluries  occurrunt,  aequalia  signa  simul 
isi  variata  , aequalia  significent;  inaequalia  signa  (ni- 
si aliud  monitum  fuerit)  possunt  aequalia  signifi- 
) care. 

§ 22).  Postcaquam  B,  mensuratum  per  A est,  fa- 
cile succurrit,  etiam  C per  idem  A mensurare:  atque 
tum  dicitur  quodvis  ipsorum  B et  C fractio  alterius; 


B— — — 

= 2 u 

B * * 

A u u U 

=■  3 u 

A * 
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et  quidem  in 

— iv 

casu  priore 

C * *■  *• 

B dicitnr  2 (3)  4 4(5 )tum 
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Ipsiu9  C,  ita  C 4(5)  2(3)tnm  , ipsius  B,  in  altero 
casu  vere  B dicitur  2(1)  3(l)fww  ipsius  C,  et  C di- 
citur 3(1)  2(1  ^tum  ipsius  B,  sive  in  hoc  casu  B 
dicitur  breviter  2(3 )tum  ipsius  C , et  C dicitur 
3(2 )tum  ipsius  B. 

Demonstrabitur  mox  etiam  casum  priorem  ad  for- 
mam posteriorem  reduci  , et  idem  modo  communi 
scribi  posse;  patetque  B esse  2(3 )tum  ipsius  A,  et  A 
esse  5(4 )tum  ipsius  C , adeoque  B esse  2(3 )lum 
5(4 )ti  ipsius  C. 

At  quid  si  B vel  C,  vel  utrumque  sit  incommen- 
surabile cum  A?  tum  quoque  et  semper  , ad  quae- 
stionem qualisnam  fractio  sit  B ipsius  C ; respon- 
deatur quod  sit  ?i(m)  p{q}tum , si  nomina  nume- 
rica  q talia  sint,  aut  ita  simul  variari 

queant , ut  n(m)tum  ipsius  A Sit  t=  vel  /* B , <1 

et  p(q)tum  ipsius  A sit  = vel  -v  C (§  21) 

§ 23).  Hinc  posteaquam  B et  C per  idem  A men- 
surata sunt,  pronum  est  etiam  D,  et  tum  D,E--- 
denique  omnia  homogenea  per  idem  A mensurare; 
atque  mensuram  istam  omnibus  communem  nomi- 
nare unitatem  ; nec  semper  repetere  mensuram  in 
mensuratorum  nuncupatione ; ut  ex  gr  2(5 )tum 
unitatis  dicatur  tantum  2(5 haud  nominando 
mensuram  ; ita  si  A sit  unitas  , 2(1  )tum  ipsius  A 
idest  2A  dicatur  tantum  2,  ita  — 1 denotet  — IA, 

Reflectendo  ad  superius  dicta  varia  aequalitatis 
genera,  heic  quoque  aliquod  se  offert:  si  nempe 
r sit  recta , et  t tempus , atque  utrumque  sit  suae 
unitatis  2(3 )tum  , eatenus  aequalia  sunt.  Ita  si  L 
et  l rectae  sint,  patebit  factum  e quotvis  lineis  es- 
se lineam;  sed  si  unitas  areae  sit  Q tum  cuius  la- 
tus unitas  lineae  est  i et  factum  ex  L et /sit  ex  gr 
n(rn)tum  unitatis  linearum  ; et  rectangulum  ex  L 
et  / erit  ?i[m)tun*  unitatis  arearum.  Ita  sit  factum 
ex  L,  LV  (tribus  rectis), N(M)/*m  unitatis  linearum; 
jjarallelepipedum  ex  L,  /,  V etiam  N(!Vl)£tt/raj  uni  ta- 
tis solidorum  est,  si  haec  cubus  is  ponatur  , cuius 
latus  unitas  linearum  est;  uti  infra  demonstratur, 
Itaque  fsta  hocjrespectu  sunt  aequalia. 
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Unitatem  >f *vam  (et  non  zerum)  figere  libuit,  at- 
que utcunque  mutetur  unum , unitas  eadem  prius 
arbitrarie  posita  pro  omnibus  homogeneis  retinea- 
tur, donec  expresse  aliud  monitum  fuerit ; si  ex  gr 
unitas  sit  1 hcxapeda,  sive  1 dicatur,  sive  6 pedes, 
quantitas  eadem  est.  Si  o assumeretur  pro  unitate, 
ii  linea  expressio  indeterminata  esset,  nam  prouti 
A acciperetur  w,  esset  pro  quovis  n linea  n{o)tum. 

» § 24).  Id  quod  1 , dicitur  fractio  vera  : et  id 

quod  numerus  est  quoad  unum  unitati  aequale  ; di- 
citur numerus  integer.  In  serie-  - - — 3, — 2, — 1,0,1, 

2,3 est  (per  §7.)  2< — 3,  sedi  non  >0,  neque 

I — 1-^0;  at  potest  dici  quemvis  terminum  esse  p a- 
e*  i ucius  quovis  ab  eo  ad  dextram  sito,  et  plus  quam 
ri  , quivis  ab  eo  ad  sinistram  situs  est ; quod  etiam  ad 
i,  non  integros  extendatur.  Designari  potest  per  0> 
— 1 ; 1 > 0 ; 1>— 1 ; — 1>—  2. 

| * Facile  patebit  (per  inferiora);  quod  si  A <R  , 

• etiam  aequalibus  additis  semper  prodeat  AfC  <BfC; 
e;  at  si  A <(  B , non  semper  sequatur  Af  C ^Bf  C ; at- 
i*  tamen  sive  <|  et  *^,  sive  stet  post  A,  idem 

n etiam  post  AfC  maneat,  (si  AfC  et  BfC,  neutrum 
® sit  o , nec  sit  AfC— — (BfC));  excepto  Imo  si  A <1 
o et  <(B  , atque  B est  cum  A ac  C utroque  **vo  , 
\ aut  summa  utraque  hh  est ; (tunc  enim  fit  AfC  <J 
et  BtC).  2 do  si  A < et  y B , atque  aut  A ^ est 
is  cum  B et  C utroque  if<vo,  aut  summa  utraque  est; 
e (tunc  enim  fit  AfC<Jet  ( BfC).  AfC=  BfC  esse 
e nequit,  nam  tum  esset  A m B , cui  repugnat  A <t  B; 

L sed  pro  quibusvis  A,B,  datur  tale  C,  ut  sit  AfC  — 
s*  (BfC)  = — B — C ; nam  tunc  Af2C  fB=0;  et  tum 

J C ^ ; adeoque  AfC  = -*=5  etBfC= 

[ qUae  opposita  sunt.  Singulos  casus  exhibentia 
n schemata  percurrendo  patet. 

i; 

i*  — K <3  — 2<1<3  —2<  <3  — 2<  < 3 

is  * ~ 1 5=5  — 1 = — 1 —5  = — 5 

ir  —1  < < 4 3 < < 8 —3  < > 2 —7  —2 
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1 =r  1 


■3<* *>2 

5-5 


2<  <3 


2<  <7 


3<>  2 
1—  — 1 
■4  <>r 


— 3<>2 
— 5=  — 5 


— 8<>  — ii 


3«>  — 2 
1 = 1 


•3<>  —i 
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6<> 
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•2<>— 1 2<<  4 — 2<i>  1 


— 3<S  >— 2 
— i - — 1 
— 4 < >— 3 


2<<5 
I = 1 


2<<5 
— 1=  — 1 


2<  <5  2<  <5 

•—3=  — 3 —7= —7 


3<  <6 


K <4  — 1<!  <2  — 5 < > — 2 


* NempeutA<!B  sit;  aut  tam  A quam  B«est, 
aut  A»-<et  B ifiest,  aut  A,B  utrumque  est,  et  A 
(in  praec)  semper  ad  sinistram  cadit.  Quivis  casus 
parit  duos  , pronti  C aut  w est ; si  ipsorum  A 
et  B aliquod  nh  est,  tunc  A esse^n  patet : si  utrum- 
que sit,  C aut  >■£  aut  **  «st ; si  Ch  est , tres  ca- 
sus sunt , prouti  C summam  utramque  fyvam  relin- 
quit , aut  unam  vel  utramque  *h  vam  reddit;  adeo- 
que  4 casus  fiunt;  ct  pariter  4,  si  A,  B utrum  que 
M sit.  Si  vero  unum  hh  alterum  ^ sit,  aut  A erit< 
B,  aut  A]>B  ; quivis  horum  4 casus  habet  , nempe 
C aut  >J<  aut  n*  est ; si  >J<,  tum  aut  utraque  summa 
redditur' >J<  aut  non  ; si  , aut  utraque  summa  red- 
ditur ^ , aut  non.  Itaque  16  casus  sunt. 

* Si  A < < B vel  A <J  >B  , et  A,B  utrumque  per  C 
(non  o)  multiplicetur;  signum  <(  fvel  >)  manet 
uti  est,  sed  <1  mutatur  in  , si  multiplicator  **  sit: 
etiamsi  non  percurrantur  schemata,  facile  patet, 
tum  e fieri  w , et  eH  fieri  >{<,  atque  e majori  >{< 
maius  w,  et  e majori  i-h majus  >{<  fieri ; adeoque  sig- 
num inverti ; casus  sequentes  tantum  conside- 
randi veniunt— 2 — 1;  — 2<|1;  1 < 2 ; ubi  patet 
oppositis  acceptis  signum  < in  \>  mutari.  Patet  etiam 
non  mutarim  si  C >{<  sit,  uti<vel>  semper  manere, 
cum  a determinatione  vel  **  independens  sit. 

*Pro  exponente  n integro  >£, quoque  manet<C;  sed  4 
si  A et  B non  sit  utrumque^, mutatur  in  > pro  n pari 
$i  &<  >B;  in  aliis  casibus  semper  manet:  ex  g* 


tor 
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* — 2 <^>  — 1;  (- 2)*=4>>  1;  (-2)3- -8  < > -1  ; ^ 
— l<  <2;  (-l)2=l^<4:  (— 1)3=— 1<-  < 8;V 
— 3 ^ > 1 ; ( — 3)*=  9>  > 1}  (—3)3=  — 27  < > 1 ; ^ 

Unde  etiam  patet  radicum  exponentis  paris  e <%* 
vis,  illam  signo  !>  gaudere  posse,  cuius  potentia 
signo  praedita  erat  ; at  radicum  exponentis  im- 
paris e^vis  illam  cum  <|  manere  , cuius  poten- 
tia cum  <!  fuit ; imo  posterius  valere  etiam  si  po- 
tentia una  altera  hi  sit,  aut  utraque  ifc  , facile  pa- 
3 3 

tct; — 27  js -*-2  7<  K 8,  nempe — 3^2. 

§ 25).  Id  quod  cum  unitate  incommensurabile 
est,  dicitur  breviter  incommensurabile . Prius  de 
commensurabilibus  fiet  disquisitio  specialior. 

§ 26).  Ita  etiam  si  mentio  unitatis  non  fieret* 
dum  quaeritur  B quale  mensum  sit  ? subintel liga- 
tur Unitatis  : sit  (ex  gr)  2(3 )tum  ; quaestio  facile 
oritur  quantitate  a se  offerente  , num  si  a esset 
unitas,  detur  tale  b , de  qua  si  quaereretur  , quale 
imensum  sit , item  per  2($)tum  responderetur  ; aut 
poterant  tales  a et  b obviam  venire,  ut  etiam  b 
per  a mensum,  sit  huius  2(3)tum.  Hinc  sequens  con- 
jlceptus  oritur  : si  ad  quaestionem  quale  mensum  sit 
•i b ipsius  a , ita  responderetur  f § 20  et  21 ),  quam  ad 
quaestionem  , qualenam  mensum  est  B ( nempe  uni- 
tatis /VJ:  tum  reperire  b ex  a et  B , dicitur  muU 
\li plicare  { sensu  strictiori*,  qui  mox  fiet  latior)  a 
sitlr ' er  ® ’ ct  a dicitur  multiplicandus , B multiplica « 
et^or  , uterque  vero  nominatur  factor,  et  b fctctitm, 
iquod  proprie  aequimensum  est. 

•§  2? ).  Hinc  facile  quaestio  oritur,  e posito  facto 
.jjw  et  ex  a quaerere  huius  socrum  B , seu  ex  b et  B 
tJlmius  socium  nempe  talem  socium  quaerere,  ut 
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pi  alteruter  eorum  multiplicandus  et  alter  multi- 
plicator sit  , factum  b prodeat.  Beperire  talem  fa- 
to rem  socium  ipsius  a fvei  ipsius  B)  , dicitur  di - 
idere  b per  a (vel  per  B)>  Dicitur  b dividen - 
lus  , is  cuius  socius  quaeritur^jtf/Wsor , socius  Ve- 
o quotus  audit*  Denotatur  quotus  qui  prodit  p 
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per  <7  diviso,  per  vel  p : <7;  factum  vero  qttf>& 

prodit  a per  B multiplicato  denotatur  per  B.«  aut 
simpliciter  per  B a , ( nisi  aliud  monitum  fuerit J. 

§ 28),  Imagines  multiplicationis,  et  divisionis 
generales  patet  esse  sequentes 
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§ 29) . V i i p.a  t et  i n qn  a.v  i sJin  ea-  horizontali  i m a- 
giues  mensura  vi  on  is  ipsius  B per  A,  et  ipsius  b per- 
a esse  aequajes.  Facile  est  > cogitare  loco  A quam- 
vis quantitatem , non  tantum  .unitatem,  nec  zero 
excepto  , dummodo  pro  certis  m,  u->  v , aliqua  ista- 
rum imaginum  prodeat;  ad  eo  que  ut  ad  quaestio* 
nem  quale  mensum  sit  W ipsius  Ay  (sive  unitas  sit 
sive  non)  ? et  ad  quaestionem  quale  mensum  est 
b'  ipsius  ar  ? eadem  responsio  sit.  Dicuntur  tum 
AQB7,  a4,b4  in  proportione  geometrica  esse. 

§ 30).  Patet  4 imagines  priores  huc  quoque  ap- 
plicari. Quaestio  se  offert , quid  si  duo  priora  am- 
bo , vel  ambo  nh  sint , aut  quidsi  opposita  sint , 
futurum  est?  facile  patet  in  casu  priore,  quale  a 
est  , #tale  fore  h ; nempe-  si  a sit  ^ etiam  b , si 
a etiam  b *-*  fore ; in  casu  posteriore  vero  etiam 
a et  b opposita  fieri.  Nam(ex  gr)  sit  imago  3 tia^  sit 
u—2,  mzz  3,  et  u sit  »-h  , tum  2 u ita  3//.  etiam  •-< 
est  , itaque  B = — 3 u erit  (nempe  oppositum  ipsi- 
us 2n  . quod  *-<  erat) ; tum  a ^ 2«? , et  b = — 3v  ; iam 
v ad  ^ est  , aut  •-> ; si  tum  2v  et  etiam  3v 
est,  itaque — 3v  est  ^ ; si  vero  v**  est,  tum  2v,  et 
3v  etiam  ^est;  et  — 3v  est  ^ : adeoque  hae  2 ima- 
gines exsurgent  i— i ^ ^ similiter  pro 

deunt  essus  omnes:  nempe  A vel  ^ vel  ^ est  , pro 
quovis  horum  2 casuum  , B etiam  aut  ^ aut*— est ; 
et  pro  quolibet  horum  4 casuum,  a aut  >{<  aut^est, 
adeoque  8 casus  sunt. 

§ 31).  Si  nonnisi  de  multiplicatione  quaestio 
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sit,  W»  A est  ^ nempe  ] unitas  (§  23),  adco- 
que  4 tantum  casus  erunt 

►i-  r,  ^ 

►j*  ►=*  N-  ^ W W ^ 

Nam  (ex  gr)  in  ultima  imagine  cum  B et  A oppo- 
sita sint,  etiam  h et  e?  opposita  esse  demonstratum 
est.  Si  unitas  esset,  vel  ponatur;  erit  ^ 
per  eandem  rationem. 

Quantitates  qilarum  realitas  multiplicationi  quo- 
ad— 1 innixa  est,  dicuntur  imaginariae  (vide  infra). 

Ctj,m  vero  literis  (ex  gr ) er,b  tam  vj*  quam  deno- 
tare liceat  , atque  cuilibet  fas  sit  signum  — praefi- 
gere : quaestio  oritur,  quodnam  sit  signorum  f et — - 
signum  facjti  e factoribus!?^  etir£  vel i^oi  Res  faci- 
le in  casus.,  distingvilur : nempe  si  'fa  sit,  tum  est 
aut  aut —6,  et  si  a sit  , erit  item  b aut  ^jhaut 
pariter  si  ^^sit;  itaque  \a  habet  si  a pj*  sit, 
4 casus  , 'nempe  2 pro  •fb  , et  2 pro  -? -b\  pariter 
habet  4,  si  a w.sit ; adeoqoc  fa  habet  8 casus:  pa- 
riter— a habet  S,  adeoque  SfS  casus  sunt,  quos 
singulos  construere  facile  est,  et  Tyron  ibus  relin- 
quitur; ao  percurrendo  singulos  , patet  regulam  ge- 
neralem prodire,  quod  signa  aequalia  dant  ^ , si- 
gna inaequalia — : nempe  si  facto  e literis  ipsis 
signum  ita  praefigatur,  factum  prodibit  ^ vel  **i*a 
Uti  re  ipsa  est:  (ex  gr)  sit  a >{<,  et  In—*  et  sit  mul- 
tiplicator — «,  et  multiplicandus  *["6  ; erit  ista  ima- 
go >5*  **  ph  >5*  , nempe  factum  a.  b (per  dicta) 
erit;  at  —ab  quoque  est,  nam  ab  taivqunm  fa- 
ctum ex  >5*  et  ^ est  *h..,  itaque  — ab  est  Pariter 
si  a >}<  et  b**  sit;  f a .\b  est  fati,  nam  tunc  fa- 
ctum e et  est  nh  , et  j ab  quoque  tantum  deno- 
tat ac  ab.  De  pluribus  terminis  infra. 

Quoad  divisionem  quoque  eadem  quaestio  oritur. 
Dividendus  sit  vel  — b , divisor  fa  vel  - — a , tam 
\b  quam  — b duos  casus  habet,  prouti  divisor  f a 
vel—  a est;  qui  singuli  facile  percurnmtur;(ex  gr)  si 

w _ _ "*  — v b ■ 

b-  ~ c , adeoque  ac^.b%  eum  non  potet  esse 

E 2 


' — *c  ; quia  tum  — — c esset  = fi;  - a[.  c vej;o 

Ita  percurrendo  casus,  generaliter  patet  (sensu 
dicto)  , signa  aequalia  dare  tam  in  multiplicatio- 
ne quam  in  divisione  monomiorum  *j* , inaequalia 
iero  — (de  complexis  infra). 

§ 32)*  Hic  ultro  sequitur,  etiam  prae/eer  signa 
in  casus  multiplicationis  divisionisque  speciales  in- 
quirere , eosque  ob  oculos  sistere. 


I.  Si  multiplicator  integer  sit,  schema  sequens  e$t$ 
sit  (ex  gr) 
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Ubi  patet  toties  contineri  multiplicandum  in  fa- 
cto quam  unitas  in  multiplicatore  ( § 17  ) ; ita 
si  b dividendus  sit,  et  B integer  sit  divisor,  quo- 
tum toties  contineri  in  dividendo , quoties  unitas 
in  divisore  continetur;  adeoque  nomina  multipli- 
cationis et  divisionis,  prius  ex  hoc  casu  depromta, 
ad  hos  etiam  valere;  alioquin  non  juxta  vocum 
sed  definitionis  sensum  intelligenda . 

IL  Si  multiplicator  aut  divisor  B fractio  vera  sit: 
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Patet  factum  esse  ^ multiplicando  , et  si) B sit 
divisor  , quotum  esse  dividendo  maiorem  ; nempe 
si  divisor  loco  2do  fractio  vera  sit  (ex  gr)  2(3 )tumf 
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et  q^ae^atur  tale,  cuius  b sit  2(3)£z/m, erit  a quotus;  ita 
si  quaeratur  pecunia  cuius  sit  ducatus  2(3)tum!  Ai i- 
ud  est  si  quaeratur  (ex  gr)  iinea  b Jineae  a quale 
mensum  sit;  quod  item  divisionis  obiectum  est; 
nempe  b dividendus,  a divisor  (3 tiiim  locum  tenens) 
B quotus  est.  Si  a sit  divisor,  patet  in  I.  in  exem- 
plo primo  quidvis  quod  2 , in  altero  quidvis  quod 
3,  in  II  quidvis  quod  2(3 )tum  quoad  suam  unita- 
tem (cuiusvis  speciei  sit  ea),  quotum  esse;  omnes 
Jios  quotos  tamen  eatenus  aequales  esse  (vide  in- 
fra). Natandum  vero  nomen  quoti,  vel  quotientis 
inde  venire  ; qqod  in  casu  ubi  divisor  loco  3 tio 
stat,  ad  illam  quaestionem  respondet,  quale  men- 
sum (quasi  quotum)  sit  b ipsius  «(nempe  hic  2(3 )tum); 
si  vero  quaestio  est,  quid  sit,  cuius  sr  quaeratur 
quotum  sit  b , respondeatur,  2(3 )tum  ; tum  divisor 
2 dum  locum  tenet.  Pro  2(3 )to  erat  antea  3(1) tum; 
et  b ibi  in  tres  partes  (quarum  qaevis  =«  est)  par- 
titur , atque  b est  quoad  a numerus  nominis  3. 

III.  Sit  multiplicator  o , multiplicandus  non  o ; 
tum  sit  multiplicandus  o , multiplicator  non  o;  de- 
mum sit  factor  uterqu^e  o : erunt  schemata  sequ  : 
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Ubi  patet  factum  esse  o 7 si  factorum  aliquis  o 
ut;  et  si  dividendus  o sit,  et  divisor  non  o,quo- 
um  o esse  ; si  vero  divisor  os  it,  quotum  esse 

juantitatem  quamlibet  , adeoque  °o 

es  innumerabiles;  nec  factum  non 


habere  valo- 

esse  unquam. 


C 38  ; 


esse  qnantita- 
o 


si  unus  factorum  o sit ; adeoque  - 
tem  impossibilem  : ubi  valor  ipsius  quaeritur 
in  expressione  E per  e divisa  , quaeritur  valor  cui  in 


fit  = vel  ad  quem  limitem  tendit  expressio-^-»  dum  F 


tam  E quam  e X' — ^ o.  jbq 

* Interim  tamen  communiter  accipi  solet  q pro  faci 


valore  ipsius  @ r (vide  infra; , si  © x v q 

dum  x r ’ si  alioqiiin  valor  ipsius  ©r  non; 

detur  : imo  q insignitur  nomine  quoad  r eodem  , 
quo  @ x quoad  x gaudet.  Ita  fas  est  si  * , 


,icn 


adeoque 


co  (S  21),  dicere,  quod  ~ = 
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00;  ita  — 


si  n 


« ( 


di 


00  ? et  potest 

dici  hoc  sensu  ^ “ o.  Ita  log  o esset  quanti- 
tas impossibilis  (vide  infra);  sed  hoc  sensu  fiet — qq  ; 

nempe  e— q’Jod  /* — *-s  o3  si  l;(his  tamen 

mathesis  carere  etiam  facile  posset;  quamvis  hae  pf 
loquendi  formulae  nullum  errorem  inducant. 

IV.  Si  multiplicator  aut  multiplicandus  unitas 
si t,  sunt  schemata  sequ: 

sit  * =1,  Ii  — * = I ; a = — - , dzz  . • 
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Ubi  patet  si  factor  unus  unitas  sit,  factum  esse 


^factori  alteri,  et  si  unitas  sit  divisor,  quotum 
esse  = dividendo  , si  vero  divisor  = dividendo,  quo- 
tum esse  unitatem  cuiusvis  speciei:  nempe  Lar  a, 

b . b 

~ = i,  et  b 


* » et  A 


( 'ite  ) 


% 33).  Sed  intuendo  schemata  haec , et  rcfle- 
:tendo  variae  adhuc  oriuntur  quaestiones  : lo  num 

icmper  detur  factum  ? et  in  genere  terminus  4 tuv 
n proportione  ? et  an  semper  idem  prodeat  ? (etsi 
(permutentur  factores,  aut  aliter  utcunque).  Si  Uni* 
as  sit  una  hexapeda  , et  multiplicator  sit  4 pedes; 
tque  multiplicandus  2 puncta  temporis  (ex  gr), 
actum  nullum  (imago  impossibilis)  est  ; ita  si  di* 
rdendus  sit  2 puncta  , et  divisor  sit  integer  3;  (pro 
uavis  unitate  generaliter)  quotus  non  datur , et 
onnisi  pro  illo  casu  datur,  si  unitas  ipsius  3 sit 
puncta,  et  divisor  loco  %tio  stet:  nempe  tunc 
fftchenm  sequens  est : 

liq  1=  3 nuy  quote2?/;div  3—3^  punct,divdc=  2 punc 


. ■ -i 


jei 


ita 


ibi  patet  multiplicandum  = 3 n punctis  per  2 u 
es  [miti plicatum  dare  pro  facto  2 puncta  ; neque  pos- 
di  visorem  3 loco  2 do  stare  ; quia  tunc  esset  in 
Jj  locis  prioribus  I et  3 , €t  duo  puncta  deberent 
p minimum  per  3 partiri  , ut  sit  'Sv, 

Alioquin  praeter  excepta,  etsi  incommensurabi- 
a adfuerint,  dari  factum,  quotum,  et  ktum  in  pro* 
ortione  , et  unicam  prodire  utcunque  sumantur  uy 
v , et  resultata  operationum  additionis  , subtra- 
ionis  , multiplicationis,  divisionis  (praeter  exce* 
a)  unica  esse  demonstrabitur  5 ut  (Ax  V)  aplica* 
queat. 

§ 3i)0  De  uno  tantum  casu  hic  sermo  sit  ; si  fa- 
ores  permutentur.  Patet  cx  schematibus,  in  qui- 
is  non  est  o , factum  esse  cum  multiplicando  ho- 
logeneum,  atque  prodire  idem,  si  n(m)tum  sit 
ultiplicator  , (cuiuscunque  unitatis  n(m)tum  sit); 

si  multiplicandus  linea  sit,  multiplicator  tern- 
is, et  permutentur,  factum  tempus  quidem  erit, 
d quoad  suam  unitatem  expressum  erit  aequale 
«ficto  priori;  quod  ad  divisionem  quoque  applica- 
tr. 

Sint  prius  factores  integri  homogenei  !(ex  gr)  2 
3 , et  sit  1 = * ; patet  ex  I multiplicatorem  2 
d re  * * £ in  quo  stellula  quaevis , superior  poni- 
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tur  deorsum  2 ies,  adeoque  £ toties  ponitur  , qUot 
stellulae  supra  sunt , adeoque  idem  factum  esse 
factum  etiam  pro  multiplicatore  3.  Itaque,  in  hoc 
casu  factores  permutati  etiam  factum  idem  prae-* 
bent,*  (de  pluribus  factoribus  infra). 

Sint  factores  heterogeiiei  , etsi  non  sint  integri: 
(ex  gr)  Celeritas  est  quantitas  respectiva  cuius  ini 
dex  est  spatium  sub  tempore  t percursum;  mens 
simplicitati  studens  pro  £ unitatem  temporis  ponit. 
Sit  haec  =2//,  et  describatur  sub  quovis  u spatii 
um  0,  describetur  2v  sub  2u  , et  erit  haec  celeri- 
tas mobilis  illius,*  dicatur  haec  C,  et  sit  tempus 
T=3 ?/ ; patet  ex  imagine  sequente,  esse  S spatii 
um  sub 


1=2« , T=3« ; c=iLJL  ,S=-!L_LJ1; 

T percursum  , atque  esse  Sz=  T.  C , et  esse  C =? 
S 

-tp.  Ihterim  si  pro  t non  uhitaS  temporis  sed 

{ex  gr)  4 n poneretur  , C esset  4t?  essefque  T.  C == 
6r,  (pro  unitate  priori  2u) , et  non  spatium  sub  T 

S 

celeritate  illa  percursum  prodiret.  At  etiam -pr 
— T,  et  etiam  T multiplicatum  per  C estz;  S , sed 
eo  tantum  sensu , quod  est  quantitas  ita  quo- 
ad suam  unitatem  expressa , uti  T quoad  suam  est; 
ita  T multiplicatum  per  C quidem  dat  tempus,  sed 
tale,  quod  quoad  unitatem  suam  expressum  est 
eatenus  aequale  ipsi  S qiioad  suam  unitatem  ex- 
presso. Nam  sit  (ex  gr)  5v  unitas  spatii , et  2u 
temporis  unitas,  T=:3 u sit  multiplicandus,  etCzr 
2v  ; dividatur  u per  5 (jhxta  5t>),  et  fiat  sche- 
ma sequens. 


vvvvv  . y V V 
lz:  5t\  C=  2r;T~  3u  *.  * *.  *.  =:  5les  & i 

******  * **• 
ubi  patet  x esse  tempus  3(5 ^tum  unitatis  tempo- 
ris ipsius  2 u — % nam  v toties  ponitur  iri 

quoties  c in  C,  hoc  vero  toties^quotua  u in  2ii\ 
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arieoque  tot  stellulae  sunt  in  x in  linea  superiori 
fst  Iqiiot  sunt  deorsum  in  2 ponuntur  autem  superi- 
j,”  ores  stellulae  in  x toties,  quoties  u in  T,  nempe 
ra(|3ies$  in  2 u autem  ponuntur  item  2 stellulae  deor- 
sum positae  toties,  quoties  v in  I continetur,  nem- 
pe 5ies.  Sed  factum  erat  antea  S-n3i>,  quod  uni- 
|latis=5^  item  3(5)tum  est. 

Notandum  yero  est , celeritatem  esse  quantitatem 
Irespectivam  , cuius  index  «spatium  est,  adeoquc  ii- 
Icet  quodvis  spatium  poni  arbitrarie  possit  pro  uni- 


tate sive  spatii  sive  celeritatis,  si  pro  uno  posita 
sit  , iam  alteri  aliam  dare  nefas  est.  Sit  (ex.gr,) 
celeritatum  Unitas  illa  celeritas  qua  sub  unitate 
temporis  (nempe  2 u)  percurratur  (ex.gr.)  , tum 
spatii  quoque  unitatem  5?;  esse  oportet ; et  si  spa- 
tii unitas  5v  sit  , celeritatum  unitatem  illam  esse 
oportet , qua  sub  unitate  temporis  percurritur  5v. 
Ita  prodit  spatium  e celeritate  multiplicata  per 
tempus,  uti  prius;  imo  et  schemate  (pro  Tri). 


C: 
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l—2u~  T—  27/;  C— 5t>=r:l 


5v 


prodirespatii  unitatem,  si  celeritatis  unitas  per  tem- 
poris unitatem  multiplicetur , et  spatii  unitatem 
per  temporis  unitatem  divisam  dare  unitatem  cele- 
ritatis patet. 

Talis  est  conceptus  densitatis ; et  ibi  quoque 
densitatis  (quae  pariter  respectiva  quantitas  est , 
eslcuius  index  massa  est,  sub  unitate  voluminis),  et 
se  massae  eadem  unitas  est. 

Plurcs  quoque  eiusmodi  conceptus  dantur;  qui 
sub  hoc  generali  comprehenduntur  : si  A et  B cer- 
to respectu  eodem  quoad  unitatem  U omnium  cum 
aliquo  eodem  homogeneorum , gaudeant  quantita- 
tibus a et  b ; et  qualitas  ista  ipsorum  A,  B dicatur 
generaliter  <7;  dum  de  q ipsius  A et  q ipsius  B ser- 
mo tanquam  de  quantitatibus  est,  iiitelligantur  a 
et  b . 

Schemata  multiplicationis  divisionisque  ITyroni- 
bus  iuxta  varia  exempla  cum  lineis,  aliisque  , oh 
oculos  ponenda  isunt  ; ut  ipsi  facium  quotum  que 

F ' 
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exhibeant  In  multiplicatione,  si  multiplicator  n 
(m)i um  sit,  multipticandum  per  m partiendo  (§  16), 
nna  pars  accipitur  mes  (§  32).  In  divisione  ve* 
ro  duo  sunt  schemata 


unitas  divisor=d  quotus=#  Divida  D 
3 u 2 u 3v  2v  et 


unitas  quotus— x divisor~c?  Divid=D 

5U  7U  5V  7V 


In  prima  imagine,  D partiendo  per  2,  quotus 
c 3 eiusmodi  partibus  constat;  in  2da,  Unitate  par- 
tita per  5 , quotus  e 7 eiusmodi  partibus  con- 
stat. 

Hactenus  factum  e duobus  tantum  factoribus  fuit: 
facile  cogitare  est,  adhuc  unuih  accedere,  ut  (ex.gr.) 
factum  ex  b et  c,  per  a multiplicetur,  et  factum  hoc 
per  abc  exprimatur;  unde  ad  plures  quotvis  pro- 
gredi via  est.  Sed  factores  aequales  (si  ex.gr.  qui- 
Iibei=#)  occurrere  possunt  (ex.gr.)  ;/ies , quod  sim- 
plicius per  aa  denotatur;  et  ab  ?ia  omnino  distin- 
gvendum  est. 

Porro  succurrit  facile  ponere  (aut  obviam  ! ve 
nire  potest),  quidsi  factum  eiusmodi  quorum  qui 
libet ~a  et  in  quo  factores  numero  n essent,  di 
videndus  , et  aliud  in  quo  factores  a numero  » 
essent,  divisor  esset;  tum  facile  adhuc  aliud  fa 
ctum  eiusmodi  cogitatur,  in  quo  factor  quilibet— A 
et  numerus  factorum  N est,  divisum  per  item  e 
iu&modi  factum,  cuius  quilibet  factore  A , et  fa 
ctorea  numero  M sunt.  Tum  ultro  sequitur  quoto  i 
hos  comparare  ; etsi  aequalia  sint,  tam  ipsi  A quo 
ad  quam  ipsi  a quoad  A nomen  dare.  Unde  sc 
quens  conceptus  oritur;  quoscunque  integros  deno 
lent  /#,  m et  N,  M , dummodo  non  sit  (pag  27) 

~ 5 et  «umerus  factorum,  quo 


tor 


Si 


rum  quilibet=0  sit  superius  n , inferius  m , ct  nii 
merus  factorum  quorum  quilibet^A,  sit  tsupra  N 
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n — m 


inferius  M,  atque  j^jfr  sit  = vcl  7 ; et  A 

sit— vel  B : tura  dicitur  B potentia  (clioatur 
dementaris,  mox  extendenda)  exponentis  q ipsius  «, 
3t  denotatur  per  B=«tf;  ipsum  «vero  dicitur  radix 
exponentis  rei  gradus  q ipsius  B , denotaturque  per 
q 

i—  j/ B.  Reperire  a ex  B et  dicitur  radicem  gra  * 
lus  q extrahere , reperire  B ex  a et  q , dicitur  ele - 
:are  a ad  q . Unde  ultro  quaestio  se  offert ; etiam 
?x  B et  a reperire  q : adeoque  quaeritur  lo  num 
ii  jlctur  pro  datis  P et  a tale  /?,  ut  «PrzPsit  ? Unde 
|/ia  aperitur,  pro  omnibus  cum  P homogeneis  idem 
oi  f retinere' quaestione  eadem  : atque  hic  oritur  loga- 
rithmus  elementaris\  nimirum  p dicitur  log.  elem  P, 
[uoad  basim  a : quomodo  vero  ad  nomenclationem 
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«3  2#  Quomodo  autem  concepms  iste  ia  analysi 
sxtendatur  paulo  inferius  exponetur. 

§.  35.  Sit  fas  heic  hucusque  promissorum  qui* 
}usdam  complendis , filum  paulisper  interrumpe - 
re  , postea  item  continuandum . 

I.  De  summis  aequalibus  ad  aequalitatem  addi- 
;orum  concludere  minime  licet  ; cum  resultata  sub 
conditione  certa  accepta,  e datis  inaequalibus  ae- 
qualia esse  queant  : proventus  expensaeque  aequa- 
les, etsi  utrumque  millionesies  augeatur,  certo  re- 
spectu zerum  producunt , vpiamvis  status  mirum 
jn  modum  differant;  nulla  cupido  nec  ulla  explen* 
di  facultas  , atque  00  ta  voluntas  cum  facultateoo  ta, 
discrimine  00  to  conveniunt  in  eo,  quod  neutri  de- 
I1  Vit  quidquam.  Ita  valde  diversi  factores  factum 
,|i  (saltem  respectu  certo)  aequale  producunt : veluti 
J cum  mensa  et  vita  comparatum  est,  ut  non  dapes 

F 3 
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aut  panis  siligineus  , sed  appetitus  ad  id  quod  cui- 
que est,  dulcem  elaborent  saporem. 

II.  Si  ex  aequalibus  demantur  aequalia  , residua 
possunt  esse,  prouti  Line  Vel  illinc  fiat  demtioj 
valde  inaequalia,  si  ita  uti  remaneht  consideren- 
tur ; omnibus  vero  ad  formam  temporis  reductis 
(§  8.)  absolute  aequalia  esse  demonstrabitur. 

Omnia  ad  formam  temporis  rectacque  reduci  di- 
ctum est  (ibidem)  ; potest  etiam  circulus  adjici,  ad 
quem  etiam  plura  quantitatum  genera  commode 
reducuntur;  interim  et  circulus  ipse  ad  rectam  re- 
duci potest.  Quamobrem  ut  simul  plura  sint,  quae 
oculis  subjecta  fidelibus  , conceptum  faciliorem  cla- 
rioremque  reddant , quum  ita  cum  mentis  natura 
comparatum  sit,  ut  ab  iis  quae  cernuntur  ad  abstra- 
cta ascendatur  ; ad  finem  generalis  conspectus  Geo- 
metriae, recta  planumque  generabuntur,  ut  hacc 
quoque  in  postmodum  specialius  tractanda  Arith- 
metica praesto  sint. 

Quantitatem  autem  ad  formam  temporis  reda- 
ctam liceat  brevius  reductam  dicere. 

* Ii f.  At  quaestio  fit:  num  quantitas  quaevis  uni- 
ca reducta  gaudeat  ? Arithmetica  de  finitis  tractat 
(£.18.),  nempe  de  talibus , quorum  quodvis  T ta- 
le est  , ut  si  qua  portio  u eius  detur,  sit  tale  no- 
men numeri  cum  n , ut  nu  sit  semp er  > T,  nec  un- 
quam sit  n u =vel  T ; qualia  esse  tempus  rectam- 
que  inter  quaevis  2 puncta  demonstrabitur;  eatenus- 
que  et  iam  reductam  quantitatem,  finitam  esse  , si 
et  quantitatis  iam  reductae  partes  exinde  omnes 
eiusmodi  accipiantur  : multum  nempe  inde  pendet, 
quhlesnam  et  quomodo  accipiantur  partes  ; (ex.gr. 
Fig.l)  Si  angulos,  u fasciam  inter  paralellas 

denout  ; T quoad  qualemvis  angulum  v quantitas 
respective  finita  est , ipsis  v ad  verticem  primum 
juxta  se  invicem  positis;  at  cum  quoad  u haud  de- 
tur tale  n , ut  n u T sit  , T absolute  finita  quan- 
titas non  est.  (§.  18). 

Num  portio  quaevis  spatii  et  superficies  quaevis 
undique  clausa  quantilas  sensu  dicto  linita  sit  ? vi- 
de inferius. 
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TV.  Per  P ,co?istat  (§6.  3)  ex  A,B---  P , inM- 
Jigitur  A,B — F esse  tales  portiones  ipsius  P,  qua- 
rum nulla  cum  ulla  alia  earundem  portionem  com- 
munem habet,  et  praeter  quas  necquidquain  ex  P 
est.  Per  Q continetur  a P vero  intelligitur  aut 
ipsum  P aut  portionem  aliquam  ipsius  P essex  Q* 

; Si  T constet  ex  «,  b - - et  idem  T habeat  eius- 

inodi  porti.on.es- /',  ut  az^ia',  bzjzb'^ 

i tum.  fti  T finitum  sit,  demonstrari  potest,  nulla  id 
praeter  b' f portione  gaudere;  at  generali- 

ter verum  non  est,  uti  (Fig  2)  ostendit. 

Sed  quaeritur  (§.13)  si  T finitum  sit,  et  constet 
«x  aliis  partibus  a,p — etiam;  num  quocunque 
ordine  additae  partes  quaevis  e quibus  constat, 
summam  eandem  dent?  Generaliter  addita  etsi 
adfuerint  ^ et  siimiriam  quocuTique  or- 

dine posita  eandem  edunt . 

^Exprimantur  quantitates  rectis,  et  generetur  sum- 
ina juxta  (§.i0)  atque  d,onep  aliud  monitum  fue- 
rit, dum  recta  una  dicetur  alia  minor  , concipia- 
tur illa  extremo  communi  in_ hanc  cadente,  parte 
ex  hac  prominente  superari.  Considerentur  prius 
tantum  A -.et  B,  quavis  determinationum  dK  ^ af- 
fecta; et  tum  fiat  conclusio  ab  n ad  n + l(pag  16.) 
Sit  (Fig.4.)  in  p initium  primum,  et  extremum  ul- 
timum sit  p\  sit  que  prius  A~B ; erit  aut  utrum* 
i que  , aut  utrumque  , aut  unum  ►£<  alterum  hh  ; 
si  utrumque  dE4  sit,  sive  A ponatur  prius , sive  B, 
cum  congruant,  idem  est;  ita  quodvis  postponatur, 
idem  p'  prodit  ad  dextram;  idem  fiet  ad  sinistram, 
si  utrumque  *-<  fuerit  ; si  opposita  sint,  et  A pona- 
tur ex  p ad  dextram  , atque  ab  eius  extremo  sini- 
strorsum ponatur  B,  rectae  etiam  ita  congruunt  (vi- 
de infra),  adeoque  p et  p'  coincident , et  summa 
est  o ; atque  manifesto  idem  fit  prius  B sinistror- 
sum , et  ab  eius  extremo  dextrorsum  posito  A.  Si 
vero  A superet  ipsam  B recta  h (Fig.  5.),  et  po- 
liatur ex  p prius  A dextrorsum,  et  inde  B sinistror- 
sum , cadet  p’  a p ad  distantiam  et  idem  p’  pro- 
dibit , prius  ex  p ad  sinistram  posito  B,  atque  in- 
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de  dextrorsum  posito  A (ex  B et  k constante).  Si 
A ct  B ^ manente , A superetur  a B recta  k ; 
erit  (Fig.6.)  summa  k ad  sinistram  a p , manifesto 
in  utroque  casu.  Itaque  duae  rectae  qualicunque 
determinationum  >{<,  affectae  fuerint , sive  eadem 
sive  diversa,  quovis  ordine  summam  eandem  prae- 
bent. Si  vero  hoc  de  quantitatibus  numero  n vale- 
at , valet  etiam  de  n+ 1.  Nam  valeat  de  A,B--- 

D,  et  accedat  E;  erit  E aut  ►£<  auti-*,  est. etiam  re- 
sultatum priorum  aut  dE4  aut»*;  adeoque  quivis  ca- 
suum priorum  cum  quovis  posteriorum  combinan- 
dus est.  Sit  prius  ^ E,  et  resultatum  prius  quoque 
sil  ^ (poterit  quidem  hoc  esse  aut  o aut  > aut 

E,  at  quilibet  casus  modo  sequente  evidens  fit).  Po- 
natur primo  E,  terminetur  in  P,  sit  p1  resulta- 
tum priorum  , et  cogitetur  A,B  - - - D ex  P incipi- 
endo plane  ita  poni , uti  antea  ex  p incipiendo  po- 
nebatur , manifesto  cadet  extremum  ipsius  D in  p ", 
nempe  ad  distantiam  k dextrorsum ; adeoque  eo  , 
quo  caderet  extremum  ipsius  E , si  E ex  p1  (re- 
sultato ipsorum  A,B-  --  D)  poneretur  , cum  E con- 
stet ex  k et  r.  Idem  ergo  resultatum  dant  E,  A, 

B D et  A,B — D,E;  dant  vero  etiam  E,  A, 

B - - - D (excluso  D)  quolibet  ordine  resultatum 
idem  (per  hyp.),  unde  positi  D extremum  deter- 
minatur. Itaque  omnes  imagines  in  quibus  D ulti- 
mum est,  summam  eandem  dant;  et  cum  ipsorum 
A,B--  - D quodvis  ultimo  poni,  et  ut  prius,  E an- 
teponi postponique  possit;  idem  et  de  A5B---D,E 
Valet. 

Si  vero  resultatum  priorum  fuerit  w k (Fig.8.), 
et  prius  ponatur  >{<  E;  erit  A,B  - - - D ex  P ponen- 
do extremum  ultimum  in  p",  nempe  item  sinistror- 
sum ad  distantiam  k a P,  adeoque  idem  , quam  si 
e p'  (extremo  priorum  ultimo)  poneretur  ^ E,  (ex 
r et  k constans). 

Sit  iam^E,  et  resultatum  ^ k (Fig.9).  patet 
et  hic  eodem  modo , extremo  priorum  ultimo 
et  hic  p'  et  extremo  ipsius  E inde  positi  p"  dicto, 
sive  primum  sive  ultimum  siti-»  E,  idem  prodire. 

Pariter  ostendent  (Fig.  10;  11.  12)  casum,  quodsi 
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pro  **E  resultatum  priorum  quoque** sit;  dummo- 
do fignificationes  literarum  priores  retineantur,  et 
observetur  hunc  casum  tres  .casus  habere  ; nempe 
E aut—aut  > aut  k est. 

Conseq.  quotcunque  fuerint  addenda  et  sive  me- 
re >fva  sive  mere  **va,  sive  mixta  fuerint , quocun- 
que ordine,  etiamsi  prius  omnia  >{<vadein  omnia 
HHTa  ponantur,  summam  eandem  prodire  manife- 
stum est.  Unde  etiam  patet , resultatum  idem  esse, 
si  summa  ^rorum  ponatur  prius  ex  /?,  et  ex  extre- 
mo ultimo  horum  (quod  dicatur  P')  ponatur  sini- 
strorsum s summa  **  Torum  ; nam  si  ex  P'  post  se 
invicem  ponantur,  aequale  prodit  ei,  quod  esset,  si 
ex  p ponerentur  (Ax  Y.) , posterius  voro  summam 
►*rum  daret.  Patet  etiam  demum  summam  istam 
satisfacere,  etiamsi  illa  quorum  summa  s est,  pro 
indi  cc  demtionis  quoad  illa  quorum  summa  S est, 
posita  fuerint. 

Quaeritur  tanhen  , num  undevis  fia£  demtio,  at- 
que in  genere  num  additionis  (adeoque  subtractio- 
nis quoque)  resultatum  unicum  sit,  id  est  ex  ae«. 
qualibus  semper  eidem  aequale  prodeat  ? At  prius 
dc  aequalitate  quoad  portiones  (§.  6.)  uberius  agen- 
dum est , et  antea  de  limite  (§.21.)  quaedam  dicen- 
da sunt. 

VI.  Siq  ita  crescat , ut  post  quodvis  incremen- 
tum adveniat  novum , maneat  tamen  semper  Q : 
tum  q limite  gaudet , (jFV^.13.) 

Nam  sit  q tempus  (idem  ad  rectam  per  punctum 
deseriptam,  imo  omnes  quantitates  reductas  applica- 
ri potest);  sit  que  temporis^a  P incipiendo  crescentis 
in  QO  , nomen  generale  x ; atque  fiat  in  quovis 
puncto  temporis  quaestio,  num  q maius  illo  x 
quod  eousque  generatum  est , esse  queat  ? et  de- 
notet (pag.16)  A id,  quod  q^>ilto  x esse  queat : 
item  exinde  patet,  dari  ultimum  aliquod  punctum 
P , intra  quod  et  P semper  A est,  et  post  quod  (ali- 
quamdiu saltem  ) non  est  , atque  tunc  aut  ultimum 
A aut  primum  non  A esse.  Ultimum  A “non  est 
quia  si  tunc  x^x  sit,  et  ad  quaestionem , num 
q>  x'  esse  queat  ? responsio  ita  sit;  tum  aliquod 
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q>oc?  erit,  et  certum  tale  q erit  (certa  quantitate 
<gr');>#',  adeoque  p ulterius  potuisset  debuisset  que 
accipi;  liam  ultra  x 9 quoque  ante  finem  temporis 
x'+q'  responsio  semper  ita  fuisset.  Est  igitur  in 
p primum  non  A;  adeoque  x'  est  primum  tale.r, 
quo  quidvis  sit  minus,  eo  maius  fieri  q potest, 
sed  quo  (nempe  ipso  x ')  q maius  fieri  nequit.  At 
neque  qzzx'  fieri  potest;  nam  dum  id  fieret,  cum 
q quantumcunque  fiat,  novum  (per  hyp.)  incremen- 
tum capere  debeat , postea  q^>  xr  fieret  (contra 
plane  demonstratum)-  Itaque  q a — \ (§.  21). 

Patet  hinc  etiam  quantitatem  ita  decrescentem 
ut  post  decrementum  quodvis  item  novum  adve- 
niat, nunquam  tamen  fiat  o,  limitem  habere.  Nam 
accipiatur  (in  praec.)  q pro  decremento  ipsius  Q; 
remanet  Q — q , id  est  ex  Q fit  Q — q;  quod  cre- 
scente q , sine  fine  minuitur,  et  pro  limite  habet 
id  quod  inter  p et*  est;  si  vero*  nempe  extre- 
mum ipsius  Q plane  in  p sumatur  , limes  o fit ; 
qui  in  neutro  casu  attingitur,  cum  q nunquam  fiat 
quamvis  ipsi  p dato  quovis  propius  termi- 
nari queat. 

* VII.  Tempus  quodvis continuum  p q gaudet  2 
partibus  absolute  aequalibus . FigAA. 

Nam  accipiatur  punctum  eius  aliquod  ' a , et  ali- 
ud 6 inter  a et  q ; erit  aut  pa=±-6q,  aut  alterutrum 
“parti  alterius;  si  non  prius  sit,  cogitetur  ex  p 
positum  illiiquod  < altero  est,  terminetur  in  a ; 
et  in  quovis  puncto  a p usque  in  q quaeratur;  est- 
ne  tempus  a p usque  ad  illud,  tale,  ut  si  ei£zad- 
jungatur,  ante  q terminetur  , vel  non?  Dicatur  pri- 
us (pag.16)  A;  patet  pa  (veluti  partem  quamvis 
eius)  tale , pq  vero  tale  non  esse ; adeoque  dari 
in  aliquo  puncto  c aut  ultimum  A aut  primum 
non  A.  Ultimum  esse  nequit:  quia  si  ipsi  pc" 
adjungatur,  terminetur  in  6,  (cum  eatenus  ante 
q terminari  debeat);  cogitetur  punctum  b inter  6 
et  q,  et  e inter  b et  q ; erit  aut  6b  z!rbc  , aut  alter- 
utrum ~~  parti  alterius;  vocetur  % illud  quod  < est, , 
alterum  e;  manifesto  est  pc*f  * < pc  + t>  , et  p-fs 
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4*pc4s<!p<i;  adeoque  z adjuncto  ipsi  pt,  pun- 
ctum quaestioni  respondens  ulterius  accipiendum, 
in  c non  esset.  Est  igitur  in  c primum  non  A ; 
adeoque  aut  pc4cpr~pq,  aut  pc4pc;>pq;  posteri- 
us esse  nequit ; nam  terminetur  pc4pc  in  t ; cogi- 
tetur punctum  aliquod  s inter  q et  r , ct  di- 

cantur x , xr;  erit  aut  x—x'  , aut  alterutrum  altero 
majus;  sit  xzbxr+k;  erit  pc+pc^pq+#f+.rf+£" 
pq4£4#'4#'  ( V ) ; atque  pc+pc — xf — xt 
4pc — x'=yq+& ; itaque  iam  ante  c fuisset  non  A; 
idem  patet  , si  qszizsv.  Manet  igitur  pc+pc=p<| 
*V1XI,  Si  temporis  Q accipiatur  dimidium , et 
vujnsvis  dimidii  item  dimidium  accipiatur^  ac  no* 
men  eorum  generale  sit  z ; tum  z ®. 

Nam  crescente  q (in  VI  Fig.  13)  a B usque  aci 
p 5 fiet  ultimo  Q — q=o*  Quaeratur  a P incipiendo 
in  cujus  vis  q puncto  extremo  (imo  nitra*  quoque 
abi  quodvis  punctum  tale  est , ante  quod  da- 
tur tale  Q — q in  *,  quo  (cum  id—  o sit)&<<fierl  ne- 
quit), nnmz  quovis  Q — q quod  antea  fuit  , < fieri 
possit  ? erit  ultimum  aliquod  punctum  p,  in  quo 
responsio  ita  erit  (p.  16).  Si  p ante  * esset  , tum 
eo  quod  inter  p et  * est,  a dicto  , aliquod  z est  < 

a 4 (ca  ^ a);  quia  Jioc  Q — q ante  a fulti  linias  vero 


110  dimidium  est  , quod  <^a  mm  pateti 

\ itaque  punctum  p ulterius  versus  * accipiendum  fu- 
,s(  Isset.  Fit  itaque  &<;  quovis  quod  a p ipsi  * quan- 
tumvis  propissim-o  usque  ad*  est,  o vero  fit  nun- 
prj  quam.  Conseq.  •*  A-— \ e. 

jT1 1 * IX.  Sit  u tempus  quoddam  continuum  inter  % 
|ar  puncta  , et  multiplicetur  u per  factum  a factari* 
0 Ius  numerat u quarum  quivis^2^  erit  factum  tm* 
j.  merus  quoad  u. 

jj  j Respondeat  enim  cuivis  u numeri  n it,  aliquis  e 
faetoribus  dictis  ipsi  2 aequalibus , et  cuivis  re- 
spondeat alius;  atque  ab  aliquo  puncto  temporis  p 
ponatur  cogitatione  in  futurum,  2u  sub  primo  u 
ipsius^tf,  tum  sub  24o  u Ipsius  n n adjungatmr  item 

Q 


f 48  j 


erit,  et  certum  tale  q erit  (certa  quantitate 
«')]>-#',  adeoque  p ulterius  potuisset  debuisset qu< 
accipi ; nam  ultra  x'  quoque  ante  finem  tempori 
aJ+q'  responsio  semper  ita  fuisset.  Est  igitur  n 
p primum,  non  A;  ad  eo  que  x'  est  primum  talea 
quo  quidvis  sit  minus,  eo  maius  fieri  q potest 
sed  quo  (nempe  ipso  x')  q maius  fieri  nequit.  A 
neque  q^zx'  fieri  potest;  nam  dum  id  fieret,  cur 
n quantumcunque  fiat,  novum  (per  byp.)  in  cremem 
tum  capere  debeat,  postea  q>  x'  f,(er®*  v«»ntr 
plane  demonstratum).  Itaque  q x. 

Patet  bine  etiam  quantitatem  ita  decrescente! 
ut  post  decrementum  quodvis  item  novum  adv< 
niat,  nunquam  tamen  fiat  o,  limitem  babere.  Nai 
accipiatur  (in  praec.)  q pro  decremento  ipsius  b 
remanet  Q— q,  id  est  ex  Q fit  Q— <1  '<  ctuod  cr 
sccnte  q,  sine  fine  minuitur,  et  pro  limite  batn 
id  quod  inter  p et  * est ; si  vero  * nempe  extr 
mum  ipsius  Q plane  in  p sumatur  , limes  o in 
qui  in  neutro  casu  attingitur,  cum  q nunquam  Ii 
~x\  quamvis  ipsi  p dato  quovis  propius  term 

nari  queat.  , 

* VII.  Tempus  quodvts  continuum  p q gauaet 

partibus  absolute  aequalibus . JFig^i,* 

Nam  accipiatur  punctum  eius  aliquod 'o,  et  a 
nd  b inter  a et  q ; erit  aut  pa~bq,  aut  alterutru 
Sparti  alterius ; si  non  prius  sit , cogitetur  ex 
positum  iIli~quod  < altero  est,  terminetur  m . 
et  in  quovis  puncto  a p usque  in  q quaeratur:  ei 
ne  tempus  a p usque  ad  illud,  tale,  ut  si  ei— a 
iungatur,  ante  q terminetur  , vel  non  l Dicatur  p 
us  (pag.lC)  A;  patet  pa  (veluti  partem  quamt 
eius)  tale  , pq  vero  tale  non  esse ; adeoque  d£ 
in  aliquo  puncto  c aut  ultimum  A aut  primi 
non  A.  Ultimum  esse  nequit:  quia  si  ipsi  pc- 
adiungatur  , terminetur  in  6 , (cum  eatenus  an 
q terminari  debeat);  cogitetur  punctum  t>  mtei 
et  q,  et  c inter  b et  q ; erit  aut  bb;M>e,  aut  ait' 
utrum  parti  alterius;  vocetur  & illud  quod  < c 
alterum  e;  manifesto  est  pc+s<pc  + t>,  ct  p- 
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u'  +pc4*<!p<i;  adcoque  z adjuncto  ipsi  pc5  pun- 
t(P  ctum  quaestioni  respondens  ulterius  accipiendum, 
)0rji r i n c non  esset.  Est  igitur  in  c primum  non  A; 
lr“  adeoque  aut  pc+ep—pq,  aut  pc+pc;>pq;  posteri- 
mus esse  nequit;  nam  terminetur  pc+pc  in  x ; cogi- 
tetur  punctum  aliquod  s inter  q et  t , ct  qs^sv  di- 
• Aj  cantur  x , x';  erit  aut  x=xf  , aut  alterutrum  altero 
majus;  sit  x—x'+£;  erit  pc+pc^pq+x*+x'+$^ 


pq  + £+x'+x'  ( V );  atque  pe+pe- 


*x — x' 


Mn+pc — x'=pq+£;  itaque  iam  ante  c fuisset  non  A; 
idem  patet,  si  qs^sv.  Manet  igitur  pc+pe— pq 

* VIII.  Si  temporis  Q accipiatur  dimidium^  et 
cujusvis  dimidii  item  dimidium  accipiatur > ac  no- 
men  eorum  generale  sit  z%  tum  z o* 

Nam  crescente  q (in  VI  Fig.  13)  a R usque  ac! 
cr|*  9 fiet  ultimo  Q — q=o*  Quaeratur  a P incipiendo 
tofo  in  cujusvis  q puncto  extremo  (imo  ultra*  quoque 
M ubi  quodvis  punctum  tale  est , ante  quod  da- 
ntur tale  H — q in  quo  (cum  id™  o sit)^<fieri  ne- 
quit), num  z quovis  Q — q quod  antea  fuit  fieri 
possit  ? erit  ultimum  aliquod  panctum  p,  in  quo 
responsio  ita  erit  (p.  16),  SI  p ante  * esset  , tum 
eo  quod  inter  p et  * est,  a dicto  , aliquod  z est< 

a + (m  K «)>  quia  hoc  Q— q ante  a fuit;  huius  vero 

dimidium  est  -*■ — quod  <£a  csm  pateti 

itaque  punctum  p ulterius  versus  * accipiendum  fu- 
isset, Fit  itaque  z<C quovis  quod  a j*ipsi*  quan- 
tumvis propissimo  usque  ad*  est  , © vero  fit  nun- 
quam. Conseq.  z o, 

* IX,  Sit  u tempus  quoddam  continuum  inter  2 
puncta  , et  multiplicetur  u per  factum  c /actori» 
6us  numero  n,  quorum  f uivi$~2$  erit  /actum  nu- 
merus quoad  U, 

Respondeat  enim  cuivis  u numeri  n ?/,  aliquis  e 
factoribus  dictis  ipsi  2 aequalibus,  et  cuivis  re- 
spondeat alius;  atque  ab  aliquo  puncto  temporis  p 
ponatur  cogitatione  In  futurum,  2 u sub  primo  u 
ipsiusa«%  tum  sub  24o  u Ipsius  n u adjungatur  item 
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2 ?/,  et  sub  quovis  novo  u ipsius  n u ab  extremo  novis- 
sime positi  ponatur  cogitatione  in  futurum  aequale 
ei  quod  a p eousque  positum  est  (per  Ax  1)  ; ulti- 
mum u ipsius  n u adveniet  (Ax  II),  et  tum  2.  2 - - - 
2 u positum  erit.  Est  autem  quivis  numerus  quoad 
u bis  positus,  numerus  quoad  u\  adeoque  2.  2 - - - 
2 u quoque  (pag.  16.  F). 

* X.  Temporis  continui  Q quod  inter  2 puncta 
est , quaevis  portio  k certo  numero  accepta  su~ 
perat  ipsum  Q. 

Nam  quaeratur  (in  VIII.)  in  quovis  puncto  a P 
incipiendo  usque  ad  * , (imo  ultra  quoque);  num  z 
certo  dimidiationum  numero  <C  quovis  Q —q  quod 
antea  fuit,  fieri  potest?  et  hic  datur  ratiocinio  iam 
saepius  repetito  (pag.  16)  punctum  aliquod/?,  in 
quo  ultimo  ita  respondetur;  quum  prius  omnino 
ita  sit,  aliquando  vero,  si  nempe  ultra#  eatur  , 
<letur  tale  quod  antea  fuit,  nempe  dum  Q — q 

— o , quo  z nunquam  < fieri  potest.  Patet  vero 
(ut  in  VIII),  p nullibi  ante  * fieri  posse.  Itaque 

dato  quovis  h minus  fieri  certo  dimidiationum 

numero  potest,  conscq.  h > - 2 ’ seu  cum 

2.  2 2 (per  praec)  numerus  sit  (ex  gr  n)  , est 

Ji  > , acjeoque  Q < n k. 

* XI.  Tempus  continuum  T per  quemvis  inte- 
grum n dividi  potest . 

Nam  pro  quovis  n dari  tale  2. 2 - - - 2 , ut  2.2--« 

2 f/  > w w,  facile  patet,  si  cuivis  u ipsius  n u ali- 
quis (et  cuivis  alius)  factor  2 respondeat  ; sempei 
enim  accedente  novo  factore  2 , ipso  u quod  in  n t 
ponitur , majus  accedit,  et  quidem  majori,  nan 
primo  u ipsius  nu  respondet  2 u. 

Pro  n~  1 aut  2,  aut  //=2.2 2,  dictun 

iam  est  ; quaestio  de  aliis  jest.  Dividatur  T pei 
2.  2 - - - 2 > n , sitque  quotus  a , et  dicatur  d dimi- 
dium ipsius  T ; erit  nd^>  T (cum  n ad  mininum 

3 sit),  et  «a  < T 5 nam  a si  nit$  accipiatur  ex  T 
adhuc  supererunt  tot  a ,,  quo  numero  supera 
2.2  - - - 2 ipsum  Quaeratur  ad  initio  ipsius  a por 
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ro  usque  ad  finem  ipsius  nd  eundo,  in  quovis  pun- 
cto p\  num  (si  illud  tempus  quod  ab  initio  ipsius 
a usque  ad  p est  , nomine  generali  x dicaturj;  sit 
nx  < T ? erit  (pag  16)  aliquod  punctum  P in  quo 
/aut  ultimo  erit  nx  < T , aut  primo  erit  ^nou  <; 
'"IT.  Prius  esse  nequit;  nam  sit  tum  x~x';  si  n x’<^ 
iT  esset , tum  sit  nx'+b^zT  -9  dicatur  b'  quotus  ex 

f,i*p  per  2.  2 --  - 2>  n diviso,  erit  (2.2 2 b’=b')  > 

i:  \n b'  (ut  supra);  adeoque  nx'+?ib'  manifesto  est  < 

, ( nx'+b  quod  erat=T),  itaque  etiam  n(x'+b')  est 
-<  T,  adeoque  daretut  aliquod  > x\t  quod  nies  ac- 
'Iceptum  < f,  e iu  P non  esset  ultimo  nx  < T. 
j Est  igitur  in  P prima  vice  ?ix  non  T ; itaque 
Itum  nx’  aut=c:T,  aut  nx'^>  T est  ; posterius  esse 
nequit;  nam  sit  nx’ — £— T , et  denotet  b'  id  quod 
autea  , erit  nb'  item  <C  adeoque  nx' — b <C  nx' 

1 — nb' ; id  est  T (x' — b')  (uti  statim  patebit);  ct 

in  P non  esset  primum  tale  x , ut  nx  >T  sit,  nam 
antea  iam  x'~b'  tale  fnir.  Consequenter  T est. 
Enimvero  heic  quantitatum  comparatio  quoad  ae- 
u§  qualitatem  , vel  maioritatem  minoritatemvc  ita  in 
proxime  dictis  intellecta  est,  uti  (pag  43  * ) dictum 
est;  nempe  etsi  de  tempore  sermo  sit,  et  (ex  gr) 
a,  P ,y  sint  tempora  continua,  atque  a — p (pro  a, 

p,  y atque  p < a)  cum  y comparetur;  ponatur 

cogitatione  e certo  temporis  puncto  p , tempus  a in 
futurum  , et  ab  extremo  huius  dematur  e praete- 
rito tempus- -3 , sit  extremum  huius  p'  , cogite- 
turque  ex  p item  in  futurum  , tempus£=y;  atque  per 
id  quod  alterutrum  ex  gr.  y^>  oc— p est  quantitate 

q,  iutelligatur  in  dictis,  usque  ad  extremum  tem- 
poris *r±r y ex  p positi,  post  p'  tempus  q esse.  Mox 
> ct  etZT^generalitate  superiori  accipientur.  Om- 
nia dicta  vero  ad  rectam  applicari  patet. 

Quod  vero  si  n numerus  integer  sit,  cf  ^ p >£*y* 
sint,  (tempora  aut  rectae),  ^(or-fp)  ~n  a + n p fa- 
cile patet.  Nam  dum  (a+p)  accipitur  nies  , ponitur 
tam  oc  quam  p numero  eodem  necquidquam  po- 
nitur aliud.  Ita  si  accedat  3iiuiap  y «+P  dicatur  B* 
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et  inde  via  de  » ad  71+ 1 progredi  usquequo’libu* 
erit  licet* 

„ „ a + P a , p .T  . a 

Pariter = — + — • Nam  sit  — ~ u * ct 

u n n n 


L_  - „ . 


— ® ; patet  ti  in  a , et  v in  /3,  adeoque  74  et  * 

y "j"  P 

in  tt  et  P poni  nies.  Ita  ~n  Cpro  B = a+j3)  est 


y JB_  _ ^ X__*+P+£  . 

^ n n n n n 9 


et  ita 


de  n ad  72+  1 progredi  licet. 

Si  omnia  >-«va  fuerint  aeque  patet.  Si  vero  &=a 
— p sit  per  n multiplicandum,  aut  per  m dividen- 
dum; tum  e quovis  a erit  unum  j3  demendum  , a- 
deoque  si  7*ies  ponatur,  ex  /nes  a demetur  u j3  , et 

totidem  k nempe  numero  n prodibunt.  Ita  si  — 


et 


m 


— v , erit 


« — P > r 

-~r  — —u — v , et 

m tu  ? v 


•0 


— mu — mv—& — j3 , nam  mu—v* , et  ; itaque 

__ a — ~j2 a P 

**  ^ m tu  m 


Unde  (ut  prius)  ad  plura  quotvis  et  qualiavis 
progrediendo,  patet  idem  prodire;  sive  sumina  di- 
vidatur per  tu  , sive  singula  divisa  addantur  ; item 
sive  quotus  prior  per  71  multiplicetur,  sive  quoti 
singuli  multiplicati  per  /j,  addantur. 

* XII.  Si  e recta  (vel  tempore ) possint  1111  ac 
dpi  ita  ut  eo  (=0  vel  u)  supersit : e#  eodem 
(n+l)u  accipi  nequeunt . Nam  partes  quaevis  ipsi- 
us /m-l- « quocunque  ordine  post  se  invicem  posi- 
tae ex  p incipiendo  in  eodem  puncto  terminantur, 
(Y)  ; adeoque  etsi  u ponatur  me*  post  se  invicem, 
et  ad  finem  eorum  adjungatur  w ; pariter  si  (;/+l)i*i 
quoque  adesset  u , et  toties  post  se  invicem  pone- 
retur, ac^si  quod  E superesset,  postponeretur; 
manifesto  autem  (^+l)tum  u ultra  » terminatur. 
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* XIII*  Quaevis  quantitas  A ad  unicum  reduci 
potest ; ( talem  ut  in  em.)  intelligendo  , et  quae 
tam  ipsa  , quam  quaevis  portio  eius  reduci  potest, 
aequalitate  terminata  5 aut  interminata  per  lim  i- 
tem (§  0 et  8.) 

Nam  possit  (Fig  15)  tam  ad  quam  ad  ' 
reduci  ; tum  tys~nu  (pro  u < st)  est  > A;  Q).y +$t 
vero  esset  <C  A;  adeoque  n u esset  > A et  < A (con- 
tra II  o. 

* XVI.  Si  AxB;  est  etiam  A=B,  id  est  A^B' 

Nam  ponantur  partes  Htriusque  congruae  ex  P in- 
cipiendo post  se  invicem  ad  rectam  ; si  terminata 
sit  aequalitas,  manifeste  simul  terminabuntur,  cum 
quaevis  (per  praec.)  unica  reducta  gaudeat  ; si  in- 
terminata fuerit  aequalitas , tum  reducta  semper 
crescendo  , manens  tamen  certo  dato  minus , gau- 
debit limite,  et  quidem  utrique  communi.  Nam 
si  A'  in#  et  B'  in  terminaretur;  manerent  om- 
nes partes  ex  A depositae  intra  * , ipsi  tamen  quam 
propissime  euntes  ; partes  vero  ipsius  B iis  con- 
gruae semper  simul  ponerentur;  et  utrimque  dif- 
ferentia a suo  limite  quovis  dabili  u minus  fieret; 

sit  = (w  <;  st) ; differentia  partium  ex  B posi- 
tarum (cum  semper  intra#  terminentur  simul  cum 
di  partibus  congruis  ex  A positis)  ab  eius  limite  sup- 
posito *'  semper  > st  manebit  ; adeoque  cum 
haec  < u fieri  debeat  , erit  etiam  st  < u ; itaque 
cum  st  y u erat , in  uno  casu  neque  unum  u pos- 
wpset  ex  st  accipi  , in  altero  praeter  u adhuc  super- 
n\  esset.  Itaque  hoc  pacto  reducta  eodem  limite  gau- 
dent  ; quodvis  autem  ad  unicum  tantum  reduci  po« 
si  • test. 

ii  i Conversim  quoque  si  A'i:B',  etiam  A = B.  Nam 
i ex  gr  circuli  A reducendi  partibus  certis  in  rectan- 
gula  altitudinis  a ordinatis  , haec  ex  incipien- 
do post  se  invicem  junguntur;  et  si  baseos  Umes 
5)  *'*sit , pro  quovis  dato  w licet  ipsi  #'  tam  pro- 
pe ire  ex^gr  in  s , ut  rectangulum  ex  ct  et  s V sit 


jne 
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^ w,  et  etiam  quod  ex  A superest  as  sit ; si  pro 
B propius  eundum  in  t est , ut  quod  ex  eo  super* 
est  <(  co  sit,  tum  ex  A adhuc  ^ supererit ; respon- 
det vero  cuivis  parti  a usque  in  t pars  aliqua  ipsi- 
us A et  aliqua  ipsius  B^et  cuivis  alii  alia.  (IV). 

Hinc  etiam  signorum  y , , X quaevis  duo  ex- 

clusa ponunt  3tium , et  quodvis  excludit  reliqua 
duo.  Nam  si  A non  y nec  B , tum  A ' neque  ulte- 
rius neque  interius  terminatur  quam  B';  quia  si 
(ex  gr)  ulterius  terminaretur  , sit  a'  pars  ipsius  A' 

cum  B'  congrua  , erit  tum  «iB,  et  a pars  ipsius 

A erit,  quia  ei  quoque  , quod  in  A'  praetor  a'  est 

respondet  aliquid  ex  A praeter  a\  itaque  B<(  A 

esset  (contra  hyp);  ita  nec  interius  terminatur;  con- 
seq  A'  et  B'  simul  terminantur  ; adeoque 
et  inde  A UrB.  Si  A non  y necZr^B;  tum  A'  item  non 
terminatur  ulterius  quam  B';  neque  simul,  quia  tum 
A SB  esset  ; itaque  interius  terminari  debet ; adeo- 
que A'  est  pars  ipsius  B' , et  id  ex  B quod  huic 
parti  respondet,  cstZE!\  , reliquo  ipsius  B'  vero 
respondet  aliquid  ex  B , et  eo  superat  B ipsum 
A.  Ita  patet,  esse  A)>B,  si  A non  ^ necmB.  Si 
vero  AurB , tum  A non  y nec<£  B ; quia  tum  A' 
=B',  et  si  A y>  vel  ^ B esset , A'  aut  ulterius  aut 
interius  terminaretur.  Ita  si  A y B , tum  A non  ZC 
nec  < B ; quia  tunc  A'  ulterius  quam  B'  termina- 
tur , si  vero  AZETvd<CB,  tum  A' simul  aut  interi- 
us terminaretnr.  Ita  si  A<^  B,  tum  A nccZZTnec^  B 
esse  patet.  Nempe 

* XVII.  Si  A constet  ex  a,  6,  est  A !^=.a,+  bl  ( etsi 
interminata  sit  reductio)  Fig.  16.  Sit  enim  a'  in  p 
terminatum  ex  incipiendo  , et  b'  sit  p * ; si  A' 
non  in*  terminetur,  terminabitur  aut  ultra  aut  in- 
tra. Si  in  *'  terminetur ; dividatur  per  talem 

integrum  , ut  quotus  u sit  '<(p*  et  etiam  < ~7p 

transferatur  u ex  p incipiendo  usquequo  aliquod  u 
ipsum  * primo  transgrediendo  in  h terminetur;  pri- 
mum u post  p terminetur  in  erit  p£  + */*  <(  aut 
^ZlUy  quia  *A  ad  sumimmi^w  est  ; Aty  est  y a,  et 


pA  )>  h ; ponatur  p£+  * h post  * , terminetur  in  <?, 
ii  j^patet  nempe  2? i esse * *') , erit  tysy  a+b;  ita- 
nlque  cum  ty$—tyh+ii=nu  (nempe  certo  numero 
iiJijipsius  «);  est  n ti  y A (cum  A ex  a et  b constet); 
i item  nu  esset  <[  A,  si  A'  in  *'  terminaretur,  quia 
J tunc  A etiam  )>  $3/  esset.  Itaque  ex  A possent  una 
Ja  vice  plura  u quam  altera  accipi  (contra  XII).  Si  vero, 
e.  A'  intra*  terminaretur  in  /;  cx  initio  n — lti  u in  h 
{j  terminati,  pona-ur  unum  u versus  p ; patet  n ita 
H accipi  posse,  ut  hoc  inter*  et  finem  ipsius  A'  ter- 


uiiminetur  in  i\  concipiatur  demi  ex  p versus 


u 


ex  * ver« 


*P;  reliquum  ex  a erit  ; ita  dtemto 

sus  p,  reliquum  usque  ad  p ex  <5  erit  ; itaque  dem- 
to  //  ex  * versus  p , omne  ex  Q3  i cx  a et  b adeo- 
que ex  A esset  ; sit  q inter  l et  /,  aderunt  in  $3  q 
omnes  partes  ipsius  A ; et  ex  i (pro  q i—v)  plu- 
ra v accipi  poterunt,  quam  ex  Q3  q , adeoque  ex  A 
in  uno  casu  plura  quam  in  altero  accipi  poterunt 
contra  XII).  Itaque  neque  intra  neque  ultra*  ter- 
minari A'  potest,  sed  in  * terminari  debet. 

Si  plures  quotvis  certo  numero  m fuerint  partes 
ipsius  A;  tum  nominentur  a et  b una  litera  a , et 
si  B constet  ex  a,  c,  erit  B'=a '+<?';  et  ita  dc  n ad 
progrediendo,  patet  partes  componentes  re- 
ductas post  se  invicem  junctas  totum  reductum  ex- 
hibere. 

XVIII.  Posteaqkam  (in  XIII)  demonstratum  est, 
quantitatem  reducibijem  unica  reducta  gaudere;  si 
ubi  de  quantitate  sermo  in  Arithmetica  est,  sem- 
per  ut  reductae  tractentur  : patet  (ex  V)  additio- 
nis (adeoque  etiam  stibtractionis  § 14)  resultatum 
unicum  esse.  In  erim  tamen  si  quantitates  ita  uti 
.sunt,  considerentur  ; ex.gr.  sit  circulus  quadra- 
to  Q,  et  «nicirculo  c;  dubium  subvenit,  num 
etiamsi  undevis  dematur  a ex  C et  c ex  Q , resi- 
duum R ex  C sit ZZT residuo  r ex  c ? Erunt  omnino  ; 
nam  (per  praec.)  a,Jr  R'=.C',  et  c'  + r'===Q',  atque  .C' 
~Q',  et  a'^z<?  ; unde  patet  et  jf  si  ex  eodem 
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initio  ponantur,  simul  terminari,  et  inde  posita 
11'  et  r'  quoque  simul  terminari  ; itaque  R'=r',  a- 
deoque  Rmr.  Supponitur  hic  circulum,  et  reliqua 
finita  (sensu  III)  esse:  de  hoc  tamen  aliquid  hoc 
respiciens  statim  addetur. 

Si  a'=c ac  R=o  , erit  et  r ~o.  Non  tamen  ge- 
neraliter dici  potest,  si  ex  aequalibus  derutis  ae- 
qualibus , ex  uno  nihil  supersit , neque  ex  altero 
superesse  quidquam.  Ex.gr.  (Fig  3 ) a~a\  L~zl/. 
fz—fi  et  praeter  a,  6,/  nihil , praeter  f ve« 

ro  g superest : at  de  talibus  quantitatibus  in  Arith- 
metica sermo  est,  uti  (in  III ^ dictum  est;  cuius 
nulla  portio  omni  dabili  pluries  c toto  ipso  accipi 
potest.  Nempe  si  e tali  possit  u accipi  #ies,  et  su- 
persit w— o vel  <[  ex  eadem  (^+l)ies  accipi  u 
nequit.  Nam  sit  co'  id  , quod  in  priori  casu  adjici- 
endum esset,  ut  (n+  l)tum  u compleatur ; tum  e 
partibus  ipsius  ^w+co  deberet  nu+u+u'  exstrui ; 
dematur  co',  repleatur  vacuitas  eius  ex  ?*w+co  , et 
nova  vacuitas  exorta  item  e residuo  ipsius 
et  quaevis  nova  vacuitas  item  inde  expleatur  in 
infinitum  ; vacuitates  istas  explentia  sunt  partes 
ipsius  nu+  co  (ex  iis  e quibus  nu+®  constat);  ita- 
que co'  accipi  ex  A omni  dabili  pluries  posset. 

* XIX.  Adjicere  adhuc  quaedam  de  aequalitate 
terminata  liceat ; quantitatibus  Aetc , uti  sunt  (si* 
ne  reductione ) consideratis . 

Io  Si  AZEB.XC,  est  etiam  A3TB  ( aequalitatem 
Jieic  terminatam  nisi  aliud  monitum  fuerit  intel - 
ligcndo ).  Nam  constet  A ex  af  --  - u ; B ex  S, 

b' v , item  ex  j3 , JJ'  - - - vf;  et  C ex  c , c'  * - - 

ac  a~b  , a’~b\  - - - et  n~v , atque  , 

et  v'—t  (accento  iam  non  sensu  XV I et  sequ. 

accepto).  Fiat  initium  cum  p , progrediendo  usque 
ad  e';  est  p aut  aliquod  ipsorum  b , b'  - --e,  aut 
constat  ex  aliquo  vel  aliquibus  , aut  simul  etiam 
(vel  tantum)  portione  vel  portionibus  eorundem; 
cuivis  tali  autem  , quod  aut  aliquod  ipsorum  b , 

b' v aut  portio  alicuius  eorum  est,  respondet 

aliquod  ipsorum  a,  a'---  u9  aut  in  casu  posterior* 
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aliqua  porlio  alicnjus  ipsorundem  absolute  aequa - 
lis.  Uaque  si  c in  illas  portiones  discerptum  cogi- 
tetur, quum  c — ]3  sit,  cuivis  earum  datur  in  A ab- 
solute aequalis.  Pariter  c' ~ |3'  consideraio  , ipsi  c\ 
ant  portionibus  ejus  omnibus  reperientur  in  A ab- 
solute aequales,  et  quidem  eum  «prioribus  nullam 
portionem  communem  habentes  ; nam  si  aliqua  por- 
lio bis  occurreret , tum  a,  a' portionem  haberent 

communem  '(contra  IVj.  Ifa  percurrendo  singula 
e,  c ---  t et  /3,  j3'  - - - e',  ubi  ad  t a deo  que  ad  «'per- 
ventum est,  atque  ex  C nil  superest,  neque  ex  it 
supererit  CXVU!),  adeoque  neque  ex  A.  Conseq. 
-A^rC  aequalitate  terminata. 

* ^°-  ^ — Q > et  portio  quaevis  p ipsius  P 

dematur  underis , atque  portio  quaevis  q ipsius  Q 
dematur , et  p — q / erunt  illa  quae  ex  P e#  Q re- 
manent, aequalitate  terminata  aeaualia.  (Fig.17). 

Nam  dicatur  P'  id  quod  superest  ex  P praeter 
p,  et  Q'  iri  quod  praeter  q ex  Q est,  et  sit  p'  id 
quod  congruentibus  P et  Q ipsi  p ex  Q congruit  , 
et  q'  Jd  quod  tum  ex  P ipsi  q congruit;  et  dica- 
tur fl  complexus  omnis  ejus,  quod  praeter  p et  g‘ 
cx  P est,  et  R'  complexus  omnis  , quod  ex  Q prae- 
ter q et  p est.  Aut  habebunt  p et  q'  portionem  a* 
Jiquam  communem  , aut  non. 

L Si  non  habeant  (Fig.  17.  I)  manifeste  con- 
stat P'  ex  R et  q'  (nam  P constat  ex  p,  q'  R),  et 
ex  }}  et,  p' atque  R = R' , et  q' = p';  adeoque 
R»  ex  1 exstrui  potest,  q'  ex  P'  in  p' , et  R in  R' 
positis.  Imo  aequalitas  absoluta  restituitur  inter  re- 
sidua; si  in  Q',  in  Jocum  demti  q ponatur  item 
ex  Q'  exemtum  p';  aut  in  P'  in  Jocum  demti  p po- 
natur  item  ex  P'  exemtum  q\ 

II.  Si  vero  p et  rj'  in  P portionem  commu- 
nem  habeant:  tum  si  pars  communis  dematur,  re- 
sidua ex  P et  Q erunt  abs.  aequalia;  (itaque  id 
tantum  quaeritur  , num  cx  p et  q remaneant  aequ. 
terminata  aequalia.  Quaestio  igitur  huc  redit. 

■Si  (Fig.  ] 7,  18)  A = B , et  pars  K ipsius  A cum 
parte  k ipsius  B ("ut  in  figura  trium  prima)  coin- 

H 
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cidat:  id  quod  ex  A praeter  K est,  ei  quod  ex  B 
praeter  k est,  aequ.  terminata  aequale  est. 

Dicatur  enim  quaevis  pars  ipsius  illi  parti 
ipsius  K respondens , cum  qua  tunc  congruit  ; po- 
naturque  A super  B,  ut  congruant;  atque  id  ex  A, 
quod  praeter  K est , et  nunc  in  k cadit  , dicatur 
K',  id  ex  A vero  quod  nunc  extra  K et  k cadit , 
sit  A';  ita  id  ex  B quod  praeter  k est,  et  nunc  in 
K Cadit  sit  k\  id  ex  B vero  quod  nunc  extra  k et 
K cadit  , sit  B';  atque  id  ex  k quod  nunc  cum  K/ 
coincidit  , sit  b , et  id  . ex  K quod  nunc  cum  k' 
coincidit  , sit  a ; atque  id  ex  K quod  praeter  a est 
sit  K",  et  id  ex  k quod  praeter  b est,  sit  k". 

Dematurque  a ex  K , et  ei  respondens  a ' ex 
ac  ponatur  k*  quod  sub  a erat,  in  Jocum  demti 
a'  (juxta  I ) ; atque  residuis  ex  A,  B,  K",  k",  b,  (re- 
stituta per  I aequalitate  abs.),  generaliter 
dictis  , post  quamvis  operationem  ? si  quid  u ex  k' 
(migrante  in  B semper  eo  ex  k9  quod  extra  b 
cadit),  sub  cadat,  dematur  ex  $ illud  a,  quod 
supra  u cadit , et  e complexu  ipsorum  6 et  i de- 
matur a'  ipsi  a ex  k respondens  , ponaturque  u in 
jocum  demti  a'  f juxta  I),  continuando  , donec  mit- 
ium u sub  ^ cadat.  Erit  residuum  ex  A abs.  ae- 
quale residuo  ex  B,  atque  ex  A nonnisi  per  par- 
tes resectum  K , ex  B vero  demtum  k erit. 

Nempe  K constat  ex  K"  et  ex  a supra  k ' ca- 
dente ; k constat  ex  k,f  et  ex  b sub  K'  cadente;  A 
constat  ex  K',.K",  a , A',  et  B constat  ex  k' , k'\b  , B'. 

Ii"  et  k " (ita  j?  et  F)  coincidunt.  Nam  nullum 
punctum  ipsius  K"  extra  k"  cadit;  nam  illud  in  B 
cadens  , in  k'  vel  b aut  B'  caderet ; in  k!  vero  non 
cadit,  quia  k'  extra  K"  est,  in  b ndn  , quia  b cum 
K'  coincidens  extra  Ii"  est  , nec  in  B',  quia  hoc 
extra  K et  k est.  Pariter  nullum  punctum  ipsius 
k”  extra  K"  cadit;  idemque  ad  j?  et  t applicatur. 

Hinc  bzna ; nam  K =£.  KzrKH®,  et  k—k" 
>5,  et  K"  et  A"  coincidunt. 

Semper  residuum  illud  u ex  k\  quod  ex  b pro- 
minet, migrat  in  B : nempe  si  quod  u ex  # extra 
f,  cadat  , illud  sub  $ cadet,  quia  ex  k nonnisi 
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et  t superest,  i vero  cum  5?  coincidit;  atque  hoc 
novam  demtionem  parit.  Si  vero  nullum  u extra 
b cadat;  tum  jam  totum  k'  in  b positnin  (in  loca 
demtorum)  erit,  necquidquam  ex  parte  b idsius  k 
supererit;  quia  scmper  aliae  partes  aliis  respon- 
dentes demtae  sunt,  et  k'~b.  Eritquc  residuum  ex 
k nonnisi  6,  adeoque  residuum  ex  K erit  j?;  nam  i 
et  j?  coincident , nisi  utrumque  o sit;  neque  ex  K 
majus  vel  minus  residuum  quam  ex  h est.  Conse- 
qu.  etsi  utrumque  o sit,  ex  abs.  aequalibus  demta, 
abs.  aequalia  relinquent,  In  fig.  allata  patet. 

Si  vero  supponatur;  quotvis  operationibus  ha- 
ud unquam  evenire,  ut  nullum  u extra  b cadat  : 
tum  quodvis  u sub  K"  cadet,  adeoque  nisi  u (re- 
siduum  ex  k')  / — * o,  fieret  K'  /^-\  00  : atque  tum 
etiam  residuum  v ex  (bzzik')  o;  nempe  si  u di- 
catur, quod  sub  cadit  , k'  demto  u sub  b cadit, 
atque  ex  b dabili  quovis  minus  supererit.  Dari  i- 
1 gitur  oportet,  in  concreto  partem  certam  ipsius 
l adeoque  ipsius  «,  item  ei  ex  k respondentem  par- 
tem ipsius  b , quae  semper  minuerentur;  sed  hae 
n partes  fper  I.)  demi  possunt;  et  tum  necessario  ma- 
jus demitur  , quam  per  operationes  numero  aliquo 
factas  relinquitur.  Unde  quivis  casus  ad  operatio- 
num numerum  finitum  reduci  potest. 

XX.  Ut  resultatum  multiplicationis  divisio * 
tiisgue  unicum  esse  probetur , de  proportione  quae - 
A dam,  et  prius  fractionum  commensurabilium  pri- 
maria referenda  sunt. 

‘ Imo.  In  22)  2(3)tum  ipsius  C,  solet  per — g-o 


ni 

m 

oc 

IIS 

i" 

•fl‘. 

ii 


2 

et  si  C=1  sit , per  —j-  exprimi  , quod  signum 

quoti  erat . Est  nempe  valor  uterque  aequalis.  Sit 
enimC=***  A , 

item  C=*  * * ; ponetur  J , (nempe  tot  * quot  C) , 
in  illis  C toties,  in  quot  partes  C partitum  est;  ita- 
que * ; et  idem  prodit,  C per  3 partiendo 

et  2 partes  ejusmodi  sumendo. 

H * 
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p. 


Jet  etiam  (p.  3G)  idem  prodire,  si  C per  2 — 


2C 


multiplicetur.  Est  igitur  2(3)ium  ipsius  C=  3 
'-r~.  C Vocantur  (§22)- — - et  termini  fractionis  ; 

o iiu  q ' 

prior  numerator , posterior  denominator  audit.  Sint 
prius  termini  integri . 


2do.  Si  numerator  per  integrum’  multiplicetur , 
valor  novus  priore  toties  evadet  major ; si  divi- 
datur, toties  minor  fiet  ; denominator  mulli - I 
p licetur , toties  minor , si  dividatur  toties  major 


fiet:  si  vero  terminus  ut  er  que  per  eundem  inte- 
grum multiplicetur , uterque  per  eundem  di - 
vidatur , vulor  non  mutatur . 


Nam  valor  prior  ipsius 


c erat  =:*  * , quia 


si  , isoc  2ies  accipitur;  si  vero  pro  2 pona* 

tur  5.2,  tum  5 . 2ies,  *■  , idest  5ies  * * accipietur. 

...  52 

H inc  vicissim  patet,  si  ipsius  -y—  numerator  per 

5 dividatur,  valorem  fieri  5ies  minorem;  (de  ca- 
su, ubi  quotus  haud  integer  est,  inferius), 

I * * # * 

Sit  item  C==  ) *— # * * * * ; et  sit  ; patet 
{ * * * * 


C . 

- — * esse,  quum  * in  quovis#  ponatur  5ies,  aneo- 

que  in  toto  ponatur  3 . 5ies  ; accipiuntur 

vero  tales  tot,  quot  prius;  itaque  valor  novus  erit 
£ , qui  in  priore  * =-£  £ £ £ £ ponitur  5ies  . Unde 
etiam  evidens  est,  quod  si  et  numerator  per  5 mul- 
tiplicetur, adeoque  5.2  tales  partes  accipiantur,  va- 
lor £ ,5ies  positus,  valorem  primum  restituat;  adeoque 

5.2  2 

5~“  = -y~'5  itemque  aequale  prodeat,  tam  5 . 2 quam 

5.3  per  5 divisis ; solo  denominature  3.5  per  5 

diviso  autem  fiat  y-  majus  5ies  ipso  — — - • 

3tio.  Regula  liinc  etiam  f ractiones  ad  denomina - 
torem  eundem  reducendi  sequens  finit.  Cujusvisi 
fractionis  terminus  uterque  per  factum  e reliqua- 


rum  denorainatoribus  omnium  multiplicetur  : pro- 
dibit enim  ita  (per  praec.)  cuivis  aequalis  *,  nam 
factum  ex  integris  manifesto  integer  est  ; denomi- 
nator quoque  idem  erit,  nam  eosdem  factores  quot- 
vis  quocunque  ordine  factum  idem  dare  mox  de- 
monstrabitur. 

Patet  etiam  fractionum  ad  denominat  orem  eun- 
dem reductorum , illam  esse  maiorem , cuius  nu- 
merator maior  est. 


40  Si  — . C per  - - multiplicandum  sit  ; erit 


4 2 

Qfacto  x dicto)  1—  5 = 4 w ; — 


C—5v,  &=4v; 


itaque  v prius  reperiendum  et  factum  est  4tf.  Ex  2° 

est  n • c==w’  ^u,a  fc=5-5  .-3==5t’’ et  57*  • c = 

4r.  Unde  factum  numeratorum  per  factum  deno- 
minatorum divisum,  factum  est;  quod  item  4{5)tmn 
2(3)ii  ipsius  C,  adeoqu e fractionem  fractionis  es- 
se manifestum  est. 

Unde  si  . C in  fractionem  ipsius  b mutari  de- 
leat, et  C sit=  * . i;  erit  2(3)tuin  ipsius  C;  (seu 
4(5) ti  ipsius  b 5 multiplicando  per  =| —^b. 


5o  Hinc  etiam  si 


er— ^ dividi  debeat  \ erit 

2 . JL—- 2 • 5 XI  4 2.5  4.2.5/  v \ 

-3  ‘ T— 4*  Nam  5'  • 3T4  = 573T4^erIJraeC)> 

quod  dividendo  per  5 et  4 terminum  utrum  que 
(per  2o  ) = 


60  Unde  etiam  in  casu  terminorum  non  inte- 
grorum, fractionem  quotum  esse  sequitur.  Sit  enim 
B~  * A=  •*  * • —etiam  5i? , et  C=4r?  adco- 
que  B ipsius  C dicatur  2(3)  4(5)tum  (§22);  sit  * — 


f * * * * 

9 adcoquc  *z=z*  * « * • 


et 
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quia  ponitur  5ies  in  A;  itaque  illud*  , quod  in 
continetur  4.3ies , in  B=  * continetur  2. 5ies 
(uti  2 superiores  lineae  ostendunt).  Reducetur  ita- 
que fractio  huiusmodi  quoque  ad  formam  priorem , 
si  numerorum  extremorum  factum  per  factum  me- 

2 C 

3 

diorum  dividatur;  quod  = ? — • est. 


70  Hinc  etiam  ad  qualemvis  den ominatorem 
aut  numeratorem  datum  reduci  fractio  potest\  va* 

lore  immutato . Sit  datus  denominator  — - ; est 


m 


2n 

_3//i 

71 

m 


-~~  = “v  . Sit  — numerator  datus;'  est 

3 /na  o ni 


n 

m 
'Zri 
2 riz 


Itaque—  , per  datam  fractionem  , si 


2nm 2 -r , n 

" $71171  3 * tli 

numerator  quaeratur , multiplicari ? si  denomi- 
nator , dividi  debet, 

n 

771 


80  Patet  etiam , quod  si  numerator  sit  — , de- 

771 

nominator  -p-  , et  uterque  per  ~ multiplicetur,  vel 
uterque  per~  dividatur  (literis  nunc  integros  de- 
notantibus); prodire  in  casu  priore  t p~ 
in  [posteriore  utrumque  (termi- 


nis per  rs  divisis)  = ^ nempe  fractioni  priori). 

Reliqua  de  fractionibus  in  Arithmetica  specialiori 
dicentur. 


XXL  De  resultato  multiplicationis  unico  iam 
disquirendum  , at  prius  de  possibilitate  mensura - 
tionis  et  proportionalis  4t &e  agendum  est. 

'Sint  A,B  rectae  (aut  tempora),  et  n sit  integer, 


atque  — sit=?/;Ierit  A^nu  , B vero  aut— aut 

n a 


K 
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<ant>  « ; fn  primo  casu  est  B = 1«  , in  2do  est 
B=ro  w+(“  <«),  in  3if0  datur  talis  integer  M,(X) 
ut  Mu  >-  B sit  ; itaque  cum  1 u non  sit  > B , datur 
1 primus  integer  ab  M incipiendo  versus  1 talis  m 
ul  mu  non>B;  itaque  mu  aut=B,  aut  Bsfiw»;* 
+ («<«).  Datur  porro  (per  VIII)  taiis  2.  2---2 

~~n,  ut  sit  n,  <~2  5 sit  u~~^r  ; erit  tum  A~ 
n ?/  u 

^r~  — ji  n u ; sit  B — m'  u1  + w'  ; erit  nempe 


= mn'u' , et  quia  «'<  ‘f-,  ipsi  mn'  ad 

minimum  2 accedunt;  estque  af  aut  o,  ant  non;  si 
non,  repetatur  eadem  operatio,  ut  prodeat  «"< 

~2~*  el  f*at  m"u"+  (»"■<«");  continuando  idem 
* semper  porro,  si  semper  superfuerit  aliquid  ; mani* 

. festo  u / — v o ; nam  co'  quod  primo  superest,  est 

< ■«'  < 2 , ita  “"< ~2~ , adeoque<-~-  ’ et  ila 

I Porro  ’ Ut<^2.2 2 suPersit.  Hinc  cum  hoc  da- 

to qnovis  < esse  possit,  mu  B ; nempe  — B 
t-K  o*  Patet  etiam  B—(m'u'+to'=m"u"+a>"--)  esae 
<(«*+!)«,  adeoque  «V,  m'V'<  sed 

r jaV>ffl!(,  m"u"  > m'u'  V ; unde  m'~^r 


)■ 

ri 

ai, 

:r, 

,ut 


ita  m"  < (m+l)?/?  et  ita  porro  ; adeoque  ~>7 

i?i>r 

V1  ^ 1 1 se<i  »»'  ^>mu,  u, 

i m'  , m"  m' 

adeoque  >/»,  n„  > ^ret  ita  porro;  sunt 


autem 


m'  m" 
~ttr’  l?7 


fractiones , perquas  Semper 


idem  « multiplicatur,  ut  »«V,  tn"u" 
quod  statiui  applicabitur. 


- - - prodeant, 
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XXIT.  Io.  Dari  hinc  4tam  proportionalem  patet 
sic  s si  B cum  A commensurabilis  sit ; tum  A—  «a, 

B = otm;  adeo  que  (pro—  =v)  erit  4ta  proportiona- 
lis D ~mv.  Si  vero  B cum  A incommensurabilis 
sit;  erit  A , B=»»«+(“  < a),  et  pro  L nv , 

quaeritur  tale  D^wr+CK®)  i ut  M).  N °/i 
adeoque  mu  /• — \ B , et  mv  D*  Accipiatur  ,(c 

7Tb 

praec.)  i»V,  tum«f»V'-~i  erit  (inde)  »V=  «> 


atque^->«t,  et  idem  <*»+U  itaque  crevit 

prius  mv  manendo  -<(«»+ 1)»  : fl110  continuato  pa- 
tet (VI)  limitem  dari ; cum  mv  semper  crescat  (per 
praec.)  , maneatque  primo  (w+l>  mmus 

2°  Verum  etsi  non  constaret  tn  ima?ine  sequ. 
A —nu.  B=»»m+£o,  C = »*,  D— i»»+X,esse  “<«, 
et  \<c  i dummodo  » , A 'p  « , nunquam  e B />/«- 
ra  u quam  v ex  D accipi  possunt. 

Nam  sit  B = (»+l>+C«'<«)?  ct  D=^+  > 
— a /ubi  cofcsit,  si  v & , «t  >-  si  * ~ est)  , tunc 
(m+  l)tum  « ex  oi  est  (adeoque  et  »'  * est  si  « *, 
L si  i);  cum  «,  ^ o,  decrescat  .namque  ct 
fiat  w"<V,  etx'<a;  erit  tunc  A=  N«t  J— +(» 
<V}.  C=NV,  D = Mt»'+(V<a);  quod  si  B ipsum 
u pluries  contineat,  quam  D ipsum  e,  fieri  nequit; 

* flM  flV  , 

nam  7iu=Hu't  adeoque  u1—  -jjp  > ; erit- 

que  A=^  , 

<V);  et  hinc  manifesto -jj-  continetur  in  B ad 
minimum  N(m+l)ies,  et  plane  M«ies  praeter  »" 
<»';  quapropter  M«  necessario  > N (»*+l).  Itaque 
M nv  ...  N(»+l> 


+ V>  (ffl 


ii.l  711 7 * » / v, ‘ 

tum  D=Mo'+A'=-n-  + >•  > N 
+ t)v  + (V<«)  esse  deberet,  contra  liypothesin;  eral 
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enim  Drr:  (m  + l)e — a.  Nimirum  cum  coy'  <co'sit, 
si  exgr.  (pro  ?/,  co',  >£vis),  et  co"  ^ sit;  tum  ex  B 
praeter  «"  maius  quam  praeter  co'  superest  ; si  ve- 
ro co"HHSit,  tum  -5—* adhuc > esse  debet,  ut  immi- 

Biitum=(m+l)«+cttf  prodeat.  Neque  vero  (w+  l)v 
(m+l)«?+  (X'<  a)  esse  potest;  nam  si  a si- 
mul cum  v >J<  est,  erit  X'  aut  aut  i-t;  si  >{<,  tum 
si  cx  ( m+l)v  dematur  <x , manebit  minus  quam 
si  idem  augeatur ; si  vero  X'  sit,  tum  si  ex  (m+  l)v 
dematur  < a , maius  manebit  , quam  si  totum  oo 
dematur.  Si  vero  v cum  a ^nsit,  erit  >-<(#&+  l)v  iff  <r 
K **(m+  l)«?  >{<  X',  et  etiam  < ~ (m+)lv  **  X', 

Nec  si  co,  X simul  =0  sint , potest  B pluries  con- 

• A C 

linere  , quam  D ipsum  Nam  sit  mu 


N * 


M/* 


erit  »1 


= erit  ^ sit  D=:MV  _ w 

_MV  M 'n  M n , „ 

’ J^r  y itaque  = adeoque  M'=M.  ^ 

Hinc  etiam  patet;  quod  si  nu—\+zmu—vel  /— ■\ 
B,  nvzzzC  ,*i^mv—vel  / — \D  (signorum  —vel 
item  + vei — eodem  pro  B et  D accepto);  tum  A —nu, 
B=ir mu  + (co^zo  vel  ^ , C=^^;D=:i^m27  + (X=0 

vel  K «0  (in  expressione  ipsorum  B,D  post  co,  X, 
signorum  = , <(  idem  in  utroque  accipiendo)  ; itaque 
A,B,  C,  D,  si  ita  sit,  in  proportione  sunt.  Nam  tum 
casus  praecedens  locum  iiabet;  atque  inde  sequitur 
pro  quovis  n , si  A,  C in  n partes  aequales  «/,  v par - 
tita  sint , neutrum  ipsorum  B,  D pluries  suam  quam 
alterum  continere , uti  ex  hoc  sequitur  imago»  su- 
perior; adeo  ut  et  harum  quaevis,  definitio  pro- 
portionis esse  possit,  (affectionibus  ^ et  ^ poste- 
riori quoque  adnexis).  Neque  autem  posterius  lo- 
cum habere  potest,  si  aliquod  ipsorum  co  , X sit^o, 
alterum  non;  quia  tum  posset,  si  ca  non  0 , et  X 
sit , u'  per  partitionem  ipsius  u accipi  <(  co , et 
litum  plura  u'  acciperentur  ex  B quam  v'  ex  L>. 
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Itaque  in  proportione  2 priora  et  2 posttrio 

ra  sunt  simul  commensurabilia  vel  simul  incom- 
mensurabilia. 

XXIII;  Est  etiam  proportionalis  4u  unica , (e#  | 
aepto  si  Xma  ei  aliqua  reliquarum  sit  o).  Nam  sint 
duae  imagines;  (in  quibus  w,  X,  co',  o 9 pro 

A cum  B incommensurabili);  A ~nu,  'B—mu+w 
"C ~nv\  D— + et  A — q/,  C=N#^ 

MV+X*;  est  tunc  mu+ea— Mw'— co'  (nempe  B 
— B)—  d ; sed  co — a/  (si  21011=0),  dato  quovis  mi- 
'ims  fieri  posse  manifestum  est,  sive  destruat  eo'  ex 
live  augeat;  itaque  eSfc  aut— o3  aut  omni  dabili 


u 


minus  adeo  que  (pro  quovis  integro  Jz)  ~ fieri  po.- 


W 


seu 


.Icat;  itaque  mu. — -jj*-  id  est 

(Nm — M«)  * , , . y/  „ Nm— M/i 

— ^ " • w..  (si  non  sit  o)  .^T^adeoque— * — 

fieri  potest;  nam  si— vel  > esset,  time  «t- 

i fi 


(Nm— MtO  ’ . v 

tam  v — — m— vel  p 


u 


iam 


(Nm — M??) 

N 


h 

.v  (seu  mv — Mt?') 

& 


esset.  Est  igitur  <et° 


1 v v- 
~aT  r 


'e 

ad  coque  mv  + X~  Mv'*— X'  •<(  — - +X — X' ; seu  D— D* 

I , „ - 

K]  -fX— X',  quod  item  ad  limitem  o tendere  statim 

ostendetur.  Conseq.  D nec  y nec  <(  D';  adeoque  D 

= D;.  Si  vero  A cum  B commensurabile  sit  , tunc 

etiam  D cum  G commensurabile  est ; (per  praec)  ; 

adeoque  etsi  prodeat  D zzzmv , et  D'— Me';  erit  B 

Af%  . ' M n u i M n M n v 

^-5  adeoque  3 consequ--^- 

s=Mtr'  — mv.  Patet  liinc  etiam,  multiplicationis 
pro  certo  multiplicando  et  certo  multiplicatore  , 


non 


C er  ) 

resultatum  unicum  esse  (§.2S.)  cum  loco  Imo 
o sed  1 sit. 

XXIVt  Unum  adbite  do  pronordnnp  fin?  » 
tialins  tractanda)  addere  libe£  3ie  eleinflp6* 
tio  Euclidea  (unum  plurimorum,  quae  IJoratii 
verba  Graja  ingenium  dedit - probant)silentio  pra“ 
tercatur.  Etsi  alus  verbis  referat , A E f n / 
proportione  esse  dicit  Euclides  si  nJ  -t  . 
integris  N,  M.  sit  NA=MB  riNfeSS  SK^Sl? 

» NOMD,  NA<MB,  si  NC<MD  >M8> 
Conceptum  hunc  (exclusis  oppositis  et  0)  cum 
t§.29.)  dato,  acqmvalentem  esse  (pag.  n o„N 
batur  sic.  Sit  imago  Euclidea  / et  d 20 'i  £ 
sit  Demonstratur  per  i nor  i / C 2' ''  data 

rf»*- »»» /.  »»•>«  o4 1/.  1TAS.52  r/ 

Vis  poni  alterum.  1 5 1 er 

.1°  1 P°>"tur  per  i.  Est  i sequens  ; (TXlPaut 

A— C~«r , D = J.  ....  *1L 

»«+(«<«),  C=uv,  D~mv+?xJ,\  rT"Wi  BZ= 
us,  si  N#a=M«»  tum  JV« — u...  0-  Quoad  pn- 

, si>  vel  < sit  nro~  2 ad<!°,^ue 

que  erit.  A mannesto  idem  utriu- 

In  imagine  posteriori,  erit  NA  vel>vei  <vej 

--MB;  quaeritur,  num  inter  NC  et  MD  ouoaue 
idem  signum  erit  ? quoque 

oi.  NA.  <TMB  ;sit  d excessus  ipsius  MB  saner 

z\:::  rfl»  ?“  ¥r- 

monstrabitur  stalim)  V M » J-  \ ^ <le' 

demto  rf  ab  una  parte  et  M J ’ ?■  I?ro 

mmur  , inde  mtnus  remanebit.  Si  vero  tunc  Nn# 
sit,  erit  N«<M«,  adeooue  N»r<£' 
(pio  illis  »,»»,«,  r,  pro  quibus  M «<rf  factum"  est). 

+ MX  “icTes*  NC  adeoque  ctiam<Mw» 

J * 
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M u d fieri  queat  , erit  tunc  Nm/ > M/rcw+M?/ ; J 
et  hinc  N n^>  M(m+ 1)  ; adeo  que  > M(m+  l)i7,  • 
conseq.  NC>MD,  quia  D <(///+ 1)^. 

Si  vero  NA=MB  , tum  NC  non  est  >►  nec<MD.  fi 
Nam  si>aut<!,  tum  et  NA>vel<MB  esset. 

2°.  Per  non  i poni  non  /,  patet  sic:  casus  ipsi- 
us non  i sunt  sequ.  nu , mu , nv,  mvtrh^  vel  mu 
+ (»  <C  u ) ; nv , mv  i?  A (ita  ut  A constans  maneat, 

<o  vero  / — \ ,o).  Quoad  casum  primum  dantur  talia 
N,  M (nempe  m , //),  ut  mnu=nmu  , sed  mnv  non 

— 7i  mv  dr  nh . 

In  casu  posteriori;  si — 4 sit,  est  mnu^nmu 
+ ; sed  m?w^>mnv — ?/4.  Si  vero  +4  sit,  acci* 

piatur  y/i +1  pro  N,  et  n pro  M;  erit  (m+l)nu 
id  est  mnu-\-nu  nmu-\-n  w ; sed  mnv-\-nv 
+ //4,  nam  est,  et  v<Hh  fieri  potest. 

' XNV.  ]0.  Si  w / — ' o ; //ro  quovis  integro  4,  c/- 
4w  a— \ o.  Nam  tum  pro  quovis  ;aintegro  N, 

fit  co  -<  ; idem  de  singulis  w usque  ad  4tum  va- 

let ; adeoque  etiam  summa  omnium  co  est  < sum- 
ma omnium  respondentium  nempe 

et  cum  N utvis  augere  liceat,  si  in  locum  eius 

1 4 I 

ponatur  AN,  fietco-<  — . etAw-<(-—  = — ).HinC 
etiam  si  a^n  integri  fuerint,  et  — < 4 maneat  ; 


n 


a 


a ' 


tum  quoque  —^-co  A— n o.  Nam  sit  »*+/( pro 
i integro  et  f fractione  vera);  est  i+f<Z  4 ; itaque 
0’+/)  w <C  4 w.  Ita  si  -~—f  sit,  aut  etiam 


etiam 


n 

o'  b 1 

— o?  / — \ o.  Unde  si  novus  factor eius- 

Jl  n 


modi  (uti  ■— -)accedat,  et/  — o)  nominetur  X; 

n ^ it 


. \ 


‘13 


IO 


Ufi 
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et  item  de  quotvis  ad  uno  plures  progrediendo  , 
manifesto  , e qnotvis  eiusmodi  factoribus  factum 
o 3 si  aliquis  a—n  o . 

20.  Si  tam  w quam  X a— a o;  etiam  w X/ — , o 

t 1 i 

(nisi  o)  ±7  X—o  sit).  Nam  tum  w ^ — - et  X < 4 
fleri  potest  : itaque  aut  destruet  alterutrum  ex  altc- 
xo,  et  evadet  minus,  aut  summa  manebit  K ? et 
si  ipsi  N (ut  antea)  substituatur  2N ; fiet  eadem 

✓(.,  2 . _L 

' ,2N  ‘ N V 

Notandum  vero  per  quantitatem,  quae  A— ■>  o,  ct 
saepius  omni  dabili  minor  fieri  dicitur  ^ minime 
omni  dabili  minorem  intelligi , sed  taleni  quae  si 
detur  quaevis  a,  liac  minor  fieri  potest.  Omni  da- 
fcili  minor  quantitas  non  existit;  cum  si  expers  es- 
set  , continuo  minus  non  esset;  si  continuum,  por- 
tio eius  adhuc  minor  esset.  Aliud  est  GO  (§.  21). 

,Si  w X dicatur  et  x A-^  o ; eodem  mo- 
do patet  , quod  % x a-*>  o ; unde  ulterius  (mo- 
do de  n ad  1 progrediendo)  quotvis  numero  cer- 
to fuerint  ad  limitem  o tendentes,  eorum  summa 
quoque  r — \ o. 

3o-  Si  x a , et  y a— \ fi  . tum  x £"  y A — n 1 
Nam  sit  et  y-\*\~b  ; tum  «,  X 

A— , atque  «+^=S^+w+^  + X ; ubi  (per  praec.) 
6j  + Xa^>0.  itaque  differentia  ipsius  x+y  ab  a+b 
fieri  omni  dabili  minor  potest.  Pariter  (ut  in  pracc.) 
progrediendo , patet  quotvis  quantitatum  {certo 
numero)  ad  limitem  tendentium  summam , ad 
summam  limitum  tendere . 

40.  Si  x — y=c:(co=vel  o),  et  x a— \ a>  atque  y 

^ b ^ tum  «=6.  Nam  sit  «=£  + a;  est  « — x 
‘/ — v adeoque  b+ a — .ta— s o;  et  (quia  x~y 
+ »),  6 + a — # — i*>  A— \ o;  quod  fieri  nequit,  nisi 
a=vel  /. — no;  nam  £ — y ^0,  adeoque  etiam 
6 — y — w a— n o , quia  et  « A-*-\  o5  et  si  b — y di- 
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catur  % % etiam  X w A s o (per2do).  Idem  patefa 

o , et  idem , si  &~a. 

5o*  Si  p y q , et  A-~\  © ; etiam  ® — & 

— ^ o , (et  .r— £ /— v o).  Nam  ^ ^p—q. 

6q:  Si  i»  integer  sit  , et  «a— \ OO : tum  n~rl- 


si  «D 


Iri 


n 


1.  Nam  differentia  ipsius  1 ab  n ^ est 

n n 

quod  a— n o . Patet  loco  ! quodvis  finitum  a po„ 

ni  posse:  nam  accipiatur  integer  h a , et  pona. 

r . . £?*+^  2jL~h?iJr k 1 

tur  & pro  ent  1 — —7—  — ? — ^2 — ■ „ 

^ m kn  fol  n 


71 

7o-  Ita  L Nam  differentia  ipsius  1 ab 

n 71^  1 — n ~ 1 , „ 

^+1  est  ffuod  «•  Patet  eu 

iam  (ut  in  praec.)  quod  V — \ 1« 

S0.  Si  ^ constans  sit,  et  integer  9 / — v Qo,  at» 

r+1  . . , ra 

que  a,y  — ; tum  ^ — — A-*-s  o ( per  5 )., 

9 9 — 

XT  r + 1 ra  f a \ . . 

Nam  “ — - . a—  — * — +7  a-*a  o a Hinc  etiam  (per 

9*  (Jr 

4)  si  ^ A-A,  es  , — A-^v  P 5 est  ct—  J3. 

<y 


9o.  Ordo  factorum  no?i  mutat  factum.  Sint pri«> 
as  factores  integri.  De  duobus  demonstratum  es t; 
unde  yia  de  n ad  n + 1 ad  quotvis  assurgere  licet 
modo  sequ.  Si  constet  de  numero  71  integrorum 
et  accedat  novus  e , qui  sit  claritatis  gra- 
tia =3  ; erit  loco  lo  aut  e aut  alia  litera  *,  sit  pri- 
us e loco  lo.  Erit  abcde~eabcd  (multiplicati- 
onem a dextra  sinistrorsum  peragendo);  sit  enim 
'uhcd~^%  erit  eabcd^zzSP  , de  velro=  ed=2d=ddr  d 
+ d ; et  multiplicando  per  sequens  cr,- 'prodibunt 
3 eiusmodt  imagines  5 quarum  lina  solum  fuisset  * 
si  e non  adfuisset  ; et  idem  continuando  usque  ad  as 


V 
(i 

si 

n 

e 

3i 

d 

ei 

] 

it 

d 

«j 

es 

se 

V 

P 

vel 


ei 

cu 

a\i 

sil 


« 

o' 

n 

m 

11$ 

iis 

sin 

}[ 

ubi 
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jpr adibunt  a l c *£+ a l c d + a h c d~  3 P ; prodit  autem 
{ per  byp)  P ex  abed  quocunque  ordine  ; itaque 
si  factor  (ft+l)tqs  primum  vel  ultimum  locum  te- 
neat, utcunque  permutentur  ceteri  , factum  idem 
est.  Sit  iam  quaevis  alia  cx  gr.  c loco  primo  / re- 
liquae numero  n , utvis  dispositae,  idem  factum 
dant,  ac  si  e loco  ultimo  esset  ; erit  igitur  factum 
et  tum  31% 


lino  utcunque  discerpta  factorum  imagine  , factum 
idem  est.  Sit  ex  gr.  ab~^  ede  — [ 3;  est  a j3  f— 
ubedej \ Ponatur  enim  a ad  finem;  erit  cdefazzbd. 
efab  (multiplicationem  item  a dextra  incipiendo); 
est  vero  ede fa  % c d ef ; ita  afcde~of}2  zz  afif;  inde 
semper  ad  uno  plura  concludendo  patet,  quicun* 
que  e factoribus  post  se  invicem  pOnantur  , ut  boo 
pacto  novi  factores  a,  p exoriantur,  vel  omnes 
vel  aliqui,  et  hos  utvis  dispositos  factum  idem  dare. 

Verum  etiamsi  non  fuerint  integri \ fartum  idem 
erit . Sint  prius  2 factores  &,  Aut  est  utcrque 
cum  unitate  commensurabilis , aut  non;  si  non, 
aut  unus  tantum,  aut  neuter  est.  Mensuratis  quoad  1, 

af 

sit  in  casu  Imo,  (pro  a\  b\  n integris)  azz  b~ 

IS  a'  b3  1 

— , ia  2do  c=  ~ , &=  +{#<  “),  in  Stio  c*= 

a +(«{-),  { = - H (t  <-i)  ; et  eomtru- 

n n n n 

antur  schemata  (§,23.  ) pro  2 posterioribus  ; (pri- 
jus  enim  ex  ( XX.  3o  4o  ) etiam  liquet).  Sit  pri- 
us 6 multiplicator , deia  multiplicandus,  et  ?i  y u 

I 


sint  in  singulis  4 casibus  n 


> n 5 


m vero  sit  i'  ubi 


a 


b (et  d ubi  a)  multiplicator  est  , v autem  sit  ~ 
ubi  ^ ubi  5)  multiplicandus  est.  Erit(per  § 28») 
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n . I 


-=i  l'-±- 
« » » 


71 . a 


71 


b*.  a 

■a  j "~r  A-*"\  o „ a 


71 


w.JL 

71 


71*  b T 

a;  — ~b 

9 n 


a',  b 


n . 1 £'.  I . T 7i . a 

■=i,  “=«i 


5 71 

b'.  a 


~ a . b 


71 


n 


n 

a'\L 

5 


« 

71  - b 

n 


6.a 


t a\  b 
o , — 


n 


a . b 


Est  vero  (substitutis  valoribus)  ^ ~ ^ ^ in 


6'  «'  — a’,  b'  * t \zzz 
2 prionbus=  — ( — *+■  ) 

-r  nn  K <»*»  *• 


a!t 


b1  _ 

— ■+•  ^ ’ — , in  2 po- 

sterioribus  autem  est=^'.  4 — — )« — a*(~^-  + — ); 


m 


7i7i  n nn  7i 

b'z — a't  , . <$' 

/T  7T 5 UDl  — manent  integro  quodam 

minora;  secus  enim  «,  i continerent  unitatem  omni 

dabili  pluries ; (est  nempe  a’  + ( * = vel 


71 


o);  itaque  differentia  utraque/ — v o (Jmo.  2 do)  , 
conseq.  (4to.)  2 priora  facta  sunt  aequalia , ct 
pariter  2 posteriora. 

iTi  . b'  a — 

Est  etiam  , — — / — N 0 . 

7i  n7i  9 

V (d__  , * \ , 

nn  n 'i  acteoque  pro  a incommensurabili 


quia  — 


A 

Cff 


differentia  ^ quia  (ut  antea)  - <(  inte- 


,^?ane^  z vero  A — \ o ; itaque  differen- 
(,mo0>  aut  ~o  pro  z —o  ; conseq.  (per 

^t0*^  7iu  Ve*  7 s ab  ; atque  factum  aut 
aut  huius  limes  unicus  (XXIII.)  est. 

a ^ a'\i  ct/  ^e  quotvis  ad  uno  plura  progredi- 

ab  - - • etiamsi  no- 


endo;  si  & . 

7i  7i n — vei 


j 


sit  y;  erit  -r-'=vel/ — v y , et 
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vus  h accedat,  (retinendo  modum  demonstratio- 

a'b'  --  - g'h'  , i 

t\is)  erit  — — = vel  o - - - g n.  IV  am 

' n n - - - n n 

a'1/...g'  dicatur  a,  et  n?i  •-  ~n  sit  p,  et  ab---g 

a h'  j 

n — —vel  -n  yn. 

P n 4 

Si  a!b'  • ~ • g*  aliter  ordinentur,  manifesto  etiam 
a dextra  literae  eiusdem  nominis  eodem  ordine  va- 
lebunt; et  cum  factores  integri  utvis  permutati  fa- 
ctum idem  dent;  yatet  factores  quotvis  (etsi  omnes 
incommensurabiles  sint)  quoctmque  ordine  factum 
idem  dare . Interim  factum  e commensurabili  et 
incommensurabili  incommensurabile,  ex  incommen- 
surabilibus vero  et  commensurabile  et  incommen- 

(surabile  esse  posse  facile  patet;  ex  gr.  inferius  [X2. 
X^ 2—2 , et  |X3  . [X 2—\/ 6 , et  [X2  5 X ^ > XG  in- 
Ni  commensurabilia  esse  mox  dicetur. 

10mo  Sed  a ( excepto  si  o sit)  cum  nullo  factore 
b + c (pro  c Jioii  o)  factum  illi , quod  cum  b pro- 

b'  a 

ducit<=^\Q  efficit.  Nam  in  schemate  Imo  pro  — = vel 

7t 

* a c * 

ab , prodiret  b\  — +b\—^  — vel  a--\  ab 


n 


br 


Crescit  vero sine  fine,  manens  tamen  certo  in* 

i 71  J 

b1  c 

tegro  minus  (ut  in  9),  adeoque  • . gaudet  limite 

71 

hf  b*  c 

(VI.)  ; sit  is  /;  erit  (per  XXV.2.)  *—  + 


n 


n 


vel  + / vero  non  est  o;  nam 

non  fit  quovis  dabili  minus. 


Vc 


n 


crescit , 


H 


mo. 


Si  vel 


a, 


et  y 


b ; tum  *y 


;rei 
ii  nfl 


A-*“\  ab.  Nam  sit  x~a+My  + atque  (ut 

in  9no)  eo  sit=r—  + r,  + s,  adeoque  x—  v ) 


n 


n 


fb,m\-  Xr\ 

+£+r  , J+t+s;  ubi  cum 


o. 
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ponatur  p / — v o pro  s+r  , et  q pro  t+s ; 

et  construantur  schemata  (ut  in  praec);  a"  pro  a'  + w' 
et  pro  b'  + V ponendo;  erit  pro  quibusvis  certis 
valoribus  ipsorum  a*,  y,  et  ipsorum  n^m^uyv  vices 


iua!\  ; o subeuntibus. 
' ' n n 


n . 1 , 1 n V 

~ =1>  tt  ^ * ; '~n==y* 

a'V 


a"  y 

n 


TT1  . a V rtU  N , . 

Ubi  item  — ~ — / — e praec)  o ; nam  substw 

tutis  valoribus,  erit  hoc =(«'+&/)  r ~ 

' nn  n 

a'b'  _a'\‘  . ,,£'+*/>>  , , . ^ q 

~ ~ nn  +t0  +(«'+»0  — ubi  manifesto 

■>  atque  manet  ( ut  in  praec. ^ 

< certo  integro , q vero  /— n o ita  etiam  “ o 

n 

X1 

dum  a-/-— \ a,  nam  tum  w/— ■ > o;  ita  /— . 0 

n » 

dum  y/— n 6;  eritque  differentia  (XXV, 1,2.)  /— s 0. 
conseq  etiam  xy  (seu  per  praec  y x)  /w\  ab*. 
nempe  pro  dato  quovis  integro  N,  potest  tale  as 

V->  n accipi,  ut  al—xy ■<  -Jj-  sit. 

Si  a=«,  tum  a—o , et  idem  patet.  Unde  etiam 
de  quotvis  ad  uno  plura  (ut  supra)  progrediendo ; 
evidens  fit,  quotvis  factorum  ad  limites  tenden- 
tium , facti  limitem  esse  factum  limitum. 

1 2tno>  Si  A per  B dividendum  sit,  erit  quotus 
q unicus  ( excepto  si  divisor  o sit~)\  et  B,  at- 
que A=By,  et  . B =A  , item  - = A . • 

J»  q q 
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Mensuretur  enim  A per  B , sifque  — — v , et 

m 

nt=vel/— \ A , ac  construatur  schema  (§  28.}-,  erit 

1 B V 

(pro  integris,  et  u—  3 «?=—  y 


m . 1 


=1 


rc . 1 


m • B 


% e 


—vel/ — > y;  — — B 


» . B 


m 


—vel 


A;  ubi  q dari  constat  ex  (XXII.jj,  et  patet 

A A 

ex  (§  27.),  esse  q=  , et  B^A,  et—  =B  ; ne- 
que B cum  ullo  factore  alio  factum  A efficit,  etsi 
foco  2<Jo  stet  (10.);  item  cum  idem  q per  B mul- 
tiplicatum, sit=A,  est  (in  casu  incommensurabi- 

litatis  quoque)-^— .B=A. 

A A I 

Quod  vero  — B sit=  * — , patet  sic.  Mensu- 
sr  q ' 

retur  1 per  yet  sit  /-— \ 1;  erit  scliema  seq. 

i w q 
q 5 n 

nempe  loco  2do  quotus  ex  1 per  q diviso  prodit; 

multiplicetur  iam  A per  — ; erit 

1 n . A M . A . _ f_A  ? 
q •>  n * n q 

ma  _ 


n • 1 


n 


~1 


M.  1 


7T  ^ 


M.  <7 

2>  n 


71.  1 M . 

n 7 


| 


' n 

=B);  erat  enim  superius  A=B?,  adeoque 


n 


MBy 


sed 


M? 


/'— *N  1 ; conseq 


n 5 n * ' -i  u 

B (II.).  Patet  etiam  B:Aesse= 


B 


MA 

n ) 
A 


- = !•• 
q B 

I3mo.  Si  muz zr  vel  a—-\  B,  et  ?iu—A  , atque  mv 
/s— "s  X)  , et  nvzrz  C;  A:B  = C:D  adeo- 

que  proportio  ita  designari ’ si  B.:.  A=Q  sit, 

K * 
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B per  AQ , et  D per  CQ  exprimi  poterit,  Conver « 
sim  quoque  si  A : B— C : D,  aut  B=AQ  et  D=CQ; 
proportio  est. 

Nam  mensurato  A per  B,  construatur  schema 
divisionis  (pro  A:B~q  , et  pro  B : A=zQ= 
in  praec). 

m . 1 , n . 1 m . B n.  B 4 I . 

=!  , — / — * y;  — B,  ---  /— n A; 


n 


n •!_ 
m 


1, 


Nempe 


m 
m . 1 

n 

n B 


m 


^ n.  A _ 

Q : =A, 


( nmu  \ , ^co  , 

V —=««)+—  (pro  B =£/»«+«), 


m 


m 


m 

m . A 

/i  ' n 

71 U) 

m 


B; 


(i 


ubi  item  — - manet  *<  certo  integro  (ut  supra),  sa 


7/1 


vero  adeoque  et 


na 


o(XXV.L).  Est  igitur  in 


hoc  casu  q~A  : B , et  idem  q prodit  pro  C :D, 
cum  (ut  antea)  q unicum  sit.  Si  co=o  sit,  tum 

/i  A C 

pro  / — s erit  = , et  q—  — = = • 

Conversim  quoque,  si  A:B  = ^=C:D;  propor* 
tio  est.  Nam  si  q loco  2do  stet , schema  prius  esse 

debet;  ubi  patet  esse  m — B,*1  ^=vel  A— n A{ 


m 


m 


adeoque  mu'~  B , Wssvel  A (pro  u~ 


m 


ita  pro  C 5 D,  prodit  mv’— D,  et  nxf — vel 


D 


(pro  «/=  - \ 


m 


Patet  etiam  e schemate  2do;  quod  si  proportio 
sit  , Q sit  quotus  ex  B per  A,  et  pariter  ex  D per 
C divisis  ; atque  B=AQ , Dt=CQ.  Conversim  si 
B=A$  sit , schema  posterius  esse  debet  ; pariter 

si  D=CQ  ;”adeoquc  cum  sit  A~U  ^ 


vel 


n 


/i 
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, A n «C  n m C . _ 

' B ; =C  , et  “ =vel  a—n  D;  propor- 


n 


tio  est. 

Si  q Joco  3tio  stet ; tum  quoque  factorem  alte- 
rum eundem  esse  oportet.  (10). 

14o  Si  x > a,  y et  nec  y nec  £ — 0 . 


tum 


x 

y 


x 


a 


V 


. Nam  denotationibus 


(11.)  retentis,  construantur  schemata  divisi 
quotis  A,B,  C,  D pro 


onum 


a x a x - . . , 

v -9  -7-  - -5 dictis. Ent 

b b *>  y y 


h\\  _ o'.JL  b\  b a'.  b 

6'  ’ b'  Ar  b'  =&>  ~i / 


a 


i'.  1 

a".  I 

_ &’•  6 T 

a".  6 

b,=l-> 

1?  / — ' 

B?  y — i j 

/ — < 

X 

b"— 1 > 
'ii- ! 

b"—1  > 

a'.  1 

r h"‘ v , . 

a',  y 

b"  ' 

a".  1 

v<~ y \ 
n b"'Jf  , 

b" 
a”,  y 
b" 

A-~\ 

a 

b"  ' 

^5  4" — y ■> 

A—\ 

x 

a".  1 
n 

b'+\’ 

n 


+ p = 


«'+ 


£0 


+ y ; inde  dum  x 


Nempe  (in  limo)  erat  x= 
b”.  1 , 

+P  i et  y~  — + q~ 

certum  (omnino  determinatum  aliquod)  cum  ei  re- 
spondente y dividitur,  juxta  integros  b",  a"  con- 
strui schema  potest  , pro  ?i^tn^uyv  accipiendo  b'\ 

«"  5 ~~b' 

le  nullo  alio  modo  prodire  potest  ( 10.  ).  Si  vero 
in  aliqua  linea  alicubi=loco  / — ' est , in  tota  linea 
=est  (p.  65),  et  tum  quoque  facile  patet.  Consi- 
derentur singularum  ad  limitem  B,  vel  C vel  D 

tendentium,  differentiae  (ab  ^ quod  A— ^ A= 
necnon  eorum  quae  ad  «,  x tendere  dicuntur,  dif- 


r,p  quod  vero  semel  prodit,  ei  inaequa- 


( 78  ) 


«'  5 a'  ,JL 


fercntiae  ab  o,  v.  Est  j,  — x . b 


(X-  + JL)= 


-f  — _ cuius  differentia  ab  (a—  — + *)  est  *•—  .. 
tf  5 ^ n ' 61 


«'f 


ir  ' J}  f/  t 

quod  ' ©(ut  supra).  Ita  est^— =(a'+»')(^,+^r) 
=(— — ) -p-  ^ ,W  ) cuius  differentia  ab.r  ^ — ' o, 

\ n h 


DII 


quia  })>  t n o,e t manet  certo  finito  minus, (se- 


b' 


. / « -r  co  \ f V i ,\  . . , 

cus  enimv^- — — ■/?) :( — * =6— jf)  quovis  integro 
/i  n 

maius  fieret,  ct  hoc  ab  eo  omni  dabili  pluries  coii- 

N T a’ij  a'(b'+V)  . a'  q . ,.r 

tineretur).  Ita  ^ , cuius  dif- 

, , ar  , x a!  q 

ferentia  ab  («=  -—-+»)  est  s—  ,7,  .0ubi  item 


[es 


pe 


y,  * / — \ 0 , et  (ut  prius)  manet  integro  quo 


dam  minus,  adeoque  differentia  (ut supra) 

t . % 1 \ j 1 1 a / 


a"y  __  («'+  w')/  A'  + X' 


Atque  demum  = V^q.~%/(  ~ + ?),  cuius  djf- 


• 1 /•  «'+«*  . N »'+£»'  , . Jli 

ferentia  ab  (a--z  — + /> ) est  /> — 6r+\' ' ^,Un 


fl/  + W' 


ka 


item  o,  et  manet  (ut  prius)  integro 

quodam  minus.  Consequenter  tendentiae  4 torum  a A 511 
limitem  rite  positae,  et  A,  B,  C,  D quoti  et  qui- 
dem unici  sunt  ( 10.  ) exceptione  ibidem  facta. 
Sunt  autom  A,  B,  C,  D aequalia.  Nam  (pro  a , p , 

A,  h o)  est \A=  -jr  4* a,  ~~y-  + P,  L 


+/»,  D=  ?[ir  + ft atque  D— A 


a 


a'+ 


4P 


V+\'  + * 
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a * trfh—dW 

H'  K—  t)\b'+\r) 


nU  b 


. ©'  V 
•> 


o? 


, „ V „ a' 

lum  x r — ' ay  ac  yr — n ^^T^r  Vero  et  ^rjp^r  ma* 

let  < certo  integro;  itaque  differentia  ista  >—">  o, 
juia  et  a a^->o;  pariter  quotorum  ceterorum  li- 


iiites  ipsi  -y  esse  aequales  patet. 

*XXVI.  In  praec.  schem.  Imo,  divisor  b non  erat 
>;  si  tamen  y non  sit  quidem  o sed/^-\  o ; mani- 
festo quotus  omni  dabili  maior  fier : ponatur  nem- 

)e  in  sch.  3tio  cx  y fieri  fiet  ==  ; ita- 

~ - b"  no 


a 


n o 

f 


pie  ex  a ' fiet  na\  et  ex  fiet  -y  , quod  si  n 

00  * fiet  omni  dabili  maius.  Et  hinc  sensu 

p.  38)  fit  — =G0  . 
o 

Ita  si  y crescat , fiatque  ny  ex  y;  fiet  ^ ex 
ac  et  loco  2do  quod  A— \ o, 

1 n a-^  CO  ;et  7ib".  — i 5 atque  — “ ~o , sensu 


p.38). 

Posset  quidem  definitio  ita  extendi  , ut  omnia 
iaec,  aliaque  comprehendantur;  si  quid  elegantiae 
implici  labem  aliquam  adferre  deposceret. 

Quaestio  alia  est  ; si  tam  x quam  y /^m\  o . num 
x t ’ 1 

~ limite  et  quonam  gaudeat  l Ex  gr  sit  x~  — et 

. I • i x w+ 1 , 

t - -T“T’  est  , quod  !1  si  n a-~\ , 

t/  n ^ 8 ? 


X) , quamvis  tunc  A-~\  o.  Etiam  tunc 


( so  : 


x 


quidem  verum  est , limitem  ipsius  - — esse  quoto 

y 


limitum  aequalem;  in  quantum — cuilibet (§  32); 


sed  quisnam  sit  valorum  innumerabilium  quae- 
situs, infra  dicetur.  De  casu  tantum  maximi  mo- 


menti speciali , ubi 


x . 


o 


1 , aliquid  heic 


y o 

praevie  addere  libet. 

* X*&VI1.  Si  lege  certa  simul  variatorum  u,u\  tr, 
e',  j f, /'  plura  occurrant,  simultanea  intelligantur , 
et  maioritas  sensu  (2r21.)  accipiatur. 


mo 


Si 


f* 


u 


1 , id  est  pro  quovis  utvis  mag» 


no  N dentur  talia  u\  ut  1 sit  < ~~  jtum 

et  u — u <^  ^inc  si  n — ^fdi- 


u 


N 


catur  eo , datur  os  < , et  tum  No3<«',  atque 


N 


U 


tl 


1;  etiam  1.  Erat  enim 


2do  Si 

u 

?/— adeoque  7/==^'+w  et  u'~u — w ; itaque 
u9  — &)  _ 

— —i=  . Sed  «'>N eo,  ita- 


' u — w u ' 

_ et 


u 


que  tt'+w>(N — l)w,  (etsi  w et  &'oppossita  essem). 

Consequenter  — - — < -r-  * v est,  et  cum  N utvil 
«'-i-co  IS — 1 


augere  liceat, 


u 


u 


3tio  Si  co'  pro  dato  quovis  N potest  < — fieri 


u 


ac 


u 


1;  tunc  etiam 


f/+w' 


u 


1.  Nam 


« + w1 


V-fa  + o'  w4-m' 

; unde  subtracto  I,  manet  ; sed 

u 


u'  0 fex  Imo),  et  «'  •<  .4.  , adeoque-—-  < 
r+  * u'  ^ ^uod  CP*  7 3)  o;  nam  “ 


° ’ *~r  1 ; conseq.  (p.  69)  ^r~~ 

U 


4to.  Hinc  (per  2do ) etiam  — ^ Jmo 


si  et  X < -I-,  fieri  potest;  etiam  ~~~  /— > l fper 
praec.). 


«'+31 


5t0.  Si-J-A-*  l,4c-^  i;  etiam  4^ 


«'+o* 


v 1.  Nam  dicatur*;  erit  J1±I^'+ »+*/+* 

«'+*>'  «'+#' 


unde  subtracto  1,  manet  £t*,;  scd  «<-2-  ita* 

& nr  v IM 

(ex  Imo)  potest;  et  hinc  ^ 

+ * ):  («'+»'),  id  est<(~i±l,=  -V  )fieri  po- 
test.  Si  vero  de  m eiusmodi  quotis  c valet  ? valett 


etiam  de  m+ 1.  Sit  enim  (w+l)tus  -^7.  et 
quod  ex  m quotis  prodiit;  tum  quoquej^^, 


6to.  Si  A-v  1,  ac  ~r  A-V  1 ; etiam 


«T 


f/or 


v^M.Nam  ~ 

«V 


f/  ^ f/4*  Jv 


«*V 


L 


unde  subtracto  9 , manet 

05  A 
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051’'  + f/A+  «A 


’ <*uod 


05 

o;  nam 


7<V 


A-~\ 


® . h 

u'  7)k 


o (ex  lmo)?ita 


JL.  ^o,  adcoque  et-J  + “p~+  '5?^  o(p.  73). 

Et  bic  (ut:  in  praec.)  dc  m ad  m+1  progredien- 
do , patet  quoteunque  quotorum  ad  limitem  ten- 
dentium factum,  ad  limitem  1 tendere. 


7kxlq*  Si 


fi 


u 


7 ' 


1,  ac 


* 1.  Nam  tunc  etiam 


nu 

u'v 


1 4 etiam 


u . 

l,conseq.~>--\  1 


XXVII 1.  Saepe  quotus  formae  * ~|*r77.  occurr^« 

sive  plnres  sive  pauciores  fuerint  superius  literaO 
quam  inferius  , et  sive  omnes  commensurabiles  fue- 
rint , sive  non5  utcunque  discerptis  permutatisque 
lactoribus  superius  inferiusve  , quotus  idem  pro- 


_ abe 

u! 

Nam  ai  (pro  integris 

a'sy 

P ^ «■ (— 

uP)>  (p.  73),  ita 


£ 

n 


a 

i «» 

n 


A— \ tnm  w/J ' 

- et'|3f/. 

a6c’ 


' » * n n • »»  ' /»  ^ » **  f 

y n n ' nnn  ffnn  * — «Ac 

nempe  tot  w prodibunt  ut  factores  superius,  quot 
inferius,  iis  qui  sub  literis  inferioribus  sunt  5 sU- 
pra,  et  iis  qui  sub  superioribus  sunt,  infra  caden- 
tibus ; atque  litcrae  superiores  accento  insignitae  con- 
stituunt dividendum,  inferiores  divisorem/  adeoque 


( S3  ) 

titcunque  discerpantur  /prodibit  quoto  ad  limitem 
dictum  tendenti  aequale.  Idem  ad  quotvis  extendi 
patet. 

At  quaeritur ; quidsi  integrorum  dictorum  qui- 
libet aliquo  signorum  +, — afficiantur  ? 

— ot'  <*' 

Imo*  — gaudet  limite  * yo  ; nam  si  — 


n 


n 


non  a— -\  o. 


?i  ~ - n 

2do.  a',  i3'?/--  - quocunque  signo  afficiatur  quod- 
vis eorum  ; quovis  ordine  , signum  facti  idem  pro- 
dibit. Nam  quae  signo  4*  gaudent,  factum  reliquo- 
rum non  mutant,  quocunque  illa  inserantur;  itaque 
nonnisi  de  — quaeritur;  si  numero  pari  adsit, 
cum  reliqui  utcunque  misceantur,  signum  non  mu- 
tent; erit  factum  idem,  quam  si  post  omnia+  po- 
nerentur  omnia — , ita  si  praeter  signo  + gaudentia 
maneant  signo — gaudentia  numero  inpari. 

3tio.  In  tali  quoto  vero  , (qui  sit  ex  gr.  — , ita 
si  + sit  patet)  erunt  quoti  dicti,  (factores  partiales 
novi)  aut  aliqui  signo  — gaudentes,  aut  non;  in 
casu  primo  , erunt  hi  aut  numero  pari  aut  impari; 
fit  vero  lioc  quoties  dividendi  divisorisque  signa 
contraria  sunt  ; si  hoc  numero  pari  sit  T facium  di- 
videndorum illorum,  et  factum  divisorum  illis  res- 
pondentium signo  eodem  gaudebunt;  nam  ubi  di- 
videndus + habet,  divisor  — habere  debet , et  ubi 
is  +,  hic  — habet,  ut  quotus  — habeat  ; adcoque  si 
+ sit  numero  w,  et  — numero  tn'  superius,  erit  — 
numero  m,  et  + numero  m'  inferius;  et  si  m par 
sit,  etiam  m1  par,  si  m impar,  etiam  m'  impar  es- 
se debet,  (ut  numerus  eorum  par  prodeat);  si  m 
par  sit,  factum  et  supra  et  infra  + habebit  , si 
impar  sit,  factum  superius  ex  m'  prodibit — , m re- 
nens— etiam  per  m,  infra  pariter  ex  m (impari) 
prodibit  — , manens  per  m*.  Signum  quoti  vero,  ex 
his  quotis  tanquam  factoribus  prodeuntis,  per  fa- 
tores  reliquos  signo  + gaudentes  relinquitur;  uti  er. 
iain  signum  facti  e dividendis  , cum  signo  facti  e 


L * 


i 
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divisoribus  manet  idem ; (nam  in  quovis  reli- 
quorum supra  et  infra  signum  idem  est) ; atque 
adeo  factum  superius  primum  per  factum  inferius 
primum  divisum  daret  + (contra  byp);  quamobrem 
quoti  dicti  (ut  factores  partiales)  signo — gaudentes, 
numero  pari  esse  nequeunt;  sunt  igitur  numero 
impari,  et  tum  etiam  hoc  pacto  signum  — prodit, 
Ilcliqua  pariter  patent. 

XXIX.  Quod  {pag  43.)  potentia  possibilis  sit , 
sive  commensurabile  sit  q sive  non , et  sive  sive 
hn;  patet  sic. 

ot  . . 0 . aaaa 

luo.  Si  q integer  sit;  erit  ex  gr.  arzz  aa9  si  


aa 


AAA 


4-2 


= — (seu  aazz  A);  et  dicitur(per  def)  a 61  =A, 

A A 


3-2 


A 4-2 


atque  azzi/ A ( seu  brevius  y/ A)  ; ita  a — A 
j.  m 

zzif  A.  Ita  pro  m integro  >f<,  est  A=A  m 


m 


si  am  —H.  Est  etiam 

b b™ 


Si  vero  a~  — ; tum  am  —-~pg  ; nam  tum 


c v " cm 

adeoque  tam  b superius,  quam  c inferius  (per  praec.) 


ponitur  wie«.  Est  etiam  conversim  \/ 


m 

m 6*l_j/b"h 


— nam  ( — ) = 

C 9 v c 


m 


bm 


m 

\Z*m 


Qtn, 


2do  Si  = AA~5  a^e0(Iue  «=A;  tum  a 3~2  = A 


AAA 


3-2 


et[/a~a.  Patet  autem  quotcunque  fa- 
ctores sive  ad  sinistram  sive  ad  dextram  adnecti 
posse,  dummodo  tam  superius  quam  inferius  nu- 
mero eodem  sint- 


( 85  ) 


AAA  1 2-4 

= AX  5 (scu  ^=Ah  t»m  «3-2 


9-2 

« . «.  na — AAA  , , 4N  “ ~ 

3tio,  S1  (seu  1==^)?  tulIi  U~~L  =1=«° 

o 

et  adeoque  quantitati  cuilibet. 

aa  _ 

^t0’  1 aaaa  AA 

—2  | 

= A =a— 2>  et  p/A==a  (per  def.)  ; et  — ^ ? 

1 

2 2 1 

adeoque  (per  Imo)  est  i/k^za\  nempe  a— 1T~ 
— 2 A 

l/A. 

c.  ««««  aaaaa  , ...  x 

»i  vero  — , (seu  aa^=AAA) ; tum 


aa 


4-2 


2 _ 

o—  3 


k o a * o _ «et  AAAAA 

« =A  = a 5et^A=a.  Ita  si  ~~Xa  , 


2-4 


— 2 


— 2 
~3 


(seu  ^r=A3);  est  a5~2=A=a3  , et  j/Ama. 

5to  Sed  quaeritur,  num  detur  tale  A,  ut  aa  — 
AAA  ? nempe  num  pro  quovis  >{«  K et  quovis  in- 
tegro m detur  tale  k , ut  =K  ? Si  K=o  sit,  tum 
patet  ow  =K  esse.  Si  non;  tum  datur  tale  *,  ut  zm 
<K,  et  tale  Z,  ut  Zm^>  K sit;  nam  accipiatur 

talis  integer  n , ut  — <K,  erit  (—  = — jn  o 


quod  < — ~<K  est;  item  pro  integro  N>K,  est 

itaque  (pag  16)  datur  (Fig.  16)  a 
p incipiendo  quantitate  usque  ad  IS’  > K crescente, 
punctum  aliquod  *,  intra  quod  quidvis  tale  est  , 
ut  id  quod  a p eousque  est,  ad  m elevatum  sit 
< K ; eritque  in  * aut puliimum  iule  , aut  primum 


( «6  ) 


non  tale.  Dicatur  x'  id  quod  a p usque  in  * est , 
erit  intra  * quidvis— r'~ «,  et  ultra  * quidvis=*' 
+ 03  (pro  x',  w,  >J<vis  )•  bi  <d  /—'"v  o;  tum  x i"co  / — 
adeoque  (x'i?v> )(#'—“)  (p.  73),  et  (ariTco) 

v x,m\  atque  cum  x'+co  ultra  * sit,  est  (x'+u)m 

aut=aut>K.  Hinc  in  «non  erit  ultimum  itale, 
neque  primum  non  tale ; nam  si  ultimum  esset,  sit 

x"u=K £;  si  primum  non  tale  esset,  sit  x'm  — K 

+ c (pro  b,  c constantibus  f{ivis  );  erit  (cum  statim 
demonstretur,  crescente  factore  crescere  factum, 
nisi  factor  aliquis  o sit)  , (_x'+ai)m'>-x'"l^>^x''  sj)  » 
sit  illud  = K+(X=o  vel  cuidam  »£)  , et  (x'—u>)m 
=K— X' ; adeoque  si  x'm=K—b,  erit  (aZ+w)"1 

x'm—  K+X — (K — b)  — X + i ; quod  non/ >0, 

cum  utrumquet^et  b constans  sit.  Si  vero  a?’  K+c, 
tum  K+c—  (K— X')=  c+X',  quUod 

pariter  non  / — s o.  l$st  igitur  xjrn  neque  > neque 
<K,  adeoque  ipsi  K.  aequalis  est. 


fesl 

ius 


6to.  Quod  crescente  factore , crescat  factum , 
adeoque  maius  ad  idem  m elevatum  fiat  maius  ; ^ 

uatct  inde;  quod  si  manente  multiplicando  a,  sit 

r ■■  N d 


r m 1 ^ . m+1 

prius  multiplicator  — +(p=vel<  ~ dem  ^ 

+ (p'=;yel<  — );  erit  factum  i,n  casu  primo<(wt+ 1) 


— in  posteriore  vero  ==  vel  maius ; patet  vero  , 


IV 

quod  si  B;>A  fuerit,  mensurato  quoad  1 utroque^ 
poterit  1 per  talem  integrum  n dividi,  ut  ~~^~in  ® , 


saltem  uno  pluries  contineatur  ; alioquin  si  A 


m 


n 


+ (, P < — ^ et  C = m—  +(/>'  < — et  n /-"\  00, 
* n n n 

p^p'  5 et  A=B.  Si  etiam  a crescat,  mani- 

- - * - 
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f 

festo  adhuc  magis  crescet  factum.  Unrlc  patet , ma- 
i ius  ad  exponentem  integrum  elevatum  dare  maius. 
Ast  etiamsi  exponens  crescat,  maius  prodit. 

4 _5_ 

Sit  enim  »3  et  «3  (denomiriatore  exponentium  pri- 
us eodem);  erit  schema  (per  praec.) 

ii(  a.  . a . a • a et  a .a  * a . a . a 
| xxx  . xxx  i 2\a\r  . xxx  xxx  i ### . xxx . ### . 
in  nempe  quodvis  a=x.x.x , et  prima  # accipiendo, 

n, 

71  ferit  xxxx—a?  * et  xxxxx^=*a?  ; ubi  patet  unum 
jfl  factorem  # accedere;  adeoque  si  #•>!,  maius 
, prodire  ; sed  x nonnisi  tunc  fractio  vera  est  , si  a 
1 talis  sit,  quia  si  x fractio  vera  est,  etiam  xxx 
9 tali &i  et  adhuc  minor  erit. 

| PoSsunt  Vero  exponentes  (iit  fraCtidnes)  ad  de- 
nominationem eandem  reduci  valore  t minutato . 
U(  ^ 

Sit  euim  « 3 rr#,  nempe  aa=xxx\  erit  a 3,6 
iam=x;  nam  tuma2,5  = ^'5  , quia  a2*5  = 

i,  i 

aa  • j # aa  — — 

xxx  . xxx  . xxx  . xxx  . xxx  • nempe  a4  ponitur  5ies 
adeoque  * ponitur  3.  5iea. 

n fnri 

Hinc  etiam  (pro  integris  n^m  est  un  m ax  —a 
lj  Numeros  2,  3,  5 scilicet  quorumcunque  integrorum 
thyorum  vices  subire  manifestum  est. 
ij  7mo.  Sit  prius  a >£,  et  (pro  integris  >{<vis  n,m)  si  t 

iJf  — A-*\  nempe  i— mu  , q~m/+(o>  C u^) . et 
at 


erit  crescente  sine  fine,  (pro  a^>l) 

h\i \ 

a m >•  am  ( per 

Tzfl 


praecedentia);  et 

m 


D 

a j 

semper 


i atque  a 


fiat  fc'  ex  et  m f ex  m\  redii- 


m 


M 
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nmi  mn* 

cendo  ad  denominationem  eandem,  erit  ani/n,<^amnit 


nam  ntn'  mn\  Crescit  igitur  valor  A ipsius  a 

nj-l  71 


n 

m 


sine  fine,  manens  tamen<Cprimo  a771,  itaque  a 


n 


tendit  ad  limitem  aliquem  B,  dum  — ^ adeo« 


m 


que  (per  def.)  est  B —aq,  et  a—\/ B. 

n 

Si  a—  1 , manifesto  am  semper~l  erit;  nam 

m 

= 1,  et(/ 1=1,  quia  lm  = 1;  et  A non  /— sed 

71 

est=B=l  , et  cum  an  semper^B^,  atque— a— \ q\ 
est  fper  def. ) acl  — B , id  est  1?  =1. 


n 


Si  vero  a<i  1 sit  ; tunc  crescente-'-  decrescet 
9 vi 


n 


am  ; nam  si  a fractio  vera  sit,  crescente  n decre- 
scet an  , atque  (ut  antea  ad  denominationem  ean- 


tnm 


dem  reducendo),  erit  amn'<am  n et  X < 

, ^ ii r n 

rnm1  — - 

|X  am  m ->  seu  aTiLl  Decrescit  itaque  sine 


fine  a rrL , nunquam  tamen  fiens  o;  itaque  limite 
gaudet;  qui  (per  def.)  est  potentia  exponentis  q 
ipsius  a . 


n 


Si  sit,  et  (pro  ^ posito  ),  a >{<  sit  ; erit 


u~n— A"%  nempe  datur  tale  A,  ut  n ^A^sit,  nr 

cc 

JL  i 

mirum  A = m ==  — ; quod,  si  «>1,  decrescit  ,, 

\ /a  a 


\/ 
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(cum  denominator  crescat),  nunquam  tamen  fiens 
o ; si  a=l  , semper  1 erit  ; si  a < 1 , crescet  ma- 
nens tamen  certo  finito  minus  , cum  denominator 
iimiie  finito  gaudeat.  Unde  patet  et  hic  dari  po- 
tentiam exponentis  q ipsius  «.  Hinc  etiam  , cum 

n 1 

7 > at<lue  ~m  ~1  5 cst  a 9 ~ali'  et 


— n 

m 


aT^=aq.  Unde  potentia  e divisore  in  dividendum 
jponi  potest,  exponente  in  oppositum  mutato.  Ex  gr. 

a 

8vo.  Notatu  dignum  est ; quod  quodvis  datum 

m 

N et  quaevis  fractio  vera  / sit,  tam  jXN,  quam 

th 

j //  si  integer  m / — v QO.  Nam  quivis  in- 

teger n sit;  est  (n+  i)2>n*+2u , et  sif/*  + l)z;>  ni 
+ ml~l  sit,  multiplicando  per  n+ 1,  erit  (ra  + 1/+* 
> nin  +0+1  >*  , atque  adeo  (*  + l)w>  nm  + 

*l.  et  ' ' } >(” 77, ''jdividen- 


mn771  , 


a 


nm 


flo  per  n m~1  patet.  Sed  m adeoque 


71 

m 

71 


QQ,cum 

, -r , ? 7i  \rr>  ^ nm  7i  ^ 

n maneat*  Ita  ( — — J ^ ( — , 11 -777  — ) 

v^t1  \7un  + 7tinm~l  7i+ m 

, . 71 

UDI  — O. 

//*’ 

9no.  ofl  . ‘ 'Sit  enim  (pro  integris  «,*»? 


v,  ad 

denom. 

71 

eandem  reducendo)  — 

-vy,  et 

V 

#W- 

7£  V 

A— N 

Q; 

erit 

/ — * «7, et  a™  / — v 

fl!1?. 

at- 

h 

V 

- 

que  a 

~m  . 

a 

A-~\  a<l . . Sit  an  ~ & 

m,et  «v 

M 
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n 

m 


h v 


Sjm  ; erit  x — a m , y ~ a m , et  xy  = a "* 
atque  xrn  y’n=-  an  a'J,  seu  {.ry')"1—  conseq.  xy 

fl  “f*  V 


m m 


a 


4 n n 

m , quod  / — s 5 nam--  a— n ^ , et 

n + v 


v 

//i 


Q , adeoque  (p.69)  1 — a-— n^  + Q.  Est  igitur 

itt 

aq.  «<?=a9+(?  (p.  74).  Si  n aut  etiam  v >-*sit5pa* 
liter  patet. 

Unde  etiam  77  — a(l~Q ' Nani  aQ  h acl 
a * 

nQ  + q—  Q = «? * 


lOmo*  Si 


n 


q,  et  a!1  tum  non  tantum 


m 


n rn  * m h 

rn  — t>  ^ = ^uia  : m 

i 

n „ 


a/A*=Bj  sed  etiam 


A 


At  etiam  si 


m 


q > est  a— B ? , si  «7=B.  Nam  , 


w+  i 


m 


>!?>—;  itaque  (p.  87)  a m >B>a  "*  ; «fcL 


m 


m 


m 


m 


liiuc  «”+*>  £'«>  an  i atque  Bn+A<a<B  “ . At  B"fl 

m 

— B n a 


o;  adeoque  etiam  « — B * a-^\  o (p.  70), 


nempe 


m 


1 


n 


et 


m 


7)1 


u + 1 n 


ojconseq. 


«= B 7 p.  09). 


Hinc  etiam  si  h '1  — a , est  I!  = : „ = «7;  i. 


ta 


sive  a y B3  sive  * — B 7 scribatur, perinde  esi 
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m n v 

Jlmo.  Pro  integris  ?i,m  est  id  est  — 

i JL  771 

|X(B7Z).  Nam  sit  B=sm,  adeoque  —V^ %mn^ 


1 71 


77? 


. n . 


72 


771 


m hn 

V c'i  — ~ 

y 

si  .vmz=z  bniet  yl 

,rm 

71_ 

—rr  . Est  vero  tanc  #=7  m 

ym 

j,n\m 

0 771 

n:  fn~[/  V 

(/ 

n 

c c 

771 ,,77. 


(*.  ) 

2/ 


A/1 


2/; 


cm  adeoque  — 

y 


n 


vero  — - A-**\  q\ 
m 


tum  (->* 
c 


71 


71 


item  £771 


n 


^ , et  c y/i 

NC?;  conseq.  (pag.  77)  (-£-  )<7  = Itaj/^ 

? 


<7 

77?! 


; nempe  tum 

2 _ n 


m l ^ 4 _ f 0 \ « 

— * atque  v.  — J 


i A 

«W!B 

~ * unfie  reliqua  patent 


i}_  v : p 

13tio.  («  OT.  ) 


77  V 


«wl*  (pro  «,  »»,  v,  p integris). 

7?7jl 


Jiam  sit  « =r  adeoque  « , erit 

‘ U 

m m 

xnm^ , et  (nempe  ^ xnm^~ 


i.  v v ^ n' 

itaque  ( a m ) — x11^'  ’ atque  [/C  « ^ 

M * 
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7)V  ' 


ffllB  tlV  ftl\b  

= *"v=(|/«)  =|/{«nv)  (limo  ) — • Unde  et' 

» v J MV 

iam  si  — A— \o,  ct. — f — \ />,  adeoque-  - 


di! 


/>!?>  et  a 


f/» 

7* 

tu, 


71 V 


; atque 


«ij* 

aPq=z{a^\ 


71 +1  JL 

Nam  — — > » > — ; adeoque  « >«?  > « ’ 

/n  2 m 


«+i)v+i 

» i / — p 

ita  --  - > p^>  J ; itaque  erit  etiam  V m 


eti 


>(a^ ' >(a  772 ) P , (posito  1 , pro  o < l esset 

(w+l)  (v  + l)  i— . 

<loco>).  Conseq.  a"  >(«?)  > a ’ 

ubi  differentia  postremi  a primo  o ; nam 

I . A 1 tlV 

WV  + W + V+  1 . J 

",  et  a WP  limite  communi  gaudent, 


IHp 


(ut  in  10),  nam 


n + v + 1 


W|2 


. V 

lu,a  ^r>7 


manet  finito  minus , -J-  et  -^vero  /-N  «•  Unde 


nv 


)P/^n  o,  et  ( pag.  C9  ) cum 


(pag.  70  J ) am*  -(«*  ) 

J»v  „ 

a mp  est  a? ^==Ca<?)  * 

i _t ..  *.  . .. 


Hinc  etiam  ~ a ^ * Nam  [/  a<l — [a(l) 


— « 


? _ 
i? 


- U/ 

Ri  «-<1  , aut  exponens  uterque  , (aut  u ius  tau 
4um^  - fnrrit  , tum  quoque  omnia  minatis  inuian 
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dis  (p.  88)  valent.  Ex  gr,  (a~P) 

• ur 

-L  a 

=( — aPq.  Ita  Q«  “ ) P — a P ~ «-P  ,•  nam 
i2_  P P 1 _ I 1 

«“  =✓«-  =^— p-  =— 7j,  a*1ue 

a 0 -« 

JL  — P P 1 1 — — 

etiam  «rP  = (X  « “ = j/  w0t  = att : p . Ita  « P 

— p — PJ__  p 1 p 

— 1/«  “ =t/ „*  = |/(1:  ^ =«P  ’ 

1 

Hinc  si  — =y,  et  aa  ~ £P  ; est  quoque  (#°0p 


i ==  >)  ^ , seu  «P  =6,  seu  a(J=b.  Conversimet- 

a _ a j3 

,51  iam  si  a P est  «P  ’ nam  fa  P ) — ? 


J seu  #P. 


ii 


15to.  (abc  - - -)^c=  • c^-  - - iVam  si  - - ^ ~*"~A  ® 

//* 


ji  ni 


m 


,«1 


; (ut  supra)  ; erit  f afoj  *>*  (abc)n— \f  anbncn 


i vero  tum  x = a 3 t ; adeoquc 

n n n 


m 


— i/ x,u  yin  zm.  —xyz,  si -=za11^  x mfiTl  =iym:cn*  *"%Est 


n 

no 


tu  i m m , 

— 0 o c ~ ( abc ) 


//i 


«7,  6"‘.^  «sr, 


/Z 

771 


/• ■ (alc)?;  a 'n 

c^conseq.  [abcyi—a^b^  c(J 


/ 


( «4  ) 


Unde  etiami/ ( alc  ) = ( alte  ) 


±_  k b b l 
c k — [/ a.\/k.\/ e=\/ abc. 

n 

l6io.  Si  a hh  sit,  et /' — \ q;  poterit  n aut 

iii 

m aut  utrumque  sive  par  sive  impar  accipi  sem- 

. . „ • "+rl  n . 

ner  prouti  visum  fuerit;  nam  ■ - — , aut  — , ita 


quoque 


q (p.  70). 


Si  n par  sit  , erit  an 


^ , et  si  m quoque  par  sit,  an:ni-  duos  valores, 
unum  >{*  al  erum  *-*  habet  , alioquin  aequales;  si  m 
impar  sit,  unus  datur  valor  >fS  sed  ^ ad  nume- 
rum imparem  elevatum  »—  est.  Si  vero  n impar  sit, 
erit  r/71  ^ , et  pro  m impari  habet  an:,/l  unum  va- 
lorein^vum,  at  >{<vum  non,  quia  huius  potentia 
non  est. 

Si  igitur  q incommensurabile  sit,  2 valoribus 
gaudet  aequalibus,  uno,  altero  ^ to;  sive 

X siye  « sit  a\  si  vero  q—  , et  «impar,  at- 


que  et  m quoque  impar  sit,  unus  erit  valor 

et  quidem  ^ ; sed  si  pro  n impari  m par  sit,  nec 
nec  nh  valor  datur,  quod  ad  numerum  parem 
elevatum,  h*  sit.  Dicuntur  eiusmodi  quantitates  ima- 
ginariae ? ut  |X — 4;  nempe  tam  +2  quam  — 2 per 
se  multiplicatum  fit +4  non — 4. 

XXX.  At  priusquam  de  imaginariis  ageretur  , 
sit  fas  de  logarithmo  dementari  ad  quem  (p.  43) 
conceptu»  potentiae  deduxerat,  et  hic  aliquid  re- 
ierre. 

Imo.  Si  basis  a > vcL<  t sit  (pag.  4 i)  quomodo 
reperiatur  pro  quovis  P tale  p , ut  aP  — P sit  . 
infra  dicetur.  Patet  autem  , si  i sumeretur  . 


crescente  , decrescere  aP>  et  crescere  crescem 
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te—-  p.  Log  az=- 1,  quia  a'z-?u ; log.  1 -i  *>,  quia 
a — I* 

2do.  Si  «P  =P  et  (fl  =rQ;  tum  y>=i0g.  P,  eiq— 
log.  Q (quoad  basim  eandem  Q)  ; atque  etiam  «P+  / 
— PQ.  ( 9no  ),  et  />  + q = ]0g  P + Jog  Q — iog(PQy* 
Unde  (de  n ad  n-\- 1 progrediendoj  l0g.  Jacti— sum- 
mae log  at  illimo  tunt  factorum  Et  ricis  sim  quan- 


P, 


nempe 


tilas , cuius  log  est  p + q.  est  (A  a 
haec  Uaiis  est,  cuius  i0ak  est/;  + ^---Si  </=o , est 
Q— 1» 

3 tio.  Qum  a?  : a^  — P ; Q = «P"?  sit,  ( 9no  ^ , at- 
que p — ^ sit  log  (P  : Q)  ; est  log.  quoti , differen- 
tia log*  divisoris  a logi  dividendi ; nempe  log  X~ 

9 

— log  P — log  Q.  Et  ricis  sim  quantitas  , cuius  log 
~p — q , est  af  : cfl'  Ilinc  fractionis  verae  log  hh 
est , e/  logarithmo  *-<  vo  respondens  quantitas  fra- 

2 


rer»  esj;  nam  log 


log  2 — log  3 ; et 


conVersa  (p.  87)  quoque  valet,  nempe  etiam 'idem 
et  1 ad  maius  elevandum  est  , ut.J>  prodeat  ; 
quia  ad<^  elevatum  dat<Cad=dat==.  Et  vicissime  Vo 
fractio  vera  respondet ; nempe  si  a ad — k eleve- 
tur (pro  k ifcso)  , id  est  si  ^ 1 per  ai  dividatur, 
(p.89);  est  vero  ad>  1,  et  a etiam  >{<  , et>l; 
nam  l^=tl  , et  si  «C>1,  etiam  1. 

4t0.  (<?PV  = Ptf=:  aPV  (13 tio ).  Itaque  log  pote/t_ 
iiae  est  ~ logarithmo  quantitatis  elevandae  pt*r 
exponentem  multiplicato . Nam  p <j  ~ log  P^=y]0g 
P.  Et  cicissim  quantitas  , pq  tamquam  log u- 
rithmo  respondens  est—  P?*  Hinc  log  P + 2 log  Q 

— logP-  Q2,  et  log  P — 3log  Q=  log( 


P 


5to.  |/  [aP ) — « 


Q1 


:|/  P-  Est  vero 

q ,j 


f 
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logQ/P).  Itaque  quotus  e logarithmo  qua?ititatis 
e qua  radix  extrahenda  est , per  exponetitem  ra - 
dicalem  diviso  , est  log.  radicis  quaesitae . Et  vi- 

los.  P . 9 


cissim  quantitas , cuius  log.  est 


est 


Gto.  Hinc  etiam,  si  pro  basi  «quavis  aliqua,  da- 
ti sint  logarithini ; pro  quovis  a reperitur  tale  x, 
ut  &x~dato  p sit  \ nempe  ( 4to  ) x log.  a=log.  p% 

adeoque  (per  log.  a dividendo  utri  lique)  est 


De  hisce  operationum  commodis  inferius  plura. 
Quum  pro  exponentibus  inte  ris  manifestum  essfcfc 
in  multiplicatione  addi , in  d visione  subtrahi , 

3 

elevatione  multiplicari,  in  rai  ice  (ex  gr.  in /«6) 
dividi  : idem  ad  exponentem  fractum  extendere 
pronum  erat;  atque  tum  quaestione  ( p.  43)  pro- 
posita, satagere,  ut  compendiis  his  numeri  omnes 
subjiciantur. 

Notandum  adhuc  est;  quod  si  basis  logarithmica 
. 2 

a < I ( ex  gr.  — ) poneretur;  pro  q et — \ 00 


,um  CF)?  > 

p..38)  log.  o esset  >}<  ^ 


o,  (patet  exSvo);  adeoque  (sensu 

uti  pro  basi  >£va,  est 
2 


00  . Pro  (j—Y  fit  potentia  ipsa  basis  — , et  prd 
q==o  y fit  1;  postea  vero  crescente  expoliente  nh V6 

De  logarithmo  elementa- 


00 


in  GO  , C-f/* 

ri  ac  sublimiori  adhuc  quaedam  paulo  inferius 
diCenda  erunt, 

XXXI.  Ad  omrifcs  istas  operationes  autem  Uni- 
tatem determinatam,  candcmque  pro  omnibus,  sup* 
positam  esse  dictum  supra  eSt.  At  quaestio  oritur, 
'dsi  alia  Unitas  poneretur ? id  e /n  ne  maneret , 


qm 


aut  in  quem  miitarhiuf  expressionis  valor  ? aut 


C W ) • 

expressiones  quoad  diversas  unitates  factae  quo- 
modo ad  eandem  reduci  queant  i 

fluant  it  at  es  (uti  certum  tempus , certa  recta  £/), 
quarum  unitas  u talis  in  intuitu  exhiberi  potest , 

\ ut  non  aliud,  nisi  quod—  u est,  pro  illo  casu  uni- 
tas esse  queat,  concretas , casque  generales  siv© 
abstractas  dicere  licet,  quae  cuivis  Unitati  sed  nul- 
li exclusive  appcrtinent;  nempe  in  quo  conveniunt 
plura  (quovis  quoad  suam  unitatem  relato);  ex  gr» 

— dici  de  quovis  potest , quod  suae  unitatis  3tiaia 

bis  continet;  hoc  sensu  est  (p.  37  ) quotus  ex  g r. 
e 2 pedibus  per  % pedes  divisis  unicus,  cum  alio- 
quin  quidvis  quod  suae  unitatis  3tiam  bis  continet 
quotus  sit.  Si  quant  abstracta  sit  multiplicator  aut 
divisor,  utcunque  mutata  multiplicandi  (dividen- 
dive)  .Duitate  * resultatum  idem  est;  fimo  etiamsi 
e abstracta  multiplicetur  per  concretam , si  in  hoc 
casu  expressio  prodiens  semper  ad  unitatem  con- 
cretae referatur  , resultatum  idem  manet ; ex  gr. 
si  a denotet  5 pedes,  sitque  prius  unitas  */— 1^ 

. . ■ u . 2 2.5'  _ 5.2' 2.5.2*  1'  . 

dem, sit  U — ^ ent~j~.  a^  - — -j- — *jT* 

itaque  factores  abstracti , ubivis  occurrant,  factum 
non  mutant ; idem  est  si  in  divisore  occurrat  ab- 


NO 


2 2 

stracta  ; nam  a : ~ rr  a . (1 : — ).Concreta  per  Con- 
ti o 

cretam  homogeneam  divisa  quoque  , utcunque  mu- 
tata Unitate  quotum  eundem  dat;  sed  si  in  divi- 
sore plures  factores  concreti  sint,  quam  in  divi- 

ita-  dcndo  , ex  gr.  sit  , atque  unitas  sit  u,  resulta» 

jlis  tum  manebit  idem  , si  supra  quodvis  tale  concre- 
tum (ut  c)  ponatur"*/ , ut  sit  777;  ita  si  sifc  cxp. 

'ni*! J 

tiif 


et  ponatur  — , manebit  valor  idem,ali©quin 


ahc 9 

2 

€ € 

mu  tata  unitate  mutatur.  At  quaeritur,  quomodo 
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factam  concretorum  mutetur  unitate  mutata?  et 


idem  etiam  ad  quotos  quorum  et  dividendus  et 
divisor  factum  e factoribus  concretis  est , applica- 
ri poterit. 

Exprimantur  quantitates  concretae  a et  b prius 
quoad  t/= 1 , tum  quoad  unitatem  ex  u in 

U ; et  (pro  inte-  ^ 
b'u 


V u | 

mutatam  ; sitque  “ — yel 


gria  v,  a\  b\  n \ ~u  ~ vel , , «,  IT  = vel  /— n i ; 


n 


n 


. U . 
errt  - — ~vel 
yn 


yV  U , 

«,  et  r —vel 


v?i 


l\  nam  aut 


U = ^ et  tum  Jp  - « , aut  U — ~ a-n  o,  et 
£S>  v p 


multiplicando  per  finito  certo  5 etiam  ~- 


✓ TT  VU\ 

(C ) seu  r~  — u 

v u J V 


O. 


Si  iam  a per  b quoad  u—l  dividendum  sit,  erit 


(a'u  .Vu  Vel  / — \ ; et  operatione  quo- 


h ti  b 1 

. Aia'  U p^'U 

ad  U=1  facta  quoque  erit  idem,  nempe  ( — — : y— 


- = vel  a-v  ~~  (ad  instar  p.  77)  ; itaque  nec 
/ b 


ejusmodi  factores , ut  a factum  mutant. 


At  si  factores  munero  m singuli  quantitates  con« 
cretae  et  liomogeneae  sint,  cx  gr.  abc---\  atque 
factum  quoad  u-  \ sit  /,  factum  quoad 


sit  F ; erit  /=  F.  i”1'1  , et  F--^I  , ubi  h , m 


f 


S\! 


jui 

va/ 


quantitates  abstractae  adeoque  expressiones  deter- 
minatae sunt. 

Unde  etiam  am  (quoad  f/^ljest—^772"1,  om  (quoad 

«^(quoada^l 

U=l)>  atque  om(quoad  U— l)  est-*,  ~~]Ttn„i — — 


im 
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Constructis  tam  quoad  u~  1 / quam  quoad  U~1 
schematibus  patet;  (etsi  pro  stet  =) 

V a . 

n 


n • u 

U 

/ • 

n a 

— 1 , 

oo 

v ~ a. 

n 

n 

n 

m.  U 

J*- 

m 

Ti 

II 

u 

— A— \ 

6; 

nv  « __ 
— — a 

m y 

71 V 

10 

l'  JX 


a 

nv 


/*-*•%  bct 


prius  factum  quoad  u—  1 , posterius  quoad 

.a  , 1 ubra  _ 

est;  sed  -£-=vel  -7  , itaque  - — ^ vel  a— \ 

y k x v/i 

f 

Si  novus  factor  eiusmodi  accedat , manife- 

fi 

Iptum  est,  factum  istud  denuo  per  k dividi;  adeo- 
jque  si  3 factores  eiusmodi  sint  , exponens  ipsius 
erit  2,  et  ulterius  [progrediendo  erit  exponens 
Jkpud  mtum  factorem  m — 1. 

Hinc  etiam  superius  'pro  exponente  m integro 
patet.  At  sit  exponens  q\  erit  hic  aut  quantitas 
2 

filkbstracta  uti  y aut  pariter  divisore  u~  1 subpo- 
10  sito  evadet  -2-  determinatum ; aut  erit  q tantum 

A u 

- quantitas  concreta  , cuius  expressione  quoad  unita- 
1 ratem  novam  mutata  , potentia  eatenus  quoque  mu- 
, tatur.  Sit  prius  casus  prior  ; dicaturque  r valor 

q 

]ui  prodit  «ad  y quoad  u~  1 elevato,  et  11 

ralor  qui  fit  elevatione  quoadU=^w=l  facta;  erit 
1 -9_  * r l*1 

f |R  rs  r.k  u — qiy  et  r = * 

k u 


Sit  — ~q  (pro  integris  n>  m)  , seu  ^ ~ 

tu  u m 


inde  etiam  casus  quodsi 


n 

m 


q sequitur.  Erit 


m 


/aP  (quoad  u= 1)  tunc  r,  ct  quoad  U— £m=1 

N * 


erit  R;  est  vero  o«(quoad  U=l)=  -<I'loa(!^1j; 

atque  rm  (quoad  uzz  1)  est =an  (quoad  u~ 

nn  (quoad  Vzz  1);  rm  (quoad  'U=l)  vero  est 
in-l.an  (quoad  U = l)=l  r m ( quoad  «^=1)  ^ 

~~^r- — iPer 

]Ji-t  . 

praec).  Hinc  dividendo  utrinque  per  — 

]»‘U 


[rm  (quoad  U=sl)~  km~n.rm  (quoad  U=1  ) rsa* 
(que ad  U~i);  atque  radicem  m gradus  sumendo, 
*~A  , m !L\ 

esi  r J m a*  ~ am  'quoad  U=rl/  Con$eqe 


l-q 


Es  r h “F7T)  et  r=  IU*  . 
h u 


%-n 


Si  X» ; tum  rk 

m u 9 


± rk 
m—~  % n:m 


ri I 


9 

rk  % et  tum  (8r 8s:w)  (quoad  Usi 

fasta  elevatione), 

8i  vero  quantitas  concreta  y ex  gr.  recta  sit  ex* 
ponens  * muteturque  eius  expressio  imitata  unita* 

„m  . . nu  . tlli U 

te,  utg  nempe  &i  q erat  — — , nunc  sn--^-  pro  U= 


iu  sz  1 , et  £ =s 


, atque  ex 


mv 

5L  fi,*  i 


fiat  -X_  . 


i p «*  T 

__g.  JL 

erit  oiu  quoad  U=£l  elevando  =:R  4 (quoad  Uc=l 

i 

t-jl  ~ 

elevando),  tru  erit  = (rk  u ) (quoad Usi.  Nam 

X X-  2_ , i:i 

quoad  U=1  elevando,  estR=r»“  ,et  « lu  —{a  “ ) 


( ioi  ): 


(quoad  U).  Idem  patet , si  A— \ et  ~ 


a— \ 6 y nempe  tum 


71  f* 
mv 


ku  ’ 


el  (a 


Z-.k  2- 


— am 


H ) 


a u a 


kn 


np  : m» 


Exempla : Sit  <p=3°,  u ~ i °,  arci0,  erit 

JL 

r—a1  rrl°  (quoad  arci),  et  a2  (quoad  Uri)  est 
a°  (quoad  -rp— ! facta  elevatione)  = 32° ; estquo 

1 “2 

Rr^*s(quoadU;zrX  facta  elevat ione)rrl°.(  ~)  =4°, 
2 

- — » o 

atque  (R*  =R2)  quoad  U=— — elevando , fit  ae- 

M 
1 9 

que  32®;  nempe  pro-^— — l , et  factore  utroquerr 

A 

1° 

4°~8  , schema  est;  l.(  — , 8.1=x  4°  ; 1 . 4° 

Jt 

= 4°,  8.4°=32°. 

s*f  *Ita  aequatio  omnium  linearum  2<U  ordinis  inferi- 
* us  (ubi  ad  repetitionem  evitandam  haec  citabuntur), 

= pro  coordmatis  rectangulis  erit  y2^x — ^;pr3  adeo- 

* a 

; que  ordinata  y~\/ {% — -rpr-  ),  ubi  unitas  ad  ra- 

a 

dicis  extractionem  requisita  , dicitur  parameter 
:li lineae;  a sumitur  *{«  , et  quod  ipsorum  +«, — a, 
ponitur  , dicitur  axis  maior  lineae  , meditullium 
eius  centrum  audit,  duplum  ordinatae  e centro 
ifflj  axis  minor , et  punctum  abscissae  e quo  duplum 
inordinatae  est  =1=  parametro,  focus  vocatur,  ac  r - 
cta  e foco  ad  quodvis  lineae  punctum  radius  vecti  r 


( 

( ) 

Dicitur  vero  linea  parabola\  si  00,  et  ex 

x — Tfr  fiat  (P*  38)  x , ellypsis  si  ante  a sit  + , 

et  hyperbola  si  — sit.  Patebit  etiam  quamvis  coni 
verticaliter  producti  sectionem  cum  plano  ita 
exprimi  posse , veluti  lineam  cuius  aequatio  su- 
perior est,  quantumvis  sit  et  quantavis  sit  uni- 
tas, nempe  parameter,  lineam  eius  e sectione  pla- 
ni per  conum  produciposse.  Si  a~  l—  parametro, 

linea  cuius  aequatio  est  y2—x — — — —x+x*,  di- 
citur hyperbola  aeqinlatera  , si  vero  +a  sit,  y2— 
x — x2  aequatio  circuli  erit  pro  diametro  = axi  ma- 
iori =1=  parametro. 

Si  iam  manente  linea  et  parametro,  unitas  alia 
ponatur  ex  gr.  radius,  adeoque  priori  unitate  u di- 
cta, sit  nova  unitas  U =ku—~^  u\  et  quaeratur 

pro  eadem  abscissa  eiusdem  ordinatae  y expres- 

$'2 

sio  quoad  U*,  erit  idem  (x ^-).{/2(opera* 

tione  quoad  Um  1 faota)  =:  2 . s= 

\/ (2x — x2)  (quoad  radium  =1  , sed  qui  iam  para- 
meter non  est,  aequatione  mutata).  Quod  \/ (x — ar2) 


(quoad  «t=l)  in  dictam  mutetur  patet  (e  praec)  ; 
|iam  recta  x~x  utcunque  mutetur  unitas,  at  ex 

2 X*  1 

x (quoad  «/),  fit  ~ — (quoad  U=-~-  w— 1)  ; radix 
2 2 

2di  gradus  quoad  U==l  vero  nempe  R multiplicari 


5rl 

per£“  : 


4> 


JL-i 

2 


-l 


U-)2 

2 


l'T)a  = ^2 


de 


bet  (per  antea  dicta).  Ita  si  5ta  pars  diametri  po- 
liatur = 1 , idem  y pro  eodem  x erit  — x~/ 

(operatione  quoad  U=  «=1  facta), 


( 103  ) 

Pro  abscissis  in  typerbola  aOquilatera  ad  assym- 
ptotam  sumtis,  et  ordinatis  ad  assymptotam  alteram 

2 „ 


parallelis , est  y 


</ 


'q*- — ~ (per  q intelligendo 


1 ordinatam  e vertice  hyperbolae)  : patet  vero  q 

i.l  x 

(per  dicta)  pro  quavis  unitate  manere,  itaque  q—  1 
poni  potest;  quo  pacio  (ut  suo  loco  dicetur)  , erit 
area  quaevis  inter  assymp totam,  hyperbolarn  et  q , 
logarithmus  ( naturalis  dictus)  abscissae  e Centro 
acceptae. 

Interim  altera  quaestio  est,  quanta  fiat  ordinata 
pro  eadem  abscissa  et  alia  parametro  ? Erat  pro 
i JL 

parabola  y rr  x 2 (quoad  n rr  1 ) ; eritque  Y—x  2 


LC  ( qpoad  U = 2 = h2  ).x2  ( quoad 

j. nempe  ordinatae  pro  eadem  abscissa  in 
diversis  parabolis  sunt,  Uti  radices  quadratae  pa- 
Hrametrorum  ; (in  eadem  vero  2dae  potentiae  ordi- 
natarum sunt  , nti  abscissae). 
c|  * Logarithmus  etiam  quantitatis  concretae  P quo- 
ad unitatem  ex  u in  \}=ku  — 1 'mutatam  reperi- 
^ ri  potest.  Quivis  logarithmus  est  quoad  certam 
yLasim  et  certam  unitatem  ; atque  dum  ex  az= P 
concluditur  (p.96j  % log  » ~log  P , intelligitur  pro* 
)»  basi  a et  u~  1 esse  aY  (quoad  u—  1)— a,  atque 
(quoad  idem  u— 1)  esse  =P  ; adeoque  zy=zlog  a 
ij  (quoad  basim  a et  u=l)— log  P.  Sit  aP  (quoad  u 
=l)lS:P  , erit  p'==:\og  P (quoad  basim  a et  u~\)  ; 

r 1 a vv 

isit  quantitas  abstracta  et(/„  ) quoad  */=!)  = 


M ' p 

id' 


CET)-«»  erit  log  (•“.«) 


log  . u ),  seu  x 

fi  'U 


/ (log  «—  log  j5w)=Iog  P — log  ku  ( p.  93  ),  = .r(l — log  ku) 
_ N , . log  P— log  hu , 

quia  log  a— 1 (ibidem);  hinc  ^ ( 


omnia 
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quod  basim  a et  u— 1 intelligendo)  ; eritque 

hu 


_ P 


quoad  u = 1 elevatum  = t/;  atque  tum  etiam 

a P 

-,—  U quoad  U — 1 elevatum  ad  ^ erit—  .U(ut 
fou  feu 


statim  patebit).  Est  vero U— et  U =s  P 

nU 


hu 


(pro  U ~hu)  Conseq  ax  (quoad  tfcl)  esteP. 

Sit  nempe  (pro  casu  commensurabilitatis  , unde 


per  superiora  generaliter  patet)  h= — P=; 

P N 

P 'u  n 


j i 


et  a*——,  ( denotantibus,  a\  N,  P',  v, 


v « __  «'«  • _v*f  __  «V  , 

integros);  erit  — — jj-  • — ^ 5 adeoque  si 


f « \*  — 


M 


..  / \**  , , P'u  v 77S 

, erit  u)  — ( ~-S.  u) 

Nv  VNv  ' * 


seu 


, 4 \n  / pV \ w 

C TvT  ' . v N v ' • nempe  pro  «=:  2 fie- 

Nv. 


ret  schema  1 , **  ^ Vr 

* Nv 


a 


Nv 


v • U 
hu  * 


(Nv/ 


a\i 


e/,  et  facium  est  ( ) 2.  w.  Pariter  patet 

Nv  3 K Nv  ^ 


schema  idem  manere  , nonnisi  U— 1 in  locum  ipsi- 

. Nv.  U TT  . T-  ^ * . u'li  \ n 
us  u posito,  ut  sit  =U=1.  Est  hinc^  ^.U  J 


— ( .U  ) ^Vpro  U=l)  5 adeoque  ( m ^ 

— -.U,  id  est  ( ~7-.U  )X  zz:  ~~  • U (quoad  U— 1). 


H 


pan 
tes  r 


p 

fiat 


Ex  gr.  Sit  prius  «/=:1 , et  ^ , «~10w,  P— 

1 00 a?  ; erit  a2^  ICOw— P t atque  lo*  P (pro  1 «4 


pe 

exci 

non 

Ji/ii 
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basi  a)  , log  log  Wu  — — !w  , quia  Icg 

2n — ( — t 3« 

1« — ( — 2«* 

3" 


, , logP — log^'/ 

o=r:  1 ; adeoque  — 

i« — log  ku 


est  voro  a 2 (quoad  0=3)  = p/  1000  000  U=  1000  U 
“100  u~  P. 

XXXI-  Si  quodvis  aut  ex  aliquo  "+  B specte- 
tur: realitas  ipsius  a*  promi  quoad  + 1 vel  —I  mul- 
tiplicatum per  se, producat  ±*  BT  multiplicationi  quo- 
ad + 1 vel — 1 innixa  dicitur;  et  ob  deter minationem 
hanc,  (uti  ifi,— § 10)  nova  oriuntur  nomina.  Nempe 
Unitas  (pag.3l)  arbitrarie  ^va  accipitur,  etj/ — 4 
nonnisi  propter  multiplicationem  huic  hypothesi 
innixam,  caret  realitate  : quidsi  unitas  ^ ponere- 
tur ? manifesto  (ut  p.  35)  sigua  aequalia  darent — , 
et  inaequalia  darent  + . Sit  igitur  fas,  ea  quorum 
realitas  multiplicationi  quoad  +1  innititur,  rea - 
lia  quoad  +1  (breviter  re  ai  ia) , illa  vero  quorum 
realitas  multiplicationi  quoad — 1 innixa  est , realia 
quoad — 1,  sive  pure  imaginaria  dicere,  p/— a po<* 
tcst  rcale  esse,  si  a denotet  ex  gr. — 4.  Insigniantur 
fit  realia  quoad — 1 puncto  subposito;  ex  gr.  p/ — 4 
— ir?  , \/  4rz^2;  atque  realia  quoad — i seorsim 
addita , cum  summa  realium  quoad  +1,  connexa 
non  commixta  efficiant  summam  (pag.  25)  ex  gr. 
2+1 — 3=1 — 1.  Dicitur  hoc(latiu3)  imaginarium / 

Quantitates  imaginarias  et  fractos  exponentes  Bes 
psi  Cartes  introduxit;  eoque  plurimum  ad  generalita- 
tem  elegantiamque  contulit  , campumque  ad  nova 
invenienda  patefecit.  Quem  in  finem , ut  operatio-* 
nes  sub  velo  generalitatis  continuari  queant,  nec  in 
quantum  fieri  potest,  generalitas  exui  debeat;  sequen- 
tes regulae  ponuntur  , multiplicationis  quoque  con- 
ceptu eatenus  extenso  (p.  35);  Manent  quidem  et- 
iam alioquin  Casns  generalitatis  exuendae  7 ubi  nem* 
pe  (aliis  verbis)  generalitas,  non  perfecta  sed  cum 
exceptione  certa  est;  cx  gr.  ex  eo  quod  ba—ca. 
non  sequitur  pro  quibusvis  valoribus  , esse  6~  c 
si  nempe  , 6=2  , c~ 3 (pag.37). 

O 


( 10G  ) 


Imo.  Pro  duobus  eiusmodi  factoribus,  quorum 
neuter  est  summa  e reali  quoad  + i et  reaii  quo- 
ad   x • multiplicatio  tunc  et  nonnisi  tunc  institua- 

tur  quoad— 1,  si  nterquo  factor  quoad —1  realis 
sit;  adeo  que  si  alteruter  quoad  +1  realis  sit,  multi- 
plicatio quoad  +1  fiat  Ex  gr.  2.3~6. 

2<lo.  Determinatio  quoad  reali  tat  em , facti  et 
multiplicandi  eadem  (vel  diversa)  sit,  prouti  mul- 
tiplicatoris et  unitatis  eadem  vel  diversa  est  (ad- 
iiistar  lca:is  determinationum  >£,  >-  , pag  35);  E'  — $• 
3.ir3=  — 32,  iuxta  schema  - 1, -3; ±T3, 

3.3.  Accipi  vero  aut  ubique  +3  debet  , aut  ubi- 
que —3;  quod  de  aliis  quoque  irnaginibus=  libus 
tenendum  est;  at  potest  esse  2.*±3. 

3ii0.  Unde  si  in  facto  occurrat  \/ — 1 ut  factor 
pluries;  pro  quovis  pari  numero  factoris  —y  1 
ponatur  —1  ; et  quod  hoc  pacto  manet  aut  prodit, 
illud  per  factum  coefficientium  multiplicatum  ac- 
cipiatur pro  facio.  Si  non  alius  coefficiens  adsit, 
+ 1 ipsius  i/— 1,  et  — I ipsius— 1/—1  pro  tah 
reputetur.  Quivis  factor  vero  ita  expressus  cogite- 
tur (quod  fieri  posse  patebit),  ut  radicis  ex— 1 nul- 
libi binario  altior  exponens  sit.  Hinc— j/  \.y  1 

— -p  1.  Regula  3 ex  2 prioribus  fluit. 


Atque  iam  hoc  pacto  diciiur  F jactum  expres- 
sionum E et  e (absque  eo  ut  mentio  multiplicatio- 
nis respecti  vae  quoad  +1  aut  — 1 fieret);  si  pro  quo- 
vis valore  Q'+Q  ipsius  E,  et  pro  quovis  valore 
q' + q ipsius  e’  gaudeat  F valore  tali,  qui  sit  = 
summae  omnis  cuiusvis  ipsorum  Q'  et  Q per  quod- 
vis ipsor  liL  </  et  q iuxta  regulas  plane  praescri- 
ptas multiplicatorum;  uec  F alium  valorem  habeat. 
Quo  conceptus  multiplicationis  (§  26)  extenditur , 
fit  que  generalis  primitivum  conceptum  continens. 

Si  quivis  terminus  quantitatis  complexae  per 
quemvis  alterius  c iuxta^regulas  dicendas  multiplice- 
tur ; demonstrabitur  factorum  partialium  summam 
esse  facto  ex  C et  c aequalem. 


/ 


( 10  7 ) 


Expressionum  multarum  pl ures  valores  dantur: 
quamofarem  aequalitatis  earum  casus  strictius  deter- 
minandus est.  1 habet  2 valores,  nempe +1  et 


— l,itaj/l  habet  3 valores,  nempe  Let 
■1—  lX— 3 


— 1 + — 3 


2 


atque 


2 


, seu  si  radix  >J»va  ex  3 dicatur 

1 

2 * "‘f’  aw  2 


— I — 1 

a,  erunt  valores  1,  et  — + <*:2,  ac  — k — a:2,quo 


rum  quivis  per  regulas  dictas  ad  3 elevatus  dat 
1 (ut  statim  patebit).  Ita  pro  integro  m et  xr/0t^\ 

m 

I ~o  , seu  xm—  4:1  , seu  x~  j/  , totidem  nec 
plures  valores  dari  dicetur,  quorum  quilibet  ipsi 
r ! x salva  aequatione  substitui  potest’,  uti  in  x* — 1 
I — o quilibet  valorum  trium  dictorum.  Ita  2 valo- 
, res  sunt  (nempe  2 et  3) , quorum  quivis  in  .r2 — 

> "l-C=o  in  locum  ipsius  x positus  valorem  exprea- 
sionis  ad  o reducit;  ubi  notandum,  'quod  si  dica- 
i ! tur , quantitatem  aliquam  Q— -.2  talem  esse,  cuiu* 
!.  5toplum  2dam  potentiam  senario  superet , minime 
' asseratur  quidvis  quod  tale  est,  ipsi  Q = esse.  Po- 
i test  autem  £(=#,  aut  y~)z  denotare,  cuivis  valo» 
ri  ipsius  z dari  valorem  ipsius  y aequalem  ; z(— )% 

, Vero  potest  significare  , cuivis  valori  cuiusvis  ipso- 
rum  q dari  valorem  alterius  aequalem.  Ex  gr. 

. 14  JL  JL  i-  ~~ 

e X/' I 1 , ita  I 2 ( = I 4 , sed  1 * non  (=)  1 4 5 


- 4 

nam  j/l  habet  duos  valores  1 et — 1,  |Xl  vero 
‘‘  habet  4 Valores  nempe  , et  £“|/ — !.  Interim 
!‘  Inde,  quod  x\~y  et  z(—y^  non  sequitur,  dari  ul- 
r.  Ium  valorem  ipsius  x valori  ulli  ipsius  % aequa» 
*,  lem ; possunt  enim  valores  ipsius  z plane  illis  va- 
j.  loribus  ipsius  y aequales  esse  , quos  y praeter  va- 
r 2 ores  valoribus  ipsius  x aequales  (p.  1 5)  habet; 
> sed  si  #{==y  {—% , tum  .r(=s.  E contextu  etsi  a,- 
liud  signum  haud  adoptetur,  quo  sensu  veniat  = 


;0  * 

- 
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perspici  potest.  Radix  realis  insigniatur  stellula  sub 

\/  posita. 

Esique  Imo.  j/ — &~\/ &.\/ — 1 = — 1—^2 

nam  2.ltl  (per  schema  1,±T1;  2,lt2 , vel  1,2; 

^71  , iT  2),  Patet  per  1 et  2,  e quo  fluit  3.  Nempe  per 
schemata  (i"i)2^  pro  n pari  est  + 1 , pro  impari 
est  — 1,  ac  (2ri)2/,.iri  pro  n pari  est  1 , pro  n im- 
pari — i . Sit  factum  f e factoribus  realibus  , hoc 
accedeniibus  quotvis  factoribus  [s' — 1 manet,  nisi 
quod  si  unus  tantum  sit  (ubivis),  in  j T/,  per  adhuc 
unum  in — /, lum  i nlj./  dein  in  z£f&  varietur,  \/ — 4. 
\/ — 9(  = ){/" 4.j/ — i.\/ — 1,  (per  1,2,3,)= — 1. 
\/ 4.9—  ±Ti/4.9,  quia  s/4.9=  ±;6  , et— 1.  £"6=1 £6; 

\/— 9-|/4.|/—i.  |/  9=j/4 . 9 . j/— 1 = £ 6. 

* • 

imo  si  <*=— 4 sit,  etiam  tum  j/ — a^\/a.\/ — 1 

—i/  C — 4)p/— 1= |/  4.[X  — 1.1^ — l=j/4.  Unde  a,  6 
* * 

quaiiavis  realia  denotent  , est  |/ ®.j/  $ = j/ at- 
que de  quotvis  ad  uno  plura  concludere  fas  est. 

* 2 do.  Sed  valet  idem  etiam  generaliter  : nempe 
denotante  P >{<vum,  exprimitur  radix  imaginaria  ex 

2 n 

P,  generaliter  (pro  integro  fi)  per  |/  — P;  atque 
2 n 2 n 2 n 

\/ — P (=)  i/P.i/" — 1.  Potest  enim  quivis  valor 
2n 

ipsius  |/ — 1 per  ®+&i/^  — 1 exprimi  , {lenota?iti - 
Sus  a,  £ realia  (haud  excluso  o ) ; quod  breviter 
jbuc  adnectere  fas  sit(post  Trig.  facile  intelligendum) 

# Est(cos  a + |/  — 1.  sin  a J2=(cos  «)2+2  cos  a.  sin  ®|/ 
— 1 — (sin  ®)~=cos  2®+j/  — 1.  sin  2a ; atque  si  cos  ma 
^i/ — lsinfft®  per  cos  a -fp/ — 1 sin  a multiplicetur, 
fit  cos  f/ia.cos  ® + j/ — 1.  sin  ma  . cos  ®Hb|/// — 1 • sin®  cos 
r/2^  — sin  £®®.sin  az=z  cos  (m+  1 )a  ~\-\/  ~ — I.  sin  (m-jr  l)®; 
seu  (prti  quovis  integro  n)  cos  *+i/— 1-  sin  at^(cos 

a ® /i.ct 

---l.EIn  ) ; (nam  <*=  — ). 

u n J K n y 


f 

poi 

F 

di 

u 

me 

1 

V 

Pfl 

em 

iea 

ver 

y 

ue 

/ 

ali 

(«■ 

illi) 


4 

T 

3 

0 

5 

v.. 

* 

in 

jtr 

ri; 


.n; 


7 


( 109  ) 

Ponatur  iam  prius  l=co6a+p/r  — l.ain»;  fieri  hoc 
potest  si  sin  a =r  o , etcosa=l;  quod  fit  si  a= 
jx  2n  (pro  integro  jx  , haud  excluso  o , et  tt=dimi- 
diae  peripheriae  pro  radio  1)  ; substituendo  itaque 

ipsi  jx  integros  o,  1 , - - n — 1 , exhibebit  cos 


n 


2pn 


+ ]/  — 1 . sin  ' — - radices  mi  gradus  ipsius  1 , nu« 


mero  n . 

Ita  poni  potest  cos  a+pX — l.sina=: — 1,  pro  cosa 
~ — 1 et  sin  a— o ; quod  fit  pro  a=:2j;7t ; adea- 
que  substituendo  ipsi  jx  hic  quoque  o,  1,  2--  n — 1 
prodibunt  ipsius  — 1 radices  gradus  mi  numero  «; 
erunt  vero  manifesto  duae  tantum  radices  ipsiu9  I 
reales  pro  n pari,  et  una  pro  impari,  ipsius — 1 
Ivero  una  realis  pro  n impari  , omnes  aliae  radi- 
ces vero  ipsius  i“l  erunt  sub  formam  dictam  a+£ 
l|X — 1 venientes;  nam  terminus  prior  in  expressio- 
ne utraque  reale  est,  alter  vero  factum  e reali  in 
— 1 est. 

Nulla  vero  est,  radicum  dictarum  ipsius  i*  1 ulli 
alii  earundem  plane  aequalis , quamvis  in  paria 
(a  signis  abstrahendo  aequalia)  dispesci  possint.  Sit 
nimirum  n prius  par  ex  gr.  6,  tum  sit  impar  ex  gr. 

ot  1 ' 2 3 

5 ; erit  pro  casu  Imo  ,c,  2*,  — . 27*,—-  .2*, 


ii 

itefl 

nn 

d 

0 

tur, 

ICO! 

l)«! 

(c«| 


o— 2n» 

3. 

5 
5 


.2a, 


6 

1 2 

,27v  pro  2 do  vero,  o,  * .2^,  -p-.2*, 

D O 


6 


‘.271+  -.2 A 

6 


in  casu  primo  est  n 

2 


4 

in  , ita .27T  -j* 

6 


6 


atque 

-.2*  = 2 et 


ba  si  numerus  par  n quantusvis  esset , a dictis  ex- 
tremis aequidistantium  sumina  est  toii  periphe- 
riac  aequalis ; usque  quo  ad  medium  perveniatur, 

O \ 

. i . , 

ti  nic  — .2*  est)  qui  semper  «st.  ki  n UU- 


K no  > 


par  sit  quoque  , idem  est , praeterquam  quod  ibi 
tnedius  non  detur.  Sunt  vero  (in  Trig.)  sinus  ar- 
cuum quorum  summa  — toti  peripheriae  , opposi- 
ti (alioquin  aequales);  itacgso^l  etcos*^= — 1,  in 
casu  primo  sunt  oppositi ; et  iu  omni  casu  arcu«  ct 
a o ultra  it  crescente,  utrinque  aequidistantes  ef-  ' 


ficere  2 it  facile  patet  , adeoque  manifestum  est 
omnes  radices  differre.  Plures  vero  esse  nequeunt 


nam  infra  probabitur  ut  +P— ■ o sit,  nonni- 


si n valeres  habere. 

Exempla  Pro  «=  3 , et  r=\/ 3 , adeoque  [/—3 


O 

— \/  r ; erunt  valores  ipsius  1 sequ:  1, 


11  1 1 

1 + -=-r — — - r , quorum  quivis  iu- 

2 • * 2 


2 1 2 '•  5 2 
Xta  datas  regulas  multiplicando  elevatus  producit 


3 11 

1.  valores  ipsius  — 1 vero  sunt — h-jr  + 


^ — -1  r . It&  valores  ipsius  1 sunt  1,  —1  3 

2 'Js 


4-J/" — 1 , -iX— 1 , (id  est  iri  ct+rl)  valores  ipsi. 


4 11 

us  \S — 1 autem  sunt+  IX  irl^ — -0-et  — jX 


2:  ix 


Pro  quovis  integro  7i  sinus  cosi- 


2 ~ " 2 
nusque  adeoque  radices  approximando  (quam  pro- 
xime)  exhiberi  possunt. 


m 


m 


SSL 

Hinc  si  1/P  sit  p\  erit 

Erit  enim  \p{a-\-H^' — 1)]  ,n~  pm(a+H X — l)m— 
P. — 1= — P.  Namque  />*(«  + — l) 

p/ — ])(  peracto  calculo  patet.  Si  vero  de  pu  f»o- 
tentia  valet,  de  (p  + Ijta  quoque  valet:  nempe  tum 

p?  (o+i(X— l)1*  *=(ap+p&  \S—  l)*1 ; seu  brevius 


( m ) 


pP  (A+Bt^ — + pP  B'1/* — 1 ; nimirum 

'^a+'6l/^ — 1)^  manifesto  nonnisi  e factoribus  a,  £, 
^ — 1 coaluit,  ubi  — 1 in  nullo  termino  ut  fa- 

ctor bis  manet  (per  3),  adest  praeterea  p in  quo- 
vis termino;  et  quovis  per  quemvis  multiplicato  , 
exponens  ipsius  p (prius  ^ exponenti  elevationis  2) 
semper  uno  crescit  simul  cum  hoc.  Unde  etiam 
patet  ■A  + BIS' — 1 esse  ==:  1 , adeoque 

reale=rcali,  et  imaginarium  imaginario  / et  hinc 

A=A  , et  B'= B'.  Conseq.  etiam  p^^{ A+BI^- — 1) 

Ja+6  l/— l)=(A>^f  Wp^lS—  1)  (ap+pll^—1); 

pP+1(Aa+A&l^—  1 + «B  l^~-l—B5)=p*iJrl 

A'a+  p?+1  A 'tlS—l+p»+1  "Bl/—  1-  j>V-+l 

m n m m 

B h.  Est  igitur  etiam  (p — 1'  — — P,  et  — P en 

m m 

i» 

m m m m m "m 

Ita  J^-P.  |/Q=  J/P  . iO~  I 4/Q  nrl^—  P Q 

h * 

m m m 

N’am  si  i/  P — 1 per  a+b  IS' — 1 , et  l^Q  per 

sl  ! * 


/ 


t+  p — 1 exprimi  possit ; erit  (a+b  IS' — l)fn 
— 1 )m~  (a&  + b&  — 1 +^j3  1 - — $b  ')m. 

Est  enim  hoc  manifestum  pro  m~ 2 peracto  calcu- 
lo ; valetque  de  quovis  exponente  p+1  si  de  p 

valet.  Sit  enim  (a+ 6 ^ — 1)^  =A+B|^ — 1 , et 

[a+j3  1)1*  =A'+B'f/  — 1,  atque  [(«+«1^—  1) 

^a+pU'"' — l)j  ^~A"+B''  X/' — 1,  (patet  nempe  in 
elevatione  ista,  ut  supra,  praeter  reale  nonnisi 
tale  manere  , cuius  unus  factor  realis  alter  — 1 

est).  Erit  (per  hyp)  AA'+AB'|^ — 1 + A'Bjk^ — I 
— BB'=nA"+B"  — 1;  adeoque  partes  reales  , uti 

partes  imaginariae  utrinque  aequales  cruut;  nem- 
pe AA' — BB—  A",  et  A'B4-  AB'=B".  Multiplicentur 


i 


( na  ) 

ram  A + Bp^ — 1 per  a+b  [S* — 1,  nt  prodeat  (#4-6 

i/ — 1 et  multiplicetur  A'4-B'P^* — 1 per  % 

+ |3  l/ — 1,  ut  prodeat  (a+pis^— l)^~r 1 , ac  mul- 
tiplicentur haec  2 facta  in  sc  invicem;  atque  mul- 
tiplicetur etiam  A,,  + B/V''' — 1 per  {u+byS — I) 
(a  + |3h^ — l)  , ut  prodeat  huius  potentia  (f*4*1)ta; 
et  subtituanttir  ipsis  A",  B"  valores  supra  dicti;  cal- 
culo peracto  , terminos  terminis  singillatim  aequa- 
les esse  patebit. 

Potest  vero  de  quotvis  ad  uno  plura  pariter  con- 

tl  tl  n n 

cludi;  ut  R K C - - - sit-i^ ABC  - - (etsi  ima- 

ginaria adfuerint). 

m m m m 

Patet  venis'' — P |/Q  esse  (=)l/  — PQ.  Nam 


jie 


m 


m 


— PQ  habet  m valores;  \S — P seu  \X  V — 1 item 

• * 

m valores  habet  , qui  per  quemvis  valorem  x ipsi- 


rn 


us  JXQ  multiplicati  dant  m valores,  quorum  qui- 
vis ad  m elevatus  = * — PQ;  neque  si  per  aliud  x fiat 
multiplicatio  , ullus  alius  valor  prodire  potest;  quia 
tum — -PQ  plures  mtmero  m radices  haberet.  Aliud  est, 

m m 

si  id  tantum  constet,  esse  s (=^P,  et  y(—  |/Q, 

m 

lum  sequitur  tantum  %y  IX  PQ. 

m 

3tio.  Atque  porro  si  a~x  , est  xm(~a,  adeo- 

mn 

que  xmn—  an  ; conseq.  x(=  sed  non  (=)P^  «”inam 

xm  ponitur  ;/ies  ut  factor  in  an  (id  est“wie»  posi- 
to a),  et  x ipsum  ponitur  mn -ies  ; adeoquc  x adeit 


mn 


inter  valores  ipsimp^  w/z,  sed  hoc  habet  valores  nu- 
mero mn  , x vero  nonnisi  m valores  habet.  Patet 

flh  TTL  TL  TTL 

etiam  esse  x~  i/  «”;ita  xn  — P^ a n 5 a- 

n m mn  2.5 

deoqiie  y <in  an  ■ UndciS' — 1=)  \/ — 1 


It 


fi 
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j/ — 1 habet. 


nempe  \/  — 1 unum  valorem 

— 2_ 

Ita  |X— -1  seu  (—1)  2 (=  sed  non  (=)  (—1)  4 (seu 

t/l);  valores  nimirum  ipsius  1^—1  suat  +1, 

2 
4 


— J , qui  inter  ipsius  (— l)  4 , 4 valores,  1, — 1,+  1, 
— 1 adsunt;  sed  hic  praeter  illos  duo  adhuc  sunt. 
Non  tamen  hoc  pacto  reale  ex  imaginario  fiet:  ne- 

l 2 i 

que  enim  scribitur  (—1)  2 (=)  ( — 1)  4 uti  nec  1 2 

_1 

(— ) 1 4 scribi  potest ; sed  scribitur  tantum  (—1)  2 


<=  C-1)  4 . 

* 4to  Quoad  elevationem  imaginariorum , quaestio 

2 n 

ad  — l redit.  Est  2»  aut  potentia  ipsius  2 in- 
tegra , aut  factum  e tali  et  numero  impari  ; nem- 
pe si  non  formae  2.2 2 est,  aliquem  factorem 

imparem  esse  oportet. 

2P 

yf — 1 nonnisi  ad  m.2P  elevatum  dat  reale , et 
quidem  +1  pro  m pari  , — 1 pro  m impari. 

2 P 

Nam  — 1 est  ipsum  — I praeposito  /;ies  signo 

^ elevetur  hoc  ad  2 ; delebitur  unum  et  si 
quid  maneat,  item  ad  2 elevato  , item  unum  j/ 
delebitur  ; atque  demum  omnia  j/(qua e numero  p 
sunt)  nonnisi  operatione  pies  facta  delebuntur;  pro- 
dibitque  —1 ; est  vero  tum  tota  prior  expressio 

ad  2P  elevata.  Si  vero  idem  ad  2^  + 1 elevetur  9 
2P 

prodibit  — 1.  0^— l)1,  si  ad  2P+2  elevetur,  fiet 
2 P 

et  ita  porro  dum  ad2i?  + 2P  eleva- 
P 
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2P 


tum,  fit— 1(|/— 1)*P  = — h—' '!=+*•  Ita  c^e* 


vando  ad  3.2P  prodit  1 = —1  ; alque 

continuando  alternatim  prodeunt— 1 et  +1  , pro- 

mi  cooffitiens  ipsius  2^  impar  aut  ‘par  erit ; pro 
aliis  exponentibus  elevationis  autem  signum  \r  \ 
cum  exponente  pari  ex — 1 haud  delebitur. 

m2P  2'°  m 

Si  vero  m sit  impar;  tum  K — — 1 ~) 

€jy  m 

^ 1 nam  unus  valor  ipsius  {S' — 1 est — l;adeo* 

m2  P 

qUe  si  (X  — 1 ad  2 P elevetur  , gaudebit  uno  vald* 
re  reali.  - ^ 

—1;  (t>— 1 y=(l/l/—\ f ~ 


df 

re 


W 


Ex  gr.  (y''— 1)! 

3. i 3.2 

j/ — 1 . \y — l — ) J/ — 1 , adeoqne  l)2— ) 1» 

23  4 5.2 

(|>— !)*=(  — 1)2  = 4)  “> 

1 ; et  ita  pono  , exponenti  radicali  semper  bi- 
narium addendo  , et  elegando  ad  2,  alternatim 
prodibunt  imaginarium  et  unus  valor  realis. 

- Tf  ,-  : ..  „ v,Atont{oo  ilttPirrrai 


T1 


5to  Etiamsi  p,</,r---  potentiae  integrae  ^fue- 
int  ipsius  2,  et  p<q<r  - - - adcoque  q~p'p,  r-q'q 


integras  potentias  ipsius  2 denotanti- 


P q r , , 

lus):  — l.J/ —\.iy — 1 ---nullum  reale  dare 


Ui 


j otest, 


p PP  -y 

Sit  enim  !=#  ; e*it  xP  = — 1. 1^1 


P' 


k 


p p p'  ,P^  .p  “• 


— 1;  nam  aJ3=  ( \S — 1 . — l)^  — l)  "O' 


y—\)P  . Est  porro  (xV  ~)p'=:xPP'=(.  — H-'"—  0 
— ( — 1 yp’ . — 1=4- 1. — 1— — l , (nam  p ' est  nume- 


rus par)  ; itaque  x 


PP 

— 1 est  imaginarium;  nam 


PP 


est  par.  Si  vero  de  binis  factoribus  valet,  valet 
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de’  tribus,  et  ita  de  quotvis  ad  uno  plures  ascende- 

r 

re  licet.  Si  enim  novus  1^—1  accedat;  erit  (sab- 
r pp'  pp'q ' . f 

stituendo)  # • — 1 — — 1*  ^ M ^l0C  V->  erit 

c/ 

VPP*  = — 1.  \S — 1 , et  elevando  ad  q'  erit  yPP  % 

pp'tf  ... 

— q,  1 . — i — ; — i ? atque  — 1 item  imaginari- 

um est, 

* 6to  Radices  ipsius  — 1 exponentis  2n  (pro  quo- 
vis integro  n)  eaedem  quidem  cum  iis  , quas  ioi- 
mula  superior  pro  hoc  exponente  dat  , sed  alia 
Via  formaque  prodeunt. 

Paulo  inferius  tradita  aequatione  quadratica  fa- 
perspici  potest.  Occurrunt  nempe  expressiones 
formae  i^(a+^  6)  , quod  simplicius  redditur  mo- 
sequ.  (et  ad  repetitionem  evitandam  post- 
aequ.  quadraticam  citabitur).  Si  ponatur 

atque  -a~x+z  ; demonstrabitur,  tam 
x quam  2 habere  valorem , ut  substituendo,  aequa- 
‘ii  |tioni  utrique  satisfiat  ; valores,  quoque  statim  pro- 
dituros tales  esse  patebit.  E prima  aequ.  sequitur 
« (elevando  ad  2);  a.+^6=x+z+2  et  sub- 

trahendo  fiet  #z  5 et  hinc  o • 

4 et  hinc  x—--^~a—z ; (quia  ,<*==#.+  *) ; unde 

ar  I ' ' “ i 

$—4 az—iz*\  et  hinc  s2— az+  > adeoque 


1 , , ✓ 1 2 ^ \ a + I^Z otniip  nim 

4r  v-4  « w jO  — 2 5 q 

x~a,—%  sit^,  I Sx+V/ji  quoque  datur. 

4 

Applicatur  boc  pro  scopo  praesente  sic  : l/'  l 
1— i/(o  + l/ l)l  U,ji  1 5 et  U~°  ’ 

=-^=s,  et 
' P * 


adeoque 


( H6  ) 


atque  iSx+i/  zzzlS  1 j-  j/ 


2 


f/— 1=|/'  — l ; ita  /(*/  ~ + ll0c 


loi 


ie 


2 


pacfco 


prodit  —y/  ( + |/(-| 


2 


23 


l/ — 1—  |/ — 1.  Unde  si  ulterius  quoque 


continuetur;  lex  formationis  perspicitur,  facile  de- 

24  1111 
monstranda.}/  — 1 erit  J/  [ + "2 ” 1^(  "^T  “2“ 


«u 

1 is 

ort 

int 

m€ 

rui 

net 

m 


tet 


\S 


1 


^ T> 


— I;  nimirum  quaevis  radix  exponentis  271  ex 
— -1  , constat  ex  2 terminis  alioquin  aequalibus  per 
+ connexis , praeterquam  quod  posteriori  adnec- 

titur  ut  factor  \S — 1 , atque  post  illud  — - quod 


uti 


op 


primum  signum  \S  excipit,  in  priore  termino  sig- 
num + in  posteriore  signum — est;  scmper  autem 
dum  uno  altius  ascenditur,  in  utroque  termino,  ul- 
1 11 

timo  -^-,additurd — — , post  quodvis  signum 

novum  j/  {praeter  ultimum)  in  quovis  termino- 
rum, (prioris  posteriorisve)  parenthesi  nova  interi- 

2n 

us  posita;  ita  ut  in  / — 1 sint  in  quovis  ambo- 
rum terminorum  signa  j/(cxcepto  factore  / — 1) 
numero  n — 1 ; nempe  pro  n—2  est  1,  et  semper 
dum  n uno  crescit,  unum  novum|Signum  j/in  utro- 
que accedit.  Notandum  vero  est!  quodvis  duos 
valores  habere, Jquorum  quemvis  accipere  licet,  { et 
nonnisi  tunc  valores^equales  accipiendos  esse,  si 
aequalibus  imaginibus- praefixa  sint.  Ex  gr.  in  ulti- 


ISfC 


ma  expressione  pro  exponente  24,  (pro  quo  32  va  - 
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1 1 1 X 

Iores  sunt)’  — t*—  \f -h~)  l»abet  4 va!o-< 

Z Z Z Z 

res , nam  uterque  valor  ipsius  K ^ combinatur 

cum  utroque  valore  signi  y/  prioris  ; at  pro  quo- 
vis casu  valor  iste  in  termino  priore  , et  posteri- 
ore tibi  signo  contrario  afficitur,  idem  esse  debet; 
intcrim  in  termino  priore  signum  primum  nu- 
merum valorum  item  per  2 multiplicat,  et  nume- 
rum hunc  item  2 signa  y/'  in  posteriore  (primum 
nempe  et  ultimum)  item  per  2.2  multiplicant;  ut 
numerus  valorum  fiat  2.2.2.2.2=32.  Facile  vero  pa- 

2n 

et  5 quod  si  formula  dicta  pro  y/ — 1 elevetur  ad 

2/z-l 

i,  ut  prodeat  j/ — 1,  deleatur  in  termino  utro- 
que ad  laevam  1 signum  y/ (ut  statim  ostendetur), 
tperatione  eadem  2da  deleatur  item  unum  y/  in 
ltroque  ad  laevam  ; et  ita  porro,  donec  ,(/* — 2)u 

jperatione  n — 2 signis  y/'  deletis,  maneat  | ^-7^ 

|X — 1,  quo  item  ad  2 elevato  prodit 

/ — 1 , et  hoc  ad  2 elevato  , operatione  ^ta  de- 
num prodit — 1. 

Si  nempe  u nominetur  generaliter  quod  post  2dum 
signum  in  primo  termino  est;  erit  formula 

equ.  |/( 

1 ; et  boc  ad  2 elevatum  est  u+ 2y/ _L 

4 4 


0-l/— 1 — 1=|/ 

■ 4-isc  l. ), 


2 


quia 


u 


I 1 

rr>  +"*>  l/ ( - - - ).  IJbi  patet  unum  signum  radi 
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cale  ad  laevam  in  utroque  termino  deleri , expo- 
nente  ipsius  2 in  signo  radicali  unitate  imminu* 

2/*  2/*-l 

to  ; nempe  ex  \/ — 1 facto  — 1 et  ita  porro  , 
donec  operatione  ^ies  facta, — 1 prodeat. 

7mo  Radix  igitur  cuiusvis  exponentis  paris  m e 
quocunque  *+  vo  etiam  , sub  formam  «+  b i/'  — 1 ve-  , 
nit(p.!08);  sed  quaeritur  num  summa  quantitatum, 
quae  sub  hanc  formam  veniunt , aut  haec  per  re- 
ale , aut  per  eiusdem  formae  quantitatem  multi- 
plicata, aut  divisa,  imo  etiam  ( a+bi / — 1 )r/  sub- 
eandem  formam  veniat  ? Quamobrem  de  quantita- 
tum complexarum  , quae  terminis  talibus  quoque 
gaudere  possunt,  additione,  subtract  ione  , multi- 
plicatione , et  divisione  agere  convenit.  Notandum  ] 
vero  est,  quantitatem  fpure  imaginariam  nonnisi  « 
determinatione  dicta,  qua  afficitur  (XXXI)  a re-  . 
ali  differre,  uti  4 an4  , adeoque  omnes  in  in- 
tuita exhiberi;  nec  scientiam,  quae  praecisione  s, 
evidentiaque  gloriatur,  meris  imaginibus  nullo  o- 
xiginali  gaudentibus  contentam  esse  posse.  Vide 
mox  dum  — 1 etiam  in  exponentem  ascendit* 

XXXII.  Summa  totalis  est , summa  realium  cou-  ‘ 
nexa  cum  summa  pure  imaginariorum  (p.  105);  sum- 
ma realium  est,  illud  reale  vel  quo  summae 
realium  >f«vornin  et  summae  realium  ^vorutn  alter- 
utrum superat  alterum  , aut  o si  aequales  sint  ; 
sumnia  pure  imaginariorum  pariter  est  o si  aequa- 
le sit  >j<e5i-t,aut  illud  quo  summae  Avorum  et 
summaeM  vorum  alterutrum^alterum  superat  (p.  25)*.  ^ 
llegula  additionis  cat 

Pro  quovis  pari  terminorum  praeter  coefficien- 
tes  aequalium  (id  est  factore  communi  gaudenti- 
um), scribatur  factor  eorum  communis,  cum  co- 
efficiente  rzii  summae  coelficientium  : summa  om- 
nium terminorum  hoc  modo  prodeuntium,  necnon 
terminorum  reliquorum,  erit  = summae  omnium  n 
priorum  terminorum.  Si  inter  bos  terminos  quo- 
que adsiiit  termini  factore  communi  gaudentes,  ope-  ^ 


\ 
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ratio  toties  quoties’ repeti  poterit,  donec  summa 
quaesita  forma  simplicissima  exhibeatur. 

Quod  hoc  pactor  summae  quaesitae  aequale  pro- 
deat, patet  sic.  Sint  prius  tantum  realia. 

Imo  Valet  de  2 terminis  regula.  Sint  enim  ae+ 
e aut — a c — /3  e,  aut  a c — :$c , ’(ne(lue  alius  casus 

• datur)  ; erit  c aut  aut  ^ , pariter  a,  et  pariter  p; 

i!  sintr(pro  a',  p',  integris  >{<vis  ) a=  •+  p =*£ 

i.  — — 5 et  S—~u.  Percurrendo  casus  singulos,  pro- 

n n 

ie  dibit  per  regulam  pro  casu  Imo  (a+p)c  Pro  2do 

j, jf( — a — p)  c , pro  3tio  (a— p)c;  summa  vera  qiio- 
u que  eadem  erit;  ex  gr.  pro  a ^vo  et  p *-ivo;  erit 
ii  a c=u'u  r P £==• — P'w,  atque  ac+pc=a'w — P'&~(a' — p'^ 

n/- — (-2 — )c===(a+p)c\  Ita  reliqui  ca- 

! ■ n v n n ' v 

ie  sus  patenh 

o«  ar  a'HH  a* 

Ii  Si  vero  — ^ a — N a c—  A-~\  p ; tum  — =Li— 

jt  p , et  (ai"P)c. 

2do  Si  vero  certorum  quotvis  terminorum  Sum- 
10  fria  S iuxta  regulam  vera  prodierit,  atque  accedat 
r‘  novum  par  terminorum  factore  communi  gaudenti- 
; um  , quorum  summa  sit  s ; erit  summa  prius  ad- 
ditorum  simul  cum  novo  pari  , ipsi  S + s aequalis. 
et  Sit  enim  in  prius  additis  summa  ointiiuin  ^vorum 

IA, et- — B sit  summaMyornm  in  iis;  in  S vero  sit 
a summa  ^vorum  ei — b summa  — vorum ; atque  no- 
vum par  sit  ex  gr.  (pro  k >{<vo  ) 2k — k— k.  Aut  erit 
A=B  , aut  A—B+B'  aut  A+A'==B  (pro  A,  B,  A', 
B'  ^vis  ). 

Si  A~B  , etiam  u—b\  quia  A — Bzz:  / — b (per 
byp)  ; se(l  A — B=o  , ergo  et  a — bz~o , quod  nisi 
a=b  sit  , esse  nequit. 

Si  A>B  4 et  A + A'=:B  ; tum  A — B=  A — A — A' 
~tt — bz^ — A',  adeoque  b superat  ipsum  a quanti- 
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tate  A';  nempe  fc«+A'  esse  debet,  ut  sit  a — (a 
+ A')=— A',  et  a=(a+  A') — A!—b — A'. 

Superius  (p,  57)  dictum  est,  demtione  etiam  per 
partes  undevis  facta , prodire  aequalia  ; quod  hic 
tenendum  est ; substitutiones  etiam  rite  fieri  sta- 
tim  dicetnr. 

Si  A— B + B';  tum  A— B=B  + B' — B=a — h\  adeo- 
que  B'— a — b;  et  hinc  a~b  + B. 

Quod  substitutiones  factas  attinet;  dum  ex  gr. 
a~b — A'  substituitur  ipsi  a in  a — b ; est  tum  B 
=A  + A',  adeoqne — B= — A — A',  et  A — B— A — (A 
+ A0;  ubi  manifesto — A'  manet,  (partem  A ipsi- 
us B ex  A demendo);  unde  a prodit b — A',  et 
simul  b^=ia+  A';  si  iam  in  a — b ponatur  in  Jocum 
ipsius  a vaJor  dictus  ; erit  b — A' — 3,  et  si  in  Jo- 
cum primi  b ponatur  valor  eius  a+  A',  erit  a+A! 
— A' — b , quod  demto  A'  ex  A'  erit  ipsum  a — b . 
Quicunque  iam  fuerit  casus;  ex  gr.  si  A + A'=B; 
erit  summa  vera  A — B-f£  seu  A — A — A'+k= — A' 
+ k;  summa  iuxta  regulam  autem  est  a — b + k^=z 
b — A' — b+k  (quia  tum  a—b — A')= — A'+£;adeo- 
que  summa  iuxta  regulam  est  summae  verae  ae- 
qualis. Manifesto  vero  de  quotvis  ad  fnovum  par 
concludere  licet , donec  (terminis  quorum  nulli  duo 
factore  communi  gaudent  omnibus  praemissis)  nul- 
lus amplius  supersit.  Possunt  quidem  demum  ter- 
mini prodeuntes  ordine  quocunque  poni  , cum  per 
superius  dicta  summa  prodeat  eadem. 

3tio  Imo  etsi  imaginaria  adfuerint,  regula  ea- 
dem valet.  Exprimantur  enim  haec  per  X,  Y,  Z, 
V--.,sitque  X— x+v'\/ — 1,  Y— y+y'  — 1 & 

y,  y' realia  denotantibus)  ex  gr.  si  X=2 
— 3 j/  — -1  , est  #=2,  x'—  — 3 ; adeoque  ex-1 
primit  valores  ipsius  — 3 — 1. 

Substituatur  (in  I)  X ipsi  c ; erit  pro  omni  ca- 
suum ibidem  dictorum  summa  iuxta  regulam  sum- 

mae  verae  aequalis;  notando  quod  ibi  ^ = u 
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, ubi  c aut  tota  (id  est  pars 
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ptraque  tam  realis  quam  imaginaria)  >{<  esse  po- 
test, aut  utraque  **va,  aut  una  >{<  altera  >-1,  lin- 
gulis casibus  percursis  , regulam  de  2 terminis  aX 
^ ■ +|3X  valere  patet. 

j(  1 Si  vero  de  quot  vis  et  qualibusvis  terminis , quo- 
rum summa  iuxia  regulam  sit  S,  valeat;  valebit 
e()  etiamsi  novum  par  accedat.  Namque  sit  summa 
'omnis  realis  in  eousque  additis  A , et  — -B  summa 
**  , ac  summa  omnis  pure  imaginarii  ^vi  sit  /, 

• et  — K sit  snnmia-HTi  ; summaque  omnis  realis 
,,  >J<vi  in  8 sit  a , et  — b summa  realis  <-«  vi  , imagi- 
p ilarii  puri  vero  ^vi  summa  sit  i,  et-*  vi  sit  — k (ubi 

horum  quodvis  etiam  o esse  possit).  Erit  non  so- 
lum  A — B— fi—6  . sed  etiam  I — K~i- — k ( per  hyp): 
atque  ut  supra,  pro  quovis  casuum,  ubi  aut  A=B, 
_J|ant  A + A'=0,  aut  A==sB  + B',  erit  aut  /=«  _,  aut 
^ I + I'= K,  aut  /===K+K';  quos  singulos  combinati- 
^ do  regulae  generaiilas  prodit. 

Ex  gr.  Sit  A— B + B',  et  K— /+/';  erit  (per  su- 
u periora)  a—b-h  B',  et  *==£— omnibus  literis^  va 
eo  denotantibus)  ; accedat  novum  par  ex  gr.  3X— 2X; 
ae  erit  summa  iuxta  regulam  a — 6 + t — kf  X ; est  ve- 
ro summa  vera  A -fa- — B + /+  x'  — 1 — K;  sint 

U|)nunc  reale  x et  pure  imaginarium  x'^ — \ ^ va  , 
u|  pariter  pro  aliis  valoribus  patet.  Substituendo  va- 
llares ipsorum  A,K,«,  * in  summa  vera,  et  sum- 
ma iuxta  regulam;  erit  prior  B + B'  + 3.r — B — 2x 

* -f  I\‘ba/\/r — 1 — I — I' — 2xr\X — 1,  et  posterior  est  £ + 
B'+x — b+k — F+x'  |/ — 1 — k : atque  utriimque  dem 

y tis  demendis,  est  = \/ — 1 — 

'fi!  Consequ.  quum  et  hic  semper  ad  novum  par  as- 
-Ipurgere  liceat  (ut  antea):  evidens  est,  sive  tan- 
, tum  realia  , sive  tantum  imaginaria,  sive  permix- 
ta fuerint,  regulam  additionis  valere.  Imo  etiam 
si  expressioni  e quot  vis  terminis  constanti  (cujus 
valor  sit  ex  gr.  >%*  a **  /)  addatur  per  regulam  ex- 
pressio, cuius  valor  sit  ex  gr.*-»  |3^/;  prodibit  sum 
: ma  vera  a — j3  + * — I (denotantibus  *,  / pure  inu 
ginaria).  Unde  si  expressionibus  vaiorum  aeqn 
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lium  , expressiones" valorum  aequalium  addantur  ju- 
xta regulam  , aequalia  prodibunt. 

4to.  Regula  subtractionis  in  promptu  est:  nem- 
pe signis  subtrahendi  inversis,  imitatu?  subtrahen- 
dus, si  reale  sit  , in  oppositum;  idem  fieri  eiiam 
cum  imaginariis,  clarum  est  , ex  gr. — -X  et  + X 
opposita  sunt,  nam  si  x ++ erit — - Hzzz** 

x ijt  x'\  est  vero  ipsius  x oppositum  , ita  >$<x* 

ipsius  **  x'\  ita  quotvis  fuerint  X + Y - --  erit  — X 
. — Y - - - oppositum  summae  re  alium  , quae  X + Y - - 
continet,  et  summae  pure  imaginariorum,  quae  in  ;| 
iisdem  adsunt.  Itaque  si  subtrahendus  signis  inver- 
is  alteri  ( minuendo  dicto ) juxta  regulam  addatur, 
d ifferen  i ia  prodit. 

5to.  Factum  vero  repentur;  si  multiplicandi 
terminus  quivis  per  terminum  quemvis  multipli- 
catoris, ubicunque  regulae  (p.  106)  applicari  pos- 
sunt, juxta  illas  multiplicetur ; aut  pro  notis  quan- 
titatum generalibus,  faetnm  e dictis  terminis  eius- 
modi  omnibus  ita  exprimatur , ut  notis  generalibus 
quidvis  substituendo  verum  factum  exhibeatur;  aut 
saltem  legem  signorum + , — tenendo,  factores  post  se 
invicem  scribantur;  et  factores  ita  ordinentur,  for- 
menturque,  ut  factum  eiusmodi  quo  simplicius  pro- 
deat ; ac  denique  facta  omnia  partialia  addantur. 

Nam  sint  prius  tantum  realia;  sitque  unus  factor 
A + B,  alter  vero  sit  C,  aut  C-fD,  ( quodvis  ipso- 
rum A,B,C,D,  sive  sive  ^ denotaverit  j)  : erit  fa- 
ctum in  casu  Imo  AC  + BC,  in  2do  AC+BC+AD+ 
B D. 
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Denotent  enim  a^b,c,d  >{<v£  , et  sit  (pro  inte 
gris  a\  b\  c\  d\  n)  a~ 


a1  , V _ c‘  J (T 
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sitque  ipsius  A valor  aut  aut — a , ipsius*B  va* 
lor  aut  b aut — b Zf  - - Erunt  casus  scqti.  («+  b ) n 
ic  + d)  , (■ — a—b)  (- — c — d ) , (a+£)  ( — c — r/),  («+ £) 

(c — d)  , (a- — b)  (c- — d)\  nempe  6si  in  imo  factore 
tantum  c sit  , dzzzo  poni  poteSt,  fet  aut  singuli  ter- 
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mini  erunt,  aut  singuli  **  vi  , aut  "in  uno  4 fa- 
ctore ambo  in  altero  ambo  «vi,  aut  in  uno 

uterque  terminus  ifhrus , et  in  altero  unus  , al- 
ter «,  aut  in  utroque  unus  alteri—.  Percurran- 
tur casus;  sicubi  a — b est,  est  aut  a~b,  aut  a^b 
+ aut  b—a+i •,  et  ubi  c — d est,  pariter  est 
aut  c—d,  aut  c—d+S)  aut  d~c  + t?  (ipsis  $r,  r,  *,  t 
>J<Va  denotantibus). 

Est'f«+^)  (c+d)  iuxta  regulam  ac+  + 


aV 


/*/* 


„ „ t a'd'  , 

-h  — i 

7/ /4  U/L 


a'+r/  LJ+d' 


u 


n 


Cp-61,  52); 


quae  est  summa  vera;  nam  a+b- 


y+y 

n 


, et  c*+rf 


_ c'+i' 

Si  omnia  »-<va  sint,  manifesto  idem  prodit:  si 
vero  unus  factor  « sit,  idem  quidem,  sed  « vum 
fit» 

Considerentur  iam  casus  (a  + 6)  ( c—  d*)  casus 
omnes;  erit  pro  czzzd  factum  verum  o,  et  factum 
iuxta  regulam  ac — ad+bc — bd  item  ruo. 

Pro  c=e?+,y,  est  factum  verum  ( a+b)s , atque 
Dt  facti  iuxta  regulam  vaior  est  + nam  ac— a 
[d+  s^—ad-^r  as , ita  bc^ bd+bs  ; adeoque  ac— ad 
+ bc — bd—ad — ad+bd — bd+  as+bs. 

Pro  d~ c+£,  factum  verum  est — at — hi , et  idem 
ralor  facti  iuxta  regulam  est;  nam  — ad—  — ac 
— at , et — bd~ — hc — ht ; unde  patet. 

Si  vero  ( a — b)  ( c — d ) fuerit : pro  a~h  [factum 
rerum  o est  , et  idem  iuxta  regulam  fieri  clarum 
5St.  Ita  si  b=:trfr,  vel  a~z  uJ;q  ex  gr. 

Si  a~b-\-  q , erit  factum  verum  q{c—d)~qc— 
qd  (per  praec)  ; iuxta  regulam  vero  (b-)rq)c— bc 
-~[bJir(j)d-3tbd~bcJlrqv — bc — bd — *qddr  bd~qc — qd . j 

Est  vero  per  superiora  factum  idem  , etiam  per- 
mutatis factoribus,  atque  m-oao-mia  per  monomiasa 
quoque  iuxta  legem  signorum  rite  miUtipIfertur  *, 
jdemque  est , quaecunque  per  alteram  multiplice- 
L ^ Q * 


nte 
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nu* : consequenter  summa  duorum  terminorum  r«a- 
1 ; uti)  qualiumvis,  per  summam  2 realium  termi- 
norum qualium  vis  multiplicatum  , est=  summae 
‘actorum  e termino  utroque  multiplicandi  et  ter- 
mino  utroque  multiplicatoris. 

&i  vero  de  duobus  terminis  valet  regilla;  valet  de 
3 , et  ita  de  quotvis  ad  uno  ptura  concludere  licet. 
Denotent  enim  iam  literae  sive  ^ sive*-1;  et  sit 
» sunnna  terminorum  multiplicatoris,  A summa 
lerminorum  multiplicandi  ; atque  a!  sit  unus  ter- 
minus multiplicatoris,  reliquorum  summa  sit  b , et 
unus  terminus  eorum  , quorum  summa  est  b , re- 


(j 


liquorum  summa  site;  et  c unus  terminus  eorum 
quorum  summa  est  c,  ac  reliquorum  summa  sit  </, 
ita  porro  usque  ad  terminum  ultimum  ; ita  A' 


fess  unus  terminus  multiplicandi , et  reliquorum  sum- 
a sit  B , ac  B' sit  unus  terminus  eorum  , quorum 
summa  est  B,  et  summa  reliquorum  sit  C Sit 
c*x  gr.  ultimus  multiplicatoris  terminus  multi- 
plicandi sit  D.  Erit  (per  praec.) 
a A=(a'+£)A=a,A  j*  6A , est  vero 
a/A=o'(A,+B)=a/A '+«'B  ; et 
c/Bz=w\B/4-C)=«,B,  + a,C  , atque 
»/C=a,(C/+D)=o/C,+  a,D.  Itaque 
*'A=:afA'+aW+rfC'+a'D.  Ita 
6 A — [6'+  c-) A = b' A + cA ; eritque  ut  prius 
6/A=4'A'+4'B,+  fl'C'+0D.  Ita 

€ A — cA'-fcR‘  + 6*C,  + cD.  Quod  cum  quotvis  fuerint 
termini,  usque  ad  ultimum  in  utroque  factore  con- 
tinuare liceat;  manifesto  factum  summa  ex  lactis 
omnibus  e singulis  terminis  multiplicatoris  per 
singulos  multiplicandi  est. 

Quoad  casum  autem  , si  imaginaria  adfuerint  5 
loguiam  valere  patet  sic. 

Ecienti s denotationibus  % , Y - « , Z , V - - (p.120) 
sed  proximes  baud  retentis;  si  reaiiu.ni  A , B - - - 
summa  sit  * ; ysr.  A X 4~ BX  - - - ~-a_\ . Wam  AX---_-  v 
(&  + *' j/ — + — 1 Icilia  AX,  Jactum 


iuxta  ne  fi  n 


denotare  iivdti. 


/ ’ 


1 id  i 1 X =‘1j  A* 
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— 1 & adeoque  AX+BX — A#  + B.r 

+ \x'  I + t/— l - - ~(A  + B - ->+ (A  + B- -) 

i |/—  irsa-r  + a#'  j/"  — 1,  quod  (per  def.)  factum 

ex  <t  et  X est.  Nempe  si  (pro  integris  A',  B',  n ) 
A'  B' 

sit  A , B~* — et  accipiatur  + 1 (ex  gr.)  pro 


et ' 

ve. 

nra 


valore  ipsius  — 1 ubique;  ev\t  kx' [/ 1 — 1 ~* 


■n 


a9~A!u  (si  x':  n dicatur  re).  Unde  A'^+B'w— (A' 


+ B')m=(A+B)  x'  -1.  Imo  etsi 


. A' 


n 


t(  etiam 

r 1 


B'  n . A'  + B'  . 

B;  erit  — - — . x y/ — 1 


A , vel 
(A  + B) 


n n 

|ffl;  x'  |/ — 1;  quod  ad  plura  quoque  extendi  clarum 

J €St- 

Ita  AY+BY ~ay-\-cuj\  idem  pariter  continu- 

Jti|  ari  potest  , qnotvis  post  X,  Y -*■  - fuerint.  Conseq. 
si  qttodvis  ipsorum  X ,Y  - - - per  quodvis  ipso- 
rum A j B--  - multiplicetur,  prodibit  a^x+y  - - - ) 

+ ci{x,[/r — 1+y  j/ — 1 ) . nempe  factum  iuxta 

definitionem. 

Consideretur  iam  XZ ; exprimet  hoc  factum  ex 
x+  x'  et  y+y'  (ubique  + 1 pro  valore  ipsius  IS* 
— 1 sumendo  , posset  ubique  — 1 sumi).  Per  def. 
multiplicationis,  XZ  denotabit  xz  + xz'-\-zx'Jr  (x'z 

fJll|  — — x'z');  nempe  x'  — lnz  — x'z'  (p.I06) 

Si  ipsius  x\  rj • - - terminus  quivis  per  termi- 
num quemvis  ipsius  multiplicetur:  ma- 

nifesto (ut  p.  122  sequ.)  factum  ex  (#'+y---)et 
(s'+«>'---)  prodibit  , cum  omnia  ibidem  dicta  beic 
locum  habeant,  nisi  quod  ibi  quoad  +l,hic  quo- 
ad — I fiat  multiplicat io.  Erit  vero  hoc  factum 
— x'%1 — Mry'  - — ,rV— y'vf  - - - ita  {x,Jry')  (%'  + vl  ) zz; 

— (•*•■'+/)  (»'+*'). 

Sit  iam  mus  factor  AfB-*  - f X+Y  - • « alter  sit 


ct6 


'L  V « - -*  et 


StJUl: 


i e alium  A , B - 


sit 
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a,  summa  realium  a,  b - - - sit  £,  atque  summa 
realium  iu  X+Y  — sit  R , pure  imaginariorum  sit 
/;  et  summa  realium  iu  ZtV  - - - sit  r , pure  ima- 
ginariorum sit  i : multiplicatis  singulis  terminis 
unius  factoris  per  singulos  alterius;  prodibit  pa+pX 
+pY  - - - ‘hxZfaV  - - - + Z XtZ' Y - - - +VX+VY  - - - = p» 

*bp#+Py  - - - + p#'+p;/  - - - fasta y - - - +a*'+  a?/  - - 
fjsy-  - -ivxfvi/  - - - - - + vx*  + vy'  - ■ - + .rs 


fys  - - * t xv^yv'  - « - f [ — .v'zr — '%'y’  * - - vV  — ©V 

= ( xtJr  y’  - - - ) (&'4V---)“|.  Quod  plane  factum 
• • • • 

juxta  definitionem  est:  cum  ll~.r+y  - - — , 

r~z\v  - - -,  i—z'Jvv'  --  - ; adeoque  factum  esse  de-  |o, 

bet(a+^fy  --  -)  (p+sf  0 ) + (a+tf*y  - - -)  (V+rr ) 

t (P+sf©  - - -)  (#'ty  - - - ) + - • - ) ( - - - ) ; 


et  hoc  prodiisse  manifestum  est;  nempe  (a+RJ 
(ptr)t(atR)  « tfptr)  itlY. 

6to  Divisio  quantitatum  complexarum  fit  mo- 
do sequ.  E quolibet  termino  dividendi  per  quem- 
vis divisoris  diviso,  prodeat  quotus  a , hoc  a per 
totum  divisorem  multiplicatum  e dividendo  sub- 
trahatur; atque  illi  quod  in  quoto  prodiit,  adda- 
tur semper"  quotus  novus,  quem  e quovis  termi- 
no differentiae  novissimae  per  quemvis  divisoris 
diviso  reperire  licet  ; atque  novissimo  [quoto  per 
totum  divisorem  multiplicato,  et  facto  e novissi- 
ma differentia  subtracto  , operatio  continuetur,  do- 
nec differentia  aut  ~o  sit;  aut  si  alicubi  subsistere 
libeat,  atque  summa  omnis  quod  eousque  in  quo- 
to prodiit,  sit  y,  differentia  sit  r,  divisor  sit  d , 

et  dividendus  D ; erit  Dicitur  —3 — 

d 


( 

(«I 

h: 

r 


: 


complementum  quoti.  Prodeat  enim  prius  ^pos- 
tea b , adeoque  qzzzafb  ; erit  differentia  prima  =D 
— da , 2da  erit  ~D — da — db~D — d («ffl)  — D — dq\ 

adeoque  complementum  erit  — — ^ ; est  autem 


( i2r  >: 


— — — . d~J}.  Quotvis  adhuc  post 

d d 

a,  b fuerint  5 idem  applicari  patet. 

Sint  exempla  quaedam  ad  multiplicationem  , di- 
i visionemque  ; in  quibus  ct  additio  subtractioque 
1 occurrit. 

7mo.  (afb)  (a^b*)  ~ a 7j{2al^b2  ; (a — b)  (a> — b—a 2 
' —2 ab^b2  \ f<rj-j3)  (a — J3)  — a2,faj3 — aj 3 — p2==a3 — j3“.  Ita 
' (X a\X b')  (iX G — {/ b)=a — b\  Bine  etiam 
* — c2]  \c2—{a—  b)2  J=  («fflfc)  (a^b—c)  (cfa—  b) 

si  nempe  a^b  ipsi  a , et  c ipsi  /3  in  fa- 
’)  ctore  priore  , tum  c ipsi  a et  a — b ipsi  £ in  alte- 
s-jiVo  , substituantur.  Idem  valor  est  =:  facto  quod  pro- 
\ dst  multiplicatione  duorum  primorum  peracta 5 
quod  inferius  citabitur.  Peragatui  multiplicatio. 
(a^b)2 — c2 

j I <*  - (a—by 


UAb)2c2—cA—(Xby  ( a—b  )s^c*  ( a—b)2—(a^2(*b 
2ab\b^-[(a\b  ) («—$)]  *_c*_2a. 
?2f262c*3  f 2 a2b2 — a 4 — 4 4 — c4  ; nam  (af£)  (a — b) 

Z> 2 , et  (a 2 — b 2)  7~a4 — 2 #262f&4. 


Svo  Multiplicetur  - 
per 


# f |3ar$ — -]3  * ub—pa  ^ 

— -TTT.-x  T a2|p2  ^ 

prodibit 


aCa  2tP 3 ) 

afJ3  J/— 1 


ia* 
ni 

>ris| 

per  •“ 
ssi-lr 
dol  _ 

ere  fit 

pp 

si  termini  quorum  — 1 factor  communis  est,  ad 


)3a5 — psa  \ azb — ctBrt  . [/ — 1 

« ■ T a(a=ti33;  ^ ‘T  «^3*  ’qU0<1 


denominationem  eandem  reducantur  5 3tio  termino 
per  a,  4to  per  a2fp2  supra  et  infra  multiplicato, 
erit  pure  imaginarii  summa  IX — \ ? atque  sum- 
ma terminorum  reliquorum  nempe  lmi  2di  et  ulti- 
mi =a  ; adeoque  factum  —afbjs' — 1.  Unde  quali- 
iimvis  realium  , et  qualiumvis  pure  imaginariorum 
®?I  Hiinma  per  a\!\^ — 1 expressa , dividatur  per  sum- 
mam ipsius  a summae  realium  et  ipsius  (3£/' — 1 sum- 


mae  pure  imaginariorum;  datur  quotus,  atque  is 
multiplicandus  in  schemate  est. 

9 no  Elevetur—  -•*-  - seu 7-f  — » ad 

2 1 X 2 2 • 

3 (p.107);  erit 

— ^ 0 a multiplicatum  per 


1 f 1 


4 

JL 

4 


2 


- a3,  quo  item  multiplicato  per 


* . Jf  a2;  prodibit 

9,  T 2 • 


- - ^ t a 2f — ~ a f JLa2 — -jL  a a2,  quod 

8 4*  8 8 • 4 8 • 1 1 


substituendo  K3  ipsi  * (p.108)  , est 


i-+-l 
8 T 8 


•3f-r  af  acri. 


*f  _L 

8 8 • 8-8 
Dictum  nimirum  (p.  106)  est  pure  imaginaria  quo- 


ad — 1 multiplicari 

P 

10mo  Si  alS* 


q multiplicandum  sit 

tlSQm 


, <7  1 

per  p — ; erit  factum  = 

al^  P* 


-nq  -nip 


pq  _ 1 

ab{/  1 'n-q  Qmp—  [ — ab  P P<1. Q Pi 

ab^PngQmp 


(p.  89) Nimirum  duorum  factorum  intermedio- 

* nq 

rum  summa  est  =o  j et  P P ( p.  87),  ita 


i, 


m . mp 

P 

Q ^ (— Q^r/;  atque  E^"PW  habet  p valores,  qui  cum 

g 

i^Qm  combinati  dant  valeres  numero  pq , qui 
* 

omnes  adsunt  inter  valores  munero  pq  ipsius 

pq 

Q mP  ^ neque  hujus  alius  valor  est,  quia 
nonnisi  nuincro  pq  sunt.  Unde  etiam  regula  pro 

y p g 

talibus  casibus  liquet:  nempe  a P n . bis'  Q ab 

pg , 

ng  Q^-P  *,  quod  etiam  ad  plures  factores  quot- 
er  vis  , exponentibus  fractis  ad  denominationem  ean- 
dem reductis,  extendi  patet. 

llir.o.  Evenit  etiam  saepius,  ut  in  pluribus  termi- 
" iiis  expressiones  signo  affectae  primo  obtutu  qui- 

)j|dem  per  additionem  simplicius  exprimi  nequeant; 

jsed  transformatione  aliqua  hoc  obtineatur.  Sit  ex  gr. 
J %/'  (a  2|/  b 2c) — (AS  (li/  c);  est  hoc  = a\/  (Us'  c)  ; 

8 nani  quicunque  valores  substituantur  ipsis  «■,  4,  c , 
fest  i/  b~c=  bls^  c , et  2j^(#2j/  b is'  ()-c 

=2 a\s^{b  is'  c). 

m m 

iiof  In  genere  pro  ais' ^ 3 scribi  , atque  illud 

■ m ni  1 

J i m in  nz  "* 

pro  hoc  potest;  est  nempe  arra  ,et  & . p 

771  77Z.  T?l 

i±  1/  um  . pXj3==cf|^p.  Unde  patet  modas, 

signo  is' praepositum  introducendi , quan- 

titatem , quae  sign  o is'  subesi ',  educendi . 

77^  m 

„\  12  mo.  Si  Sls^a  dividendum  per  B sit;  erit 
h\/ a : B ^ i ==:—*-*  E"''  ; nam^  « : l^b~\/  -g— 

, % p . g a p?  p*y  p 

(p.  01)  ; Al^P  9:B|/  Q — Q*p  5 nam  ^ p* 
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i7?  „ 

vq  q pq  l^Pnq 

V*'q*  atque  W^mp/  jj*p 


P?  P«7 


1 3 tio.  Sit  dividendum  — 1 per  x — ] , (quod 


item  saepe  occurnt);erit  schema  operationis  sequens 


i)  xn — i (xn‘l  fxn-Z  f xni3  frX-fl 


*JLxn 


Nempe  xn  per  ar1  diviso  pro- 


x 


n-i 


dit 


n i 


nam  (p.  90^  si 


n-  z 


x 

V -7 


— 1 


quantitas  eadem  elevata  sit, 
in  multiplicatione  exponen- 
tes adduntur,  in  divisione 
subtrahitur  exponens  divi-' 
soris  ex  exponente  dividen- 
di ; multiplicando  per  quo- 


■+* 
x — 1 

»311 


tum  xn~i , divisorem  to- 
tum , omnino  xn  prodit, 
quo  subtracto  xn  deletur; 
adeoque  in  casibus  simili- 


us stellula  tantum  scribitur; — 1.  xn~l  zr 


■x 


i-l 


no  ex — 1 subtracto,  (proprie  xn — xn~i  esset  ex  m 


x 


1 subtrahendum)  , prodit  differentia  xn  i — 1 ; 


tque  eadem  operatione  juxta  regulam  continuata, 


si  n integer  sir,  aliquando  manebit  x 2 — 1,  un- 


de e schemate  patet  quotum  esse,  seriem  ad  de- 
xtram - et  differentiam  ultimam  o esse.  Ita  («/* 
• — -a71)  : 4* 

i 4to.  Sit  1 per  l—x  dividendum;  erit  schema 
sequens. 


T 


1--*)  1 (livrf#*-  - - xn-1  -J— — ; quod  quum 


x. 


complementum  adsit,  verus  quo- 


tus est  (p.126)  ; at  - - tunc 


tantum  quotus  est , dum  comple- 
mentum — -x  o , quod  fieri  , si 
x<Z  1 , statirn  probabitur. 

Dicitur  ejusmodi  series  eonrer * 
gens , cujus  summa  terminorum  ii- 


X 


n- i 
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mite  finito  gaudet  : seriem  quae 
quantitatem  finitam  exprimit , ta- 
lem esse  debere  clarum  est  , ut 
valor  , errore  dato  quovis  minore 
exhiberi  queat  ; imo  eo  quoque 
nitendum  est,  ut  si  apud  quemvis  terminum  sub- 
sistere libuerit,  duae  quantitates  quam  proximae 
assignari  queant,  intra  quas  valor  complementi 
cadat. 

15to.  E slvemate  hoc  etiam  fluit  sequens.- — ~(sub- 
tracto  complemento)  es  =M  + .r  + #2 quod 


itaque  est  nr 


l 


■x 


; et  multiplicando  utrumque  per 


«,  est  aJt<tx\ax'i +axti~l=z 


i — axn 
i—x 


dicitur 


vero  series,  cujus  quivis  terminus  per  idem  Qquod 
exponens  seriei  audit)  mulr iplicat  us  producit  se- 
quentem, geometricae  cujus  igitur  si  primus  ter- 
minus a sit.  exponens  e , erit  //tus  terminus  aen~L; 
qui  si  tanquam  ultimus  u dicatur,  erit  summa 
\a — ue  ue — a , . ^ 


L—e 
a 


ue — a , z — ( i 

— - ; quod  si  e<Z\  sit,  /^^-n  ( 

e — 1 ^ ^ v e — i 


i ) ’ 

1 — e - 


# !i 


nam  tunc 


ue 

e — 1 


\ o , ,quia  ue^z.aen  et  en 


o si  11 


lam  e ’ a 
a — eu 


\ 00  (ut  statim  patebit)  ; funde  et- 
G.  Casus  st  ez=i  1 , adeoque  ae~a  , 


et  , excipitur  (p. 38)  : quomodo  reperi 

atur  in  ejusmodi  casibus  valor  verus,  formulae  alio» 
quin  generalis,  infra  tradetur.  Facile  patet  esse  li- 
mitem valoris  formulae,  dum  e I. 

Quod  en  s o,  si  e<~l  , et  n — \ CO  , patet 
sic.  Etsi  denominator  ipsius  e numeratorem  unita- 

, • A . „ hn  • / T s 

ite  superet,  sitquee~._,  erit  tnz=i  si  H 1 

R * 
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per  se  riiea  multiplicetur,  facile  patet  (tam  e bi- 
nemin  statim  (radendo,  quam  de  n prius  — 2 posi- 
to , et  sensper  uno  altius  ascendendo)  esse  prio- 
res 2 terminos  hn-\-?iitn~i  , et  {/i+ljn  esse  >7^+ 


nam  summa  terminorum  usque  ad  quemvis  u est 


16to.  Series  [innumerabiles  dantur,  juxta  legem 
qua  termini  se  invicem  excipiunt.  Unam  ( anen 
magis  obviam,  de  qua  jam  (p  2C)  mentio  factaj 
est,  subjungere  libet.  .Nemjai cujus  formula  est  se* 
quens  ff  , a\d  , a + 2d a+(h — l)d  ; cujus  sum- 

ma prodit,  si  modo  sequ.  sibi  addatur:  (dicatur 
summa  s , ultimus  nempe  ntus  terminus  af  [n — i)<l 
— a^nd — d sit  U)  ; eritque 
a j*  d -1'  u-t2d . - - -H  r i , et 
U f u\(n — 2)<2+«fO — 3)tf +«=r s atque 

pg3Brmrirm.il n inaroMwr.n—i  ■nmi'i ibi n ■»  — ■■  - ■ - , 

(©4*b}?i  — 2s  ; 

nam  summa  paris  post  <*  + U eadem  erit  ; quum  su- 
perius addatur  d , interius  subtrahatur,  et  m quo-, 
vis  sequente  pari  ips,  «-bU  addatur  d — d. 
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✓ 


+ 1 + 3.2  - - - f (If  (n—l  J2==2«— 1 y 


(1^2  n — • 1 )>/ 


■n 


(quae  sunima  numerorum  imparium  ab  1 usquo 
ad  //tum  iiiclusive  est). 

1 7 hio-  Diei  ur  a , a^d ^ a-\~2d  - - - «rf  ('/?-— ■ \)d  se- 
ries arilhmetii  mi.  ordinis,  si  d~r  , et  0115 nes  , 
vocantur  series  arithmeticae  , quae  ex  hac  modo 
sequente  formantur;  scilicet  series  cujus  quilibet 
//tus  terminus  estcrsummae  terminorum  seriei  or- 
dinis Mti  a primo  usque  ad  ntum  i nd  usi  ve  , dicitur 
series  arithmetica  ordinis  (?;j+l)ti  • 

Si  ap=l  sit;  series  ordinis  2di 

(pro  d~  i)  erit  1,  3,  6,  10--« 

(pro  d=2)  1,  4,  9,  16  --- 

(pro  d=3)  I,  5 , 12,  22--- 


sl  atque  series  ordinis  3 tii 
i (pro  ^~1)  erit  1 , 4 , 10  , 20--- 
' (pro  d—  2)  1 , 5,14,  30--- 

l(pi o d=  3)  1,6,  18  . 40 

>ni  Jj  Vocantur  numeri  serierum  harum,  priorum  (quae 
ordinis  2 di  sunt)  polygonales  . et  quidem  numeri 
i seriei  pi  ioris  triangulares  , sequentis  quadrangu- 
lares , insequenus  pentagonales  et  ita  porro,  pro- 
iiilpter  quod  globuli  numeris  illis  in  tales  formas  di* 
infsponi  queant.  Serierum  ordinis  3tii  numeri  vero 
Ijf  jdicuntur  pyramidales  , cum  globuli  seriei  .primae 
in  pyramides  basis  triangularis  , 2dae  in  pyrami- 
des basis  quadratae  , 3tiae  in  pyramides  basis  pen- 
tagonaiis  & , exstrui  queant  ; . riiempe  si  //tus  ter- 
minus seriei  3tu  ordinis  sit  , pro  fundamento  po- 
nitur terminus  //tus  seriei  ordinis  2di,  e qua  illa 
exorta  est,  ei  superponitur  terminus  hujus  (// — l)tus 
ul|Bt  ita  porro  usque  quo  primus  terminus  (^neinpe  1) 
hujus  seriei  apicem  claudat. 

!8vo.  Erat  superius  a-jr  b per  se  multiplicatum: 
quaestio  succurrit  , quidsi  adhuc  semel  per  id$ra 
jmuitipliceair  , aut  quidsi  id  //i$s  fiat  ? et  quid  si 
eadem  operatio  curo  3 aut  4 yei  plnribus  term \ms 
suscipiatur  ? 


I 


Si  (a  + &)  per  se  multiplicetur;  prodit  a®  + 2a& 

+ &2;  si  per  se  mu  tiplicetur  , prodit  a2f 6 3 

+6,2f  '2bc , seu  summa  cujusvis  termini  ad 

2 elevati,  necnou  duplum  termini  cujusvis  per  sum- 
mam antecedentium  multiplicati.  Si  vero  hoc  de 
summa  s numero  m terminorum  constet;  etiam  de 
uno  pluribus  constat:  sit  enim  t terminus  novus; 
erit  \s\t) * --|-2.y/  + *2;  in  s2  adest  cujusvis  termi- 
norum priorum  potentia  2da , necnon  quivis  termi- 
nus priorum  per  duplam  summam  antecedentium 
liiultipl  catus  , cui  modo  accessit  2 st  et  t 2. 

Ita  summae  terminorum  quotvis  potentia  3tia  est 
summae  (cujusvis  termini  ad  3 elevati,  necnort 
tripli  cujusvis  termini  per  2dam  potentiam  summae 
antecedentium  multiplicati,  atque  termini  cujusvis 
ad  2 elevati  per  triplam  summam  antecedentium  ||r 
multiplicati ) Verum  enim  iioc  est  , aftb  aut  ajbfc 
ad  3 elevato  ; et  si  verum  de  s—  summae  nume-  ■ 
ro  m terminorum,  verum  etiam  accedente  termino 
t est;  nempe  f.s  + £)3— $3  + 3.y2£-f3.yf2  + /3  ; unde  uti. 
prius  patet.  Altior  etiam  potentia  quaevis  ita  ela- 
borari potest  : sed  reliquis  supersedendo 

XXXI II.  Expressio  tantum  ipsius  (afb)n  quaeri-  1 
tur , pro  quovis  integro  n . Ultro  patet  formulam  1 
simpliciorem  fieri,  si  pro  crfb  stet  lf.r,  nec  dif- 
ficiie  est  ex  ( ) ipsum  a per  a dividendo 

in  I mutare,  sed  tum  ultro  patet  totam  quantita- 
tem , quae  operationi  elevationis  subest  , dividen- 
dam  esse,  atque  tum  quaerere  , quoties  sit  > vel<^ 
nova  quantitas  (nempe  (a+£)  per  a divisa)  quam 

prior  5 si  utraque  ad  n elevetur?  Est  — 

* itaque  (lf —)«. ««='<*+£)”  J 

« " ....  <1 
Transformatio  ista  saepius  in  aliis  casibus  quo-  ^ 
que  usui  erit.  Simili  modo  quivis  factor  e q to-  A 
vis  termino  binotmi  ad  exponentem  elevati  tolli  c< 

aP 

potest,  exgr.  (V  + Py'0/'=(  +P)r’-yr(l—  («p  V~i\ 


+ p)«V*  ; nam  ( 


( 135  ) 

aP+p  1/9 


yi  ^ 'yqr 


(aP+ pf/7)r 

yqr 

.yV-^pyqf' 

Reperitur  quidem  sine  lioc  artificio  quoque(«+6)”; 
sed  quia  per  se  simplicior  casus  est , consideretur 
(1+r)”-  Est 

n +»)*=**■+ aufi 

(1  + ^)3=^3  + ?JX  3 + 3*  + 1 
(l  + r)i^=xll+  4x3  + 6x:>  + 4x+  1 
(1  -+*)s=.*5+  5*4+  10*3+10*  5+5*+l 

Ita  ulterius  quoque  computando,  animadverti 
possunt  sequentia. 

Imo.  Exponens  summus  ipsius  x est  exponenti 
binomii  aequalis  , et  iu  quovis  sequente  termino 
uno  decrescit  , tisquequo  in  ukimo  x°==  1 fiat  Un- 
de  etiam  patet  idem  de  quovis  exponente  uno  al- 
tiore;  nam  si  talis  series  per  1+#  multiplicetur,  1 
exponentem  ipsius  x non,  x vero  quemvis  uno 
augebit. 

2do.  In  quavis  harum  serierum  sunt  coefficien- 
tes  a primo  ad  dextram  usque  ad  ultimum  , et  ab 
ultimo  ad  laevam  usque  ad  primum  iidem. 

3tio.  Sint  in  serie  tali  per  Ifx  multiplicanda, 
,15  ax^^px  n ~l  duo  termini  quivis  proximi;  erit  axm* 
nec  ullus  alitis  terminus  per  l multspli- 
Jcatus  xm  producet,  $xm~l  x vero— neque  ul~ 
|Jlus  alius  terminus  per  * multiplicatus  xn;  produ- 
aitaet:  itaque  coefficiens  ipsius  xm  in  facto  erit . (a+j3). 

4to.  Coefficiens  termini  primi  est  1 , coeff.  2di 
~ est  coeff.  Imi  per  exponentem  quem  x in  hoc  ha- 
bet multiplicatus,  at  coeff.  2di  per  exponentem 
pem  x jn  hoc  habet  multiplicatus,  est  2tuplum  co- 
ifficientis  3tii  ; et  ita  porro  in  omnibus  his  casi- 
jniibus  , coefficiens  termini  ///ti  per  exponentem  quem 
4k  in  termino  nno  habet,  multiplicatus  , esr  muplum 
'oefficientis  (wri-i)ti.  Unde  si  hoc  de  (1+x)^  va« 


eat 


i erit  ( 1 + *)7*-1  = +(#*—!)  ^“2  -f 


) 


+x°;  nimirum  dui 
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...  . o-l)  U 2)<n-3) 

* 3 + " 77“ 

pium  ejus  quod  quaeritur,  per  2 dividi  debet,  uti 
tripium  per  3 , in  genere  ft*tuplum.  per  m, 

Sivero  de  ( i +'x)n -l  valet,  valet  etiam  de 
(l  + x)^-i  fi  -{-x)—  (']+*)”.  Invertatur  enim  series, 
ut  simplicius  fiat  ; in  casibus  elaboratis  nimirum 
series  coeiTicicntium  eadem  antrorsum  et  retror- 
sum est  : erit 

(1jL^«.l_i  + Iar+  l\x*  + lUx* ,si  I denotet  «— 1, 

m -X"'1)  ("-21^1  et  ita 

porro  in  00  ; nam  sicubi  ex  n subtrahitur  fa- 
ctor is  fit— o in  numeratore,  adeoque  cum  faotor 
js  juxta  legem  hanc  semper  maneat  , abinde  omnes 
termini  sunt  ,t=o  *,  plane  antea  vero,  dum  ipso  n 
Uno  minus  (nempe  n — 1)  subtrahitur  ex  n , manet 


. 


I,  fi t qu e boo  ad  exponeiitem  n 1 ipsi us 

' ..  . t ■ m Ct  11  E P 


nem 


pe  exponens  ipsius  x es»  = numero  qni  ex  n ulti- 
mo subtrahitur  (pro  (l+*)^i)  } atque  tum  coeHicu 
Cn- 1)  (w-2)  - - « 2.1 
ens  ^ "TT.  2 - -(72X«-1)  ■ 

Sit  jam  in  serie  ipsius  (i-f*)”'1  quivis  expo; 
nens  ipsius  x,  ex  gr.  sit  5 instar  cujusvis;  erii 
ipssiis  *s  iu  serie  ipsius  (l\x)n  coeffictens  — 1 V tV 
i(per  3tio  ) i boc  vero  est  = 

(,/-1)  (w-2)  («. 3)  (w-4)  («-1)(«-2)(«-3)(m-4X«-5; 


+ 


l . 2 . 3 ; 4 

)i[n- 1 ) («-2j  (»-3)  (w-4) 


si  nimirum  prioris  nii< 


1 . 2 . 3 . 4 . 5 

meratore  denominatoreque  per  5 multiplicato  ac 
denominationem  eandem  reducantur,  et  in  ,',‘n,e 
ratoribus  factor  communis  (»-l  X»-2)(«-3j)(«-4;  ex- 
imatur , atque  per  factorum  sociorum  summam —a 
+ » — 5 =u  mnliiplicetnr. 

Ita  serie  ut  prius  ab  M 
casibus  computatis  (I-f.v)  - — x ^ 


si 
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+ IUxw~4  + IVxw~5  + V*”“6  - - - +a°  *,  erit  fcum  hei* 
exponentes  ipsius  * decrescant)  ipsius  xn" 5 in  ( lt*’)* 
coefficiens  rz  IV+V  ; nam  1 nonnisi  per  IV*n“5  mul- 


W-6 


tipiicatum  producit  *n‘5,  et  x nonnisi  per  Y*"  u pro 
ducit  xn~5;  est  vero  i 


11-5 


est  , (5f  l)tus  ab 


X‘ 


in  (1+a)w  terminus  in  quo  xi 
inclusive,  uti.  antea  ab  1 usque 
ad  x6.  Unde  cum  ipsi  5 numerum  quemvis  sutii- 
cere  liceat  , patet  , de  quavis  binomii  potentia  tino 
aitius  ascendendo  , esse  coefficientcs  terminorum 
ab  extremis  aequidistanl  ium  aequales;  atque  pro 
quovis  integro  n esse  (1-MO^zz 
. ;?(//■■  1)  {n  2) 

~T  TT" 


1 + nx+-*-: 


+ 


- atque  si 


ipsi  x substituatur  (ex  p.13  C>  — , est  an(  1 + ) 


a 


a 


(a'±b)n—an-f?ian 
n fis 


//(//- 1 ) a n b 3 n ( n - !)(//•  2 

+ r-  ^■+~ 2— 5- 


a 


(»-l) 


n(n-l)  (//-! 


cr  2 

«rc-3  - - - 

Patet  etiam  (<r}*£)w  constare  ex  «+1 
nempe  praeter  primum  sunt  n termini  , 
n subtrahatur  n . 

Est  quoque  in  quovis  termino  summa 

n 


er 


lini 


2 . 3 

terminis  ; 
donec  ex 

exponen- 
tium ipsorum  a , b plane  n ; et  si  p,v  integri  >f<vi 

sint,  et  in  aliquo  termino  adest  a ^ //;:nam 


terminus  Imus  est 


ultimus  vero  est  a°  bn^  et 


exponens  ipsius  a terminarim  uno  decrescit  ab 
w. usque  ad  o,  crescente  simul  exponente  ipsius  b 
a o usque  ad  n. 

* Sed  praeter  plures  alias,  etiam  via  sequente  ad 
idem  perveniri  potuit.  Quidnam  ex  (af«).(|3+^quid 
ex  (a+tf).(Pt^>)*(y+60  — fiat,  ultro  considerandum 
venit.  Ut  res  simplicior  fiat,  ponatur  a=|3=y--, 
irno  ut  adhuc  simplicius  sit,  fiat  arzl z=:j3=y---. 
Peracta  multiplicatione,  erit  (1  ( l *)•£)— i+a-f  6 

*i 'ab  , quo  multiplicato  per  l*f c , prodit  1+af^tc 


S 
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bab^adbc-b  abc  ; quod  continuando  facile  animad- 
vertitur , primo  prodire  s em  per  1 , deinde  sum- 
mam singularum  litcrarum,  tum  summam  omnium 
ambarum  , tum  omnium  ternarum  ,•  et  ita  , porro. 
Unde  de  m literis  ad  m+ 1 prona  conclusio  fit,; 
nempe  1 in  novof  multiplicatore  dat  1 in  novo 
facto,  dein  summamftsingularum  m literarum,  tum 
omnes  ambas,  quae  ex  m accipi  possunt  , dein  om- 
nes ternas  , postea  omnes  quaternas,  et  ita  porro, 
usque  ad  factum  ex  omnibus  m literis  ; per  lite- 
ram  novam  multiplicando  vero  prodit  ex.  I multi- 
plicandi , litera  ipsa  nova  , qua  accedente  ad  sum- 
mam singularum  ni  1 i teram  m , omnes  mfl  literae 
aderunt  ; dein  e singulis  m literis  a^b^c  - - - per 
novam  multiplicatis,  o?e n-esftambac&novam  literam 
continentes  prodibunt;  adeoque  cum  reliquae  am- 
bae jam  adsint,  accedentibus  his  omnes  ambae 
quae  ex  I literis  accipUpossirnt  , aderunt  in  fa- 
cto ; ita  quaecunque  combinationes  omnes  m lite- 
rarum  , e literis  numero  p constantes  , per  novam 
literam  multiplicatae,  dabunt  omnes  combinatio- 
nes ex  p+1  literis  constantes  eas,  quae  literam  no- 
vam continent;  cum  omnes  combinationes  m lite- 
rarum c p literis  constantes  adsint,  nec  ulla  ex 
1 literis  combinatio  ex  ptl  literis^constans  no- 
vam literam  continens  datur,  nisi  in  qua,  litera 
nova,  p Jiteras  e prioribus  nanciscitur.  Prodibunt 
itaque  omnes  combinationes  ex  p+1  literis  constan- 
tes literam  novam  continentes  , reliquae  vero  quae 
praeter  hanc  accipi  possunt adsunt , relictae  mul- 
tiplicatione per  terminum  priorem  1;  adsunt  igi- 
tur omnes  , quae  ex  *w+l  literis  accipi  possunt.  Con- 
tinuando usque  ad  finem,  donec  p ~m  fit;  tum  is 
terminus  ultimus  multiplicandi  est,  qui  per  novam 
literam  multiplicatus  dat  combinationem  omnium 
1 literarum,  quae  sola  est,  neque  in  multi- 
plicando adest  ulterius  combinatio  ulla  , quae  per 
1 multiplicata  huic  accedat;  estque  omnino  sola, 
cum  ex  m+1  literis  1 literae  (ab  ordine  ab- 
strahendo) unico  modo  accipi  queant. 


( 130  ) 

Post  haec,  dttm  de  (l-f-#)**  agitur:  facilis  refle- 

:io  est;  casum  eundem  esse  , si  ~ # 

onatur  ; adeoque  nonnisi  numerum  amborum,  ter-, 
.orum--&*,  quae  ex  n rebus  accipi  queunt,  quae- 
endum  esse:  quod  facile  reperitur. 

i Sint*  nempe  b1  c numero  n\  et  ponatur  post 

uamvis  quaevis  reliquarum,  quae  numero  n — i 
aut,  prodibunt  imagines  , quarum  nullae  duae 
runt  aequales,  et  in  quarum  aliqua  , litera-  quaevis 
jraeposita,  et  quaevis  alii  postposita  adest  ; adeo- 
tue  numerus  omnium  amborum  simul  cum  per  mu- 
titionibus literarum  ; atque  nutnerus  imaginum 
larum  est  n\n — l);  et  e qualibet  harum  imaginum  , 
In  quibus  jam  2 literae  sunt)  , si  cuilibet  imagini, 
Iterarum  reliquarum  (quae  pro  quavis  imagine  nu- 
pero- n — 2 sunt)  quaevis  postponatur;  oriuntur 
t[n — I)  [n — -2)  ejusmodi  imagines  , quarum  nullae 
<iae  sunt  aequales;  nam  imagines  binarum  omnes 
liv.ersae  sunt,  adeoque  etsi  omnibus  eadem  litera 
jjjstponeretur  , omnes  inaequales  manerent  ; adest 
cioque  quaevis  permutatio  e 3 literis  constans  , 
i ter  istas  imagines  ; nam  quaevis  data  fuerit,  iit 
; la  erit  litera  ejus  postrema  permutationi  ali- 
ti e 2 J i teris  constanti  postposita;  adest  vero 
i ravis  talis  permutatio  , quavis  literarum  reliqua- 
: m postposita  ; ( nulla  nimirum  litera  in  ulla  ima- 
; inum  bis  occurrente)- 

i Unde  ad  uno  plura  concludere  licet.  Si  nempe 
i u u-  literis  permutationes  ex  ni  literis  constantes  , 
3 puero  n n — l)  (n- — 2)  --  •( u — (m — l)  accipi  pos* 
i i t;  erunt  permutationes  ex  m-\- 1 literis  constan- 
tis numero  n( n — l ) ( n — ni  ) ; nam  si  ut  antea 

pivis  priorum  permutationum  e literis  w/constan- 
t uu  quaevis  reliquarum  literarum,  ( quae  pro:  qua- 
fs  permutatione  numero  n — m sunt ) postponatur, 

Iientur  u(n—l)---(n — m)  permutationes  singu- 
li diversae  , ( quia  diversae  ante  pnstpositionem 
iut ) , et  inter  quas  quaevis  permutatio  ex  1 
■eris  constans  aderit  ;t  nam  ut  antea  quae cunque 
ii  is  pe  nutu  io  detur,  erit  in  ea,  litera  rju* 

S * 
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postrema,  alicui  permutationi  ex  m literis  ( talibus 
in  er  qua*  illa  postrema  non  adest)  constanti  post- 
posita ; aderant  vero  omnes  permutationes  ex  m 
literis  constantes,  et  cuivis  quaevis  ex  n literis 
quae  in  ilia  non  adest  , postposita  est. 

Si  vero  tantum  de  numero  combinationum  quae-, 
ratnr  , (^abstrahendo  a literarum  earundem  ordine 
in  quavis  imagine);  tum  manifesto  cum  omnes  per- 
mutationes quoque  adsint,  toties  plures  imagines 
ex  gr.  ex  m literis  constantes  erunt,  quoties  m li- 
terae  permutari  possunt  ; adeoque  numerus  imagi- 
num per  numerum  permutationum  dividi  debet. 
Sunt  vero  duarum  literarum  permutationes  2 nem- 
pe ab  ^ ha  ; accedente  nova,  haec  iu  quavis  harum 
aut  ante  aut  postponitur , aut  inter  reliqnas  ; ita- 
que 3 rerum  erunt  permutationes  numero  2.3,  et 
si  m — 1 literarum  sint  2. 3 (m — 1)  permutatio- 

nes , erunt  m literarum  2.3---m;  nam  nova  li- 
tera  mt a in  quavis  imagine  m loca  habet $ nempe 
m — 1 literarum  loca  intermedia  sunt  uno  pauciora 
quam  Jiterae,  adeoque  m — 2,  quod  cum  locis  ante 
et  post  Ii  teras  efficit  m ; per  quod  numerus  prior 
multiplicatur. 

ri , ...  , «.( n — 1) 

Jblinc  ex  n literis  numerus  amborum  est  — — 

2 


n(n*  1)  (rc- 2 ) 

numerus  ternorum  est  — 

2 . 3 


et  ita  porro.  Cou- 


, fi  x \n  * , .»(//-1)  2 . (n-2  ) 

sequenter  (1  + + nx  + — - — — 

2 2 . S 

* 3 ' - - ( ut  anlea ). 

Dicitur  hoc  Theorema  Binomiale ; cujus  inven- 
tio Paschali  tribuitur;  at  Newtoti  primus  anim- 
advertit (exemplis  pluribus  obviam  venientibus ) , 
idem  ad  exponentem  quemvis  etiam  fractum  hvuih 
que  extendi  ; fertur  quoque  , cum  hoc  tam  cardi- 
nale iu  Arithmetica  sit,  quam  Pythagoricum  iu 
Geometria,  formulam  Binomii  sepulchro  Newtoui 
esse,  quamvis  indemonsirataui  reliquerit; 


iicqu*  universaliter  vera  est , nisi  £<a  sit.  Itaque, 
hae  series  pro  exponente  non  integro  consideran- 
dae  veniunt  : erit  is  aut<  aut>  l atque  aut  * 
n aut  . 


XXXIV.  Si  x et  e >J<va  fuerint,  atque  pro(l+-#)  ^ e 

3 conda,ur  «o-ieB  ea  lege,  ut  pro  (1+*JE  sit  primus 
jJ  terminus  z — 1 , et  quivis  terminus  ( denotante  p 

«!  exponentem  ipsius  a in  eo)  multiplicatus  per  . * 
Illi  * |I  + 1 

jjj  det  sequentem  fut  antea).  Tum 


■et, 

111. 

m 

ita- 
ei 
io . 

IiJ 


ipe 

ora 

nte 

■ioi 

■1); 

— < 

onl 


w 

iin|| 

o, 

Villi 

rdij 

I 

, uni  j 
m 


Imo.  Si  e<^l  sit , pro  (1  + ^J  erit  series  se- 

, e.(e-l)x2 

qu.  lfexr , et  coefficiens  e ij«  erit, 

JL 

\eluti  ubique  ubi  exponens  ipsius  impar  est , et 
n-*  ubi  exponens  ipsius  x par  est:  nam  si  e fracti- 
one vera  integer  subtrahatur,  — manet;  adeoque 
ad  exponentem  parem  factores  n-vi  numero  impari 
erunt , et  pari  ad  imparem. 

Pro  {i  x)e  erit  1 — exf  x2  . . ubi  coeffici- 

Jd 

rns—e  h est,  quia  e per — x multij^licatur  , et  po- 
stea quoque  omnes  coefficientes  •— iyi  erunt;  nam 
ad  exponentem  parem  potentia  est,  ct  numerus 
factorum  h vomm  est  impar,  et  par  ad  exponentem 
imparem  ipsius  — 

Pro  C n*re  fit  -Ubi  eoef« 

. 2 
licientes  ad  exponentem  imparem  sunt  »-<,  et  »}<  ad 
parem  : nam  ad  imparem  exponentem,  factorum*-*  vo- 
ium  numerus  impar  est  , et  par  ad  parent.  Inver- 
se est,  dum  tam  e quam  * est. 

Pro  (l  x)  fiunt  omnes  termini  ^vi;  quum 
au  exponentem  imparem  potentia  ~ sit,  cum  nu-' 
nm-o  factorum  ^voiuin  impari,  et  hi  numero  pari 
sint  au  exponentem  parem. 

2do,  Si  e^>l  • erunt  pro  + termini  priores 
Tv  ^ usquequo  factores  coefficientis  fractio  vejra 
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/prima  vice  ingreditur  (ex  e , integris  ab  1 in- 
cipiendo subtractis)  ; et  tum  terminus  sequens  fit 

, nam  coefficienti  priori  accedit  factor  / — 1 v 
quod  h est ; atque  deinde  termini  signa  alterna- 
bunt ; nempe  factores  coefficientis  sequentis  duo 
ni  vi,  et  sequentis  3 yi  ingrediuntur. 

Pro  (1 — x}e  coeff,  ipsius  x est  **  propter — #,  et 
ad  exponentem  imparem  semper  i-+  erit , et  dE4 
parem,  eousque  dum  ex  e ipso  majus  subtrahitur, 
et  fractio  vera  nh  va  factores  coefficieutis  prima  vi- 
ce ingreditur;  abiude  vero  erunt  vel  omnes 
vel  omnes  h vi;  nempe  si  factor  hyus  ad  exponen- 
tem imparem  ipsius — x nastatur  , terminus  is  dE4 
erit  (propter  2 factores  nh  VOs ) , et  sequens  quoque 
ex  exponente  pari  et  numero  factorum  >-*  vorum  pa- 
ri , fiet  , et  ita  porro.  Si  vero  id  ad  exponen- 
tem parem  fiat,  terminus  is  erit,  et  sequens 
quoque  e potentia  impari  ipsius — x et  numero  fa- 
ctorum l-N  vorum  pari  , erit  tf. 

Pro  (l+x)~e  fient  termini  ad  exponentem  im- 
parem M vi , et  dE4  ad  parem;  uti  pro  (lfx)^  et  e 
<1  fiu  Imo  ) 

Pro  (1 — x")~e  erit  coeff.  ipsius  x dE4  > uti  omnes 
sequentes:  nam  ad  exponentem  imparem,  erit  fa- 
ctorum MYorum  numerus  impar,  et  par  ad  parem  5 
uti  erat  pro  e<^L  et  (l — x)~e . 

3tio.  Relatis  omnibus  casibus;  facile  patet,  quod 
cujusvis  serierum  harum  (excepto  s*  x non<^l  est); 
terminus  a-*-\  o2  et  summa  limitem  habet. 

Nam  dicatur  generaliter  exponens  E , et  id  per 
qttod  coefficiens  multiplicatur,  ut  sequens  prode- 
at, dicatur  exponens  coefficientis  , id  vero  per 
quod  seriei  terminus  multiplicatur  , ut  sequens  pro- 
deat, dicatur  exponens  seriei  \ quo  pacto  exponens 

E - tx'  . . E — — w> 

coefficientis  erit  — - , exponens  senei  vero 

P + 1 P+ 1 

(promti  l + .r  vel  1 — x elevatur). 
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Si  E ^ sit,  sive  > sive  <1  Sit,  dicatur  —/pri- 
ma fractio  vera^ya,  quam  E— F dat;  nempe  si 
E<1 ; pro  p=o  est  E— p<l , et  pro  p==I  est  E— p 
i-k  et  d , ita  siE>l,  aliquando  prodit  fractio 
vera  >f<va , et  postea  statim  ht1  fit.  Est  vero  tum 
f 

exponens  coeff.  <C1  /"pro  dicto  p) , ct  postea 
• . — •/* — m . . 

quivis  per  exprimi  potest,  qui  item  <1  est, 

quia  numerator  ■<  denominatore.  Crescit  quidem 
hic  exponens  (semper  < I),  et  v —I  ; nam  se- 
r — f — m — 1 , 

quens ^+2  + »» " ’ a(‘e0(lue  2 proximi  (per  — I 

multiplicati)  per__  et  exprimi  possunt;  qui- 
bus ad  denom.  eandem  reductis,  numerator  prio- 
ris manifesto  est  <! , cum  a<a  sit : at  si  w/ — . 00 
E — u ’ 


ipsum 


p+ 1 


— 1 


Consequ.  ab  illo  termino  , a quo  exponens  coeff. 
semper  <1  est,  exponens  seriei  semper  <Z,x  est. 

Interim  usquequo  pro  E >£  et  > 1 , fuerit  E— 1* 
-<1  , si  dentur  termini , exponens  coeff.  deerescit 

eousque  : nam  sint  2 proximi  et  ; 

1 m -f*  2 

erit  numerator  uterque  >£  , et  priore  «fi  dicto  , 


posterior  a erit ; adeoque  pro  m-H=p,  est 


l 


p+  1 

Si  E « et  <1  sit : tunc  jam  primus  coeff.  'est 
— ^ 

~l  (pro  jO»  atque  abinde  ut  prius  omnia 

valent. 


Si  vero  E - et  > 1;  sit  E^  — e,  et  at- 

que  J=z  i+k.  Decrescit  tum  exponens  coeff.  (sem- 


( »44  ) 


j»cr>l)*,  nam  est  > 


cetero- 


—-e — ji— 1 

p+2 

. E“~p 

'in,n  F+r 

ponens  vero 

vera,  et  quidem  semper  decrescens,  et  tendens  ad 


-l  si  p s OO  • Seriei  ipsius  ex- 
fit  a certo  termino  incipiendo  fractio 


< 

S1 


limitem  — j 


Datur  enim  tale  p,  ut 


— r—l*  * - 

p+i  * 1^ 

1 sit;  fiet  lioc  , si  (e+ p>'  < (pf 1)/,  seu  pro  cer- 
to *£<  p sit  fc+ifi+jo—p/i4/;  quod  fit  pro  p = 

^ = I liubi^vum 

/?  quantumvis  accipere  licet  ; adeoque  si  cresce- 
re a o concipiatur  , ubi  expressio  prima  vice  in- 
tegrum >J< viun  dabit,  illud  erit  primum  quaesitum 
p;  atque  abinde  seriei  exponens  -<1  semper  de- 

«+f*  ^ «+F+1  ct.  ~e — F . * - 
> —.rS.7}  » e'  ^TJTT  ' / > 


crescet ; nam 


pHr  i 


p+'2 


P+  i 


■fx— 1 


p4~2 


In  prioribus  casibus  itaque  exponens  seriei  a cer- 
to termino  <r  incipiendo  semper  <ix  est;  adeoque 
cum  si  x<Cl  , etsi  ubique  exponens  ~x  esset,  axm 
/-p  o, 
riei  / — 


si  m / — N 00  (p.131),  etiam  terminus  se- 
v o ; atque  si  summa  terminorum  usque  ad 


a exclusive  sit  etsi  omnes  termini  >}<vi  essent 


a 


summa  quotvls  terminorum  maneretO-jv  — fp.i3il; 

r 1 ~ x 


nam  sequens  -terminus  est<a^,  postea  sequens 
<C  cur-  6**  Unde  ubicunque  subsistatur  post  a ex  gr. 

t 


ad  terminum  t , error  erit  <T 

1 — x 

In  postremo  casu  quoque  si  b sit  terminus,  in 
quo  terminus  seriei  fractio  vera /fit  , deinde  sem- 


si  m 


per  decrescens  , manifesto  bfm 

CC  ; adeoque  et  terminus  seriei  / — N o ; atque  si 
sumina  usque  ad  b (exclusive)  p dicatur ; erit  sum- 
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ma  terminorum  quotvis  (etsi  omnia  euent) 
<33+  , nam  terminus  sequens  est<£/ , postea 

sequens  <;^/2  &. 

4to.  Sed  gaudet  etiam  summa  cujusVis  harum 
serierum  limite.  Nam  si  ab  aliquo  saltem  signo 
omnes  termini  vel  omnes-»  sint,  patet,  quum  cre- 
scat manens  tamen  certo  finito  minor.  In  omni 
alio  casu  vero  (per  praec)  signa  ab  aliquo  termi- 
no alternabunt:  sit  A summa  usque  ad  alternantium 
terminum  quendam  ^vmn  (hunc  excludendo)  ; ei 
accipiantur  abinde  quotvis  paria;  erit  summa  cu- 
3 iis  vis  paris  (cum  terminus  quilibet  > sequente  sit) 
>J< , adeoque  A semper  incrementa  capit,  nunquam 
tamen  finitum  supra  dictum  attingens;  sit  itaque 
(per  p.47)  limes  S , et  sit  s summa  ipsius  A cum 
summa  quotvis  parium  ; atque  sit  t terminus  pa- 
ria addita  excipiens";  erit  S — s o , et  S — ($+/) 

=$ — ^ — t quoque^ o , quia  t A'~"\  o ; adeoque 
s et  s-f  £ utrumque  a-*-'  S, 

l) 

Inquirendum  etiam  5 tuim  1 + e.r+— 

/ — v (l  + #)e,  quodlibet  ipsorum  e sive 

i-  . , . dt** 

sive  ^ denotet.  Sit  prius  # < 1 , et  e— 

(pro  n^m  integris)  : id  tantum  demonstrandum  erit, 
quod  (1  + ^t— — * ) / — \ (lf.r)- 


0to. 


T* 


nam 


n 


ifmn  (l  + a-)”4  — l + eaH-eCf — 1)^"  . . /(p. 90). 

Patebit  statim  , pro  quovis  reali  i , quod  si  Ifejr 


Pl 


+ e 


(e~l) 


X*  --  - /s-*"\ 


s , et  ljiexjie — Tjr  a 


S;etiainl^(2f  l)e+(f+l)eL^lii^f — LJ  ;r3**  A— 

2 

§*  ; nempe  in  prima  serie  substituto  ipsi  e ubique 
ie  pro  2da  serie,  (i+l)e  pro  3tia  . Dicatur  *'  sum- 


( U6  ) 


ma  seriei  prioris  usque  ad  terminum  (inclusive) 

in  quo  xP  est,  2dae  sit  S',  3tia*  »it  summae  limes 

S,  et  summa  usque  ad  x^  (inclusive)  2';  prodibit 

o si  p v 00  ; atque  tum 


x'.  S'=S '+»,  et 


S— S' 


O , X 6' 


©;  adeoque  S.? — SV 


atque  etiam  Sx — (2'+»)  seu  S s — 2* — « o , 


E-» 


o ; 


conseq.  Sx — 2'  / — ~\  © ; sed  etiam 

erit  igitur  'E,=$s.  (p.  68 ) 

Id  ergo  tantum  demonstrandum  est,  quod  usque 

ad  series  3tia  rite  exhibeat  factura,  atque  w quod 

post  x P ex  SV  prodit  , o ; tunc  enim  po- 

natur prius  1 pro  i , tum  2 et  ita  porro  usque  ad 
m,  et  prodibit  prius  x'2,  tum  x'8,  et  ita  porro  us 


que  ad  s'm  ; prodibitque  pro  i~m  , l + mear+me 


(me — 1)  . . me  (me — — p+l)  , 

^ w — Jx% h : ' i L_  xP  9 quod 


1 . 2 - • - p 

#t  , - . mn  . fuu  (mw — w)  , , 

pro  — est  =H *+ — 

* m m m 2m 

( mn-m ) (mn-2m)  , « . » «(« — l)  „ 

— — C r .r3-  - - =rl+«#+  -- _4  jr2  . - « = 

2m  3 m 2 


mn 

m 


n 


ir 


(ifx)”.  Si  vero  pro  e ubique  — — ponatur,  ma 
nifesto  prodit. 

Designetur  hunc  in  finem  coeff.  seriei  prioris 
ianio  numero  romano  , quantus  exponens  ipsius  x 
in  ilio  termino  est;  ita  in  2da  et  3tia  quoque  eo 
discrimine  , quod  numerus  romanus  insigniatur  in 
2da  uno  occento,  in  3tia  duobus;  et  consideretur 
quivis  exponeris  ex  gr.  5 instar  omnium. 

Erit  \"=z:V'f  rvMtiir.n  + jf.hi  + r.iv+v? 

namque  xs  nonnisi  e facto  terminorum  prodit,  in 
quibus  summa  exponentium  est  5,  quod  cum  sum- 
ina numerorum  romanorum  convenit. 

-2.u'. 


En  ^IV',  I V'=:^— — .III' ; III'-— 

5 4 


JI'— 'iin1.!' , I ' = Je. 


Mi 


M! 


t, 

nifli 


v UT 


\ 

✓ 


i=»,  n=~.i,m=^“2.u,iv=  ^ an,  V; 


^—4 


.IV 


'n 


Hinc  substituendo  superitis  in  valore  ipsius  V",  esi 

te — 3 ip 9 

]V'.I  =r  ■*  te  2 


. III'. I, III'.  11=  ~-Z  .IIMI^IIMIIa: 

a fi  - 


4 

i, 

Consideretur  porro  , quod  si  

» A 


^LrJ.r.iii,i'jy=fe.iv,  v— v 


, 7 t 7 . , a 

atque  = r sit ; tum  — = u ~ ^ sit;  nempe 


ku  ^ hu 
r r 

J3_ 

/•  # h 


')  1 Y 


rw  , ^ 

^ — —i/;  adeoque  — 

-}.  JL  af£  __  J*_ 

r r r “ A 


Erit  hinc  (quum  \'=te  4 


, -IV) , IV.I  = ‘’~L. 
!ir.I—  IY'-p  = + *=2  III'.  Ii  nam  1+1=5  ’ 


ie—X 

$4 


uti  Afh^r  erat.  Ita 

11111=  i?=^.ir.ii=iii'»~il  J=  tzhw.i  t % 
e«ir.m==  ~r-t.r.ni=ir.fc"-ii  =*:=-?  n.n  + /<5=i- 

f ^ 3 5 5 

fui, 

|'.IV=  " . IV  = r.  t-3ni=«-3i' . 111+  '|n* 

1 4 5 5i  . 


e — 4 


. IV. 


, Unde  pro  valore  ipsius  V",  e quavis  linea  ter- 
1 minos 2 poaturiores  accipiendo, . 'pro  lV'I,  III'. II,**) 


T * 


( 08  ) 

(«iminis  rit«  dispositis  , oritor  schema  sequ. 
V'  s=  IV' 

IV'f— IUM 

5 5 


1I1M1  = 

-f^.UlM-p  — IIMI 
5 5 

II'  ,115  = 

e-2  te*l 

l.ir.iif 

5 5 

I' , IV— 

— IMIL+l*  IV 
5 5 

T=s. 

e-4 

™ IY 
5 'lY’ 

Bbi  in  quavis  columna  patet  numerum  romamun  f 
ftlCAO  rem  communem  esse  , et  summam  factorum 

4*  0 t 

«ociorum  esse  — • ; nam  ubi  orti  sunt  hi  va- 

5 


lores  , in  termino  cujusvis  lineae  ultimo  numerus 
ro  manus  convenit  cum  penultiino  lineae  sequentis, 
atque  ex  e in  quavis  linea  sequente  uno  majus  ex 
je  vero  uno  minus  subtrahitur  ; quod  etiam  gene- 
raliter ostendi  potest.  Denotent  M,  N numeros  ro- 
manos  , ita  M — 1 , N — 1 , N + l , nempe  ita  ut  si 
$x  gr  N=;V,  N — 1 denotet  1Y  ; o»,  ftjvero  denotent 
numeros  communes,  (significatione  priori  haud  re- 
tenta) ita  ut  si  ex  gr.  M denotet  V,  denotet  m 
tum  5 ; et  accipiantur  duo  ejusmodi  valores  pro- 
ximi ut  antea,  M'N  et  (M' — 1)  (ftfl);  erit  M'J\ 

Cn-i),  jM, 

m n 


— 1)  (Nf  1)  — !!f.. (M'-2)  (n|o  = (M'-j  ) 


ffi 


'nfl 


— ; adeoque  M'Ns  — 1 ) + 
n + 1 n *+-  /n 


( ) 


i e — m+ 1 


mfu 


(M#— l)N,  (M' — 1)  (N+l): 


•n 


n + m 


.(M'— I) 


N + 


ie — m\  2 
wfm 


.(M' — 2)  (N  + l );  ubi  prioris  ultimo 


et  posterioris  penultimo  est  factor  (M' — l)  N com- 
munis , ac  summa  factorum  sociorum  est 


. Facile  etiam  patet  numeros 


e(t  + — 1} 

m\n 

romanos  accento  insignitos  post  alterum  a summo 
sempcr  uno  decrescere  in  linea  sequente , et  soci- 
um accento  destitutum  ad  finem  lineae  2dae  esse 
1,  et  uno  crescere  semper,  donec  in  columna  ul- 
tima summus  muneras  (heic  IV)  maneat  sine  accen- 
to, uti  in  prima  idem  eum  accento  (uterque  bis). 

■* 

Itaque  redeundo  ad  schema,  ut  res  clarior  fiat  : 
substitutis  ipsorum  V',  IV\  1?  IlF, II  --  - valoribus  erit 

V"=  ( iV'tiir.i+ir.  n+iMirf  iv)=~— 

5 5 

.IV";  nam  IV'*  III'.  I . }IV=IV"  erat. 

Rite  igitur  prodire  superius  SV  usque  ad  x^  , ap- 
plicando ad  i",  II"- -- patet;  w vero  quod  pro  p— 5 
prodit  crstzzz 

v .i'  )artftv.ri')^+v.ino«8+v. iv')^fv.v'^1§ 
ivjd  iv.iir)  iv.iv#)  iv. v'v 

in.nr)  jii.iv') 

Ii.  IV') 

Hoc  autem  a— -\  o,  si  p a— \ 00.  Accipiantur 
enim  ^ve  termini  omnes  iuseriebus  1,  l# , lia-*  - - 

Mxtn  - - - kx'm,  et  1 , Yx,  lYx*  - - - , M 

(per  M,  M'  coefficientes  ipsius  perM,M'  ve- 
ro coeificientes  ipsius  x*m  imeiligendo).  Ulraque 
series  etsi  omnes  termini  *J«ve  accipiantur,  limite 

gaudet  (p.145)  ; sit  A,  et  altera 

v A'.  Pro  quibusvis  datis  /*  , X i^vis  , juHest 

iitraque  series  ad  tantum  exponentem  eundem  usque 
lumi  , ut  si  summa  prioris  usque  ad  (inclu>i\e) 


,m 

* - * 


( 1*0  ) 


dicatur  «,  et  u'  posterioris,  atque  u prioris  usque 

ad  et  //  posterioris,  tam  A — u quam  A 
sit<C£,  et  A A' — uu'  sit<X. 


Est  vero  A A'  )>  u u'  u?/;  itaque  u u * — uu'  X ; 

estque  porro  in  un'  sumina  potentia  in  facto  par- 
tiali, (neque  in  ullo  alio  amplius  tanta  est); 

itaque  si  dicatur  summa  omnium  factorum  par- 
tialium illorum  , in  quibus  exponens  ipsius  x ex- 
cedit 2 my  quum  omnia  ^ve  accipiantur,  erit  co' pars 
* * 

ipsius  u u' — uu’\  nam  in  hoc  adsunt  etiam  illa  , 
quae  adhuc  (uti  e schemate  videre  est)  deficiunt- 
ultra  xm  usque  ad  x2m\  est  igitur  w'  <[  X.  Sed  facta 
illa  partialia,  quae  ultra  xzm  prodeunt  (per  mul- 
tiplicationem serierum  usque  ad  xzm  sumtarum ) , 
sunt  praeterquam  quod  heic  omnia  >J<ve  accepta 
sint,  plane  eadem  ; consequ.  si  horum  summa  u 
dicatur,  ac  >f<va  <(  X fuerit  , et  signis  terminorum 
mutatis  erit  « X ; atque  si  2 m—p  si t ^ et  p 
00  , W o. 

Consequenter  omnibus  quae  superius  requirebantur, 

11 

demonstratis,  (pro  ^ ^ 1 et  e— i;-  ) est 


1.2.3 

. b v 

6to.  Si  vero  6 > a idest  *=  — > 1 ; tum 

(Z 

( 1+  oc)e  ita  exprimi  nequit;  nam  (1  +x)e  determi- 


nato finito  valore  gaudet;  si  vero  * — ~,et^  hy 


k 


fiet  summa  terminorum  omni  dahili  major.  Nani 

(„ t\tn  & l 


e(e — 1) (c — (« — \)kn ? ek  m 


terminus  «tus  erit  — 

1 . 2 n . hn 


( 


( 151  ) 


* * - — — ~ 7 ) et 


n 


exponens  seriei  per 


\ ( e—n ) i 

,ar;  T CXPr,m'  Potest  ? «1  vero  e-«  ali 


4 semper  crescens  . Nam  si  et  > 1 est  „ 

exponens  coefficientium  semper  > l est ; si  non,  et 
’ 'n _p  i exPr,n,atur,  pro  quavis  fractione  vera 
e — n k 


quando  m y et  ab  illo1  termino  incipiendo,  aut  esP 

e* — ?i  * 1 


semPer  > 1 , aut  quovis  dato  quod  < 1 nia 

jus , adeoque  exponens  seriei  > l fit,  et  abinde 

k 


/,  quae>“  fit 

* «fl 


nam 

1-/ 


^ 1 , si  n non  sit  ^ 

ti 


e — n e + f 

, ~ **  f prodit  , ubi  n 

«+i  J 1 i f ’ 

P10  f *?*vo  et  5 1 ’ (si^c  accipiatur  pro  casu  si 

tft-4  et  < I)  rtrnHCf  . . . . r 


x x \ 7 ^ jJIU  UcISU  SI 

6hH  e \ i prodit  >f<  5 uti  esse  debet ; crescente  au- 


tem  n crescit  ; atque  si  /=:±tl  (ita  ut 

n+l  ' i 


A,X  utrumque  »J<  atit  utrumque  »*  sit),  est  f-y- 


b+\ 

1 


k 

A 


A + X 

~r  > '• 


^ 1 jam  ab  aliquo  termino  incipiendo  omnes  ter- 
„_lni  r?vi^.ut  omnos^vi  sint,  manifesto  series 
pnHn  ( • n°n  ; ,llm  aJiquo  termino  incipi- 

\ tSa  «It  * Jum  exP°nens  seriei  > 1 factus  est)  si- 
nuetis ^r^abunt:  sit  terminus  aliquis  A ~ vu* , se* 

a»  renMirBA+BP°e?ac+"n  et  D ^;.al<»,le  conside- 
i expnrni  B potest  per 

• ~—!L  • * _t  n rx  e— n— 3 A 

,,+r  > «t  D per  C.  — -.Jl., 

+1  * ,.fi  A 


I V 


estque 


( 152  ) 


A + B— A (1  - 


•n 


71^  1 


f)  « ctD=c  0— 


in  utiaque  parenthesi  , si  sit  , *-<  prodit  , 


el  y in  posteriore*,  si  vero  m sit,  tum  in  paren- 
thesi 2da  majus  ^vum  prodit;  praeterea  C^>A,  adeo- 
que  incrementa  semper  nova  accedunt  cum  quovis 
novo  pari  , et  quidem  semper  majora. 

Ita  si  a~b , facile  patet  formulam  nonnisi  pro 
casibus  particularibus  valere. 

7mo.  Notandum  autem  incrementis  decrescenti-* 
bus  imo  ad  limitem  o tendentibus  etiam  posse  sum- 
mam omni  dabili  majorem  fieri:  ex  gr.  1+ + 


QO  • »§i  enim  exponens  seriei  ab  ali- 


quo termino  incipiendo  , semper  abinde  y 1 , et  (ut 
antea  in  serie  , cujus  termini  sunt  A+B,C+D--); 
idem  omni  dabili  pluries  accedit.  Si  vero  expo- 
nens seriei  certa  fractione  vera  f ab  aliquo  termi- 
no a incipiendo  abinde  nunquam  y fit  (etsi  semper 


a 


crescat)  ; summa  inde  erit  , cui  summa  ter 


w 


minorum  anteriorum  addita,  majus  tota  seriei  sum- 
ma prodit  (p.  131).  At  si  exponens  seriei  semper 
quidem  <(  1 sit,  sed  semper  crescat,  neque  tamen 
maneat  certa  fractione  vera  f minor;  tum  pro  di- 
versis casibus,  summa,  finita  aut  00  ^ssc  potest. 
Si  pro  certo  seriei  ab  aliquo  a incipiendo  tot 
termini  accipi  possint  usque  ad  aliquem  w,  ut  sum- 
ma eorum  , si  e exponens  seriei  qui  ad  a,  est,  con- 
stans maneret,  sit ; = aut  y b , et  post  quodvis  u 
(sequente  termino  a!  et  exponente  qui  ibi  est  e' 
Hieto),  detur  talis  terminus  u\  ut  summa  ab  a 
usque  tt'  (si  exponens  constans  e'  maneret)  sit  — 
vel  y b\  et  summae  hae  signo  eodem  gaudeant,  tum 

11 C €t  y 

manifesto  series  / — ' 00-  Pro  b = (p.131^) 

e — I 


k, 


Utor 


it  i 


( 153  ) 


& 

esset  « ; adeoque  si  exprimar, tur  a,»,# 


generaliter  ; (pro  serie  .ali  aut  in  talem  mutata 
“ "•<'»'*'<  omnes  adeoque  et  e,  n.b,  * .j,®)’ 
et  schiimt  Sit  a A-  eh  ^ /j  , ’ T ,N,A 

afei-l  . ^ ’ Ut  “ Prode«  * , atque 

“T"  SU  < *’  (‘iam  n<a  Proptcr  exponentem 

<1  es.)  : tum  summa  seriei  qo. 


Kx  gr.  In  serie  -i u . 1 

a 3 

1 I 

i<  Pro  a——~  est  e — 


+ J-...  + 


n 


n 


«Tt  * n v—  w^.t  ; sit  5— 1 ; erit 

a+eb\>b,  nempe  (- f-  n — . 

p k » «t* — at 


que  «=:(  — — + — j ) . _ w 1 . n 

n U^1  ' w+l  ' 

— 7-  Si  a=:-L.  eri.  -L+_I f (_L J_-> . 

« 2 ’ 2 3 V 4 — IF^1’ 

+ _L  -1- 

/r  2 4 # 


n 

si  a 


et 


5 * 


erit 


r + 4-  + JL 

5 6 7 


et  ita  porto  , adeoque  prodit 


2 

i" 


7 ' - - - n OQ  . 

Pro  F"  5 erit  primum  — / 1 4. 

® e “ ' 2 ^ 


f )* 


7 5 


3 4d 

j ermino  numerator  1 est;  atque  si 


7 ’ scd  111  quovis  seriei 
1 1 


48 


ad  nume- 


atorem  1 reducatur,  fiet  „„ 

48  3t  * ’ un(le  quum 


i □ 


J * S“  < 3~  ’ si  series  us^ue  ad  *~-3ummetur,pro. 


libit  ipso  b majus. 

1 1 1 

2 ,'T,~T 


Series 


® Pacto  numerorum  natu 


0 


( J54  ) 


ratium  I,  2,  3 - 
1 _ 1 
pe  — 2“ 

1 

tJnde  etiam 


1 

•>  — 
•> 


diviso  oritur:  nein^ 
1.2.3  1 


si  n 
3 1 


per  2,  3,  4 - 

2 __  1 

3 3 ' 2,3.4  — 

2,3  /z*  1 

2~  IT  T - * " 1 

00  ; imo  ubicunque  incipiendo  , ex  gr. 


4 

■*)  ct 


- 7/ 


i.5 Of  1) 

n 


3 

//q-i 


o. 


8yo.  Si 


£ ; est  h + 


y(y— * 0 /7— 2) 


■D  tf?-262  + J~— ■ / ~ a 2’ 3 £3 


*Nam  si  duae  series  fuerint,  una  terminorum  con- 
stantium «f  £-j-c  - - - =r  vel  A,  altera 


A',  et  (pro  dato  quovis  a quotyis  ter- 

mini accipiantur  prioris  , totideruquc  posterioris  ; 
si  quivis  //tus  terminus  hujus  dicatur  t\  priorisque 

t'  1 

f/tu*  t sit;  fieri  possit  - • — 1 (ct  qut- 

T 


(St 


dem  id  pro  omnibus  t et  l'  simul  sit):  tum  A — A#. 
Namque  tum  (si  ex  gr.  termini  usque  ad  / , fi 

j/  f/ 

accipiantur),  / — s 1 , /" — v 1 > — \ 1; 

et  ^p-81  5t°)  “+* . ^ 1 ; a,(iue  7-m  - -t/ 

1 


— 1 < fieri  potest:  adeoque  aJW +/ 


.(«+£...  +/)< 


- - - +f 


N 


fit,  quod  <( 


N 


a) 


Sl 


est.  Itaque  quotvis  terminorum  serici  «'+£'--■ 
summae,  quae  /— -n  A',  differentia  ab  A,  quovis 
dahili  minor  fieri  potest.  Unde  patet. 

Notandum  Aero  , inde  quod,  si  duae  series  sint 
totidem  terminorum  sibi  invicem  respondentium 
et  cujusvis  termini  differentia  ab  ei  respondent* 


ii 


/ 


les. 


( 155  ) 

o,  nou  sequi,  summas  seriemm  esse  aequa^ 


„ 1 , 1 , 1 1,1 

n n n Au  2n  * 

si  ex  gr.  utrumque  ex  n terminis  constet ; erit  nem- 

pe  prius  =1  , posterius  =-—  quamvis  -i- 

'2*  u 2n 


o , si  n 


00. 


h 


Applicando  hoc  ad  (!*{•#) et  (l,f\*,)9r  ; in  quo- 
vis termino  prioris,  praeter  potentiam  ipsius  & , 

nonnisi  coefficiens  . — ])  ( ^ — 2 ) ...  ad- 


m 


f/C  q j ^ / ft 2) 

<?st ; et  si  hic  per  y— - — 1 • ' ...  dividatur  , 

A 

quotus  pro  dato  quovis  N , fieri<C-i-  potest;  nam 

Ii  /i  ^ 71 

~m  ' 'K~1  'M?— 1)3(~  2)i  ••  • quod- 

. 1 . 

vis<^.  ^ neri  potest,  (itaque  et  tactum  e facto- 
ribus ejusmodi),  (2.3 - - in  utroque  denominatore 

n 

adesse  patet).  Ilinc  si  termini  ipsius  + 
sint  a'] 'V = 8',  terminique  iidem  substituto  q 


ipsi—  sint  a\b  • - . = 8 ; fiet  a 


m 


a 


1< 


JN 


0 


i ct  b 

seu  a' — a 9 b' — , adeoque  a!\b'  • • 

| ( « + fl . S 

[ \aJrb — )<i — — — — 5 seu  S' — S<C  ~ Consequ. 

quum  8'  et  8 limite  gaudeant  , si  ii  &'+*'  et  S + z 

8 

siut,  erit  S'+£#— (S  + *)  ; quia  A-^o. 

y * 


C 156  ) 


Quoti  vero  pro  quovis  N , detur  pro  quot  vis  ter* 
minis  idem  m , patet  sic.  Dicatur  generaliter  v in- 

tsuer  ex  — subtrahendus  : ut  (pro  — tw) 

© ■ <»n  'i s i 


n 

m 


m 

n 

m 


+ co  — v 


n 

ut 


v+  i 


vd-  1 


— 1<—  ; debet  esse  .. 

i\  5 JL. 

m 


f co-y 


— I < “ , id  est  — — 
N 5 y— \ 

pro  quovis  v debet  esse 


< 


et  si  w 


IN 


//# 


A 


< — ; unde  — 

— j)  ii# 


< 


N 


Itaque  inter  omnia  v , quae  inter  termi- 


nos datos  adsunt,  illud  accipiendum  est,  quod 
n — v . 

quotum  — — munimini  reddit  , et  si  w illo  minus 

reddatur,  tum  pro  illo  m quivis  quotus  ejusmodi 
1 

(ut  antea)  fit  • adeoque  et  factum  ex  ejus- 
modi factoribus  est  5 quum  N>1  ponatur). 

9no.  Denique  omnibus  quae  de  elevatione  bino- 
mii  a\b  dicta  sunt,  (mutatis  mutandisj  ad  a+b 
— 4 applicatis;  facile  patet,  formulam  genera- 
liter valere,  si  £<>  ; (ita  si  ponatur  b^ — I f a , 
et  a<^b  sit). 

Nempe  [l  + x^ — 1)7=1  — 1 — — — .r2— 

jL 

yCgT— ij  (y— 2)  . / , y(y— OCy— 2)  (g— 3)  4 . 

2 . 3 ■*  k 1 1 •>  q ^ * T 

lium  , qu4.ii  pure  imaginariorum  limite  gaudet 
quum  clji  Otua.i  realia  et  ^va  essent  , iunitenc 
liaoerent  , tam  termini  reaies  se ursim  , qu  nn  obi 
— 1 factor  est;  nempe  ad  exponentem  parem 


2.3.4 
- Ubi  tam  summa  rea- 
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termini  reales  sunt,  et  imaginarii  ad  imparem;  er  ho- 
rum (per  superiora)  factore  communi  y/ — 1 omis- 
so summae  limes  datur;  qui  per  y/' — fi  multipli* 
caius  5 linies  summae  imaginariorum  eri 


JOmo.  Si  exponens  binotnii  sit  fractio  v 


era 


erit  fpro  ?, fy  — y/  coefftciens  pius, 
u . ALV  . — — 3v— 2n  ?i(2—: 

4P 


n 

n i*  v 


P 


ip. 


■3 P 


i) 


u,v 


!v  n n—u — 

rsam  — _ i — _ -■ 

/.  tV  ji  -p  v 


V // 

~ ’ e(  «fv 


tv 


vr 


?1 pvj-y  _ o v — p//  f v — pv  // (2 — ;p ; rv  ( I — p ) 


//  v 


u 


-4-  v 


jy  -i 


s 

Ex  gr,  si  6<a,  osi  <A«  + i)-(«+  l)  u 
“1  , * -3  . . ^ '5 


a 


~2  a 2 a 2 42  « 2 — 2"TTTg  .ei 


-i* 

_ 'T 


posse 


7/ 


(iit 


Idem  ad  alios  exponentes  applica 

pate  1 • 

* XXXV.  Si  porro  in  (I*f *x)n  sit 
fl+.r)w — y — — ) 5 quod  (p.89.  Svo  ) 

m sn 

QC,  uti  ( — — ) /— -\  o . Sed 

mf  i 

In  o.  Quidsi  etiam  m A--  QG  , ab  w cei  (o  modo 
tk-‘.  0^0 ens.  S;?.  casus  simplicissimus  ; nempe  sit  ^ 

I \ n ' w 

‘c./^cr  >£*  -s  n ; fiet  tum  (H ) zzz  I -f  - — 


u 

, /(  v — i)  , L «(/,—  !)(/. — 2)  , / 

rf-  ^ ™ — i-  - 7 quoti  (pro  ti 


2u2 


•j  n 


ii  {J- 


Ijl  +~~  + J-  + J 

J.»C>  j.. 


seri* . 


f&  i 8,1,1  1 ami  is*n  sempti  minor;  nam  quofusvis 
eiu.iiius  ix  gr.  /uu*  sumatur  ( prmuim  t?«»n  anna* 


merando);  erit  is«^ : ,’^i P^jj 


- - - 


ner  ei  ie* 


r 


( 18»  > 


spondentem  , nempe  per  ■*— — divisus  aas 


n * n — 1 
n n 
n—l 

n 

1 —P 


n—p^l 


, quod  > — \ X,  nam 

n 1 

n — p + I 

— ^ o,  ita  etiam  — 1 = 


> quod  item  o , quum  « pro  illo  ,j  ut* 

n 

Vis  augere  liceat  ; itaque  usque  ad  quotumvis  ter- 
minum /Uuni  accipiatur  summa  , pro  dato  quovis 
co  ita  accipi  n potest,  idem  pro  omnibus,  nempe 
maximum  eorum  , quem  eorundem  aliquis  requi- 

rit ; ut  quivis  terminus  seriei  prioris  a quovis  ei 

respondente  differat  <C  3 adeoque  omnes  si-, 

jnul  differant  < m. 

Interim  series  prior  manifesto  est  < posteriore  ; 

n — t . . . n — p^l  c 

nam  est  <z  1 , ita  — -- — tractio  vera  est, 

n n 5 

adeoque,  terminus  quivis  /nus  pr  oris  <ijno  posterio- 
ris. 

1 \n  1 11 

Ita  (1 — J / — , 1—1  +- — 

v n 2 2.6  2.6.  i 


2 4 

cfe~—  -t* 


2.6 


+ 


6 


2.  o.4.  j 2 .6.1.6.6.7 


Paritor  (1+  -U"»=  X + + 

n n 2 u- 


ngXng—  l)  Oif—Vy' 


n 2 u 

i+y+4 


nz  +£.3 


2 . a /<-  • ' * ' i ' 2 2.3 

(qualevis  reale  sive  >{<  sive  denotet  q). 

Limes  ad  quem  summa  seriei  lfH {--7— --- 

'A  2.6 

tendit,  plerumque  litera  e insignitur;  atque  loga* 
rithmi , qui  huic  basi  superstruuntur,  naturale $ 
dicuntur. 
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1 

Unde  quum  (lf — ) (elevatum  ad  q ) t?,  ot 


(1 

1,  simul  A—v  + ; manifesto  ei  per 

hanc  seriem  expressa  est;  cujus,  summae  limitis  Ioga- 
ritlimus  naturalis  ([  est:  est  nempe  series  ista  con- 
vergens; cum  quamtnmvis  sil  (j  : aliquando  fiet 
t*  exponens  seriei  , (/  divisum  per  integriun  illo  ma- 
jorem , postea  semper  crescentem. 
r\  2do.  Sed  non  tantum  e iogarithmo  quantitas  ei 
'respondens,  verum  ex  l>ac  quoque  ejus  logarith- 
mus  reperiri  potest.  Nimirum  dari  paulo  inferius 
probabitur;  sit  u ^ et  <C  1 , atque  nominetur  <x 

61  | 

logarithmus  ipsius  , nempe  :=  1 + z/ ; erit 

1 \n%  j \n\c 

+ z=z(\  ' <eK)  (nempe  minus 

^ it 

i \n 


n 


40;  nam  (1  + 


n 


O rp.isr.1  mc),  et  a est, 


nam  e>l  , adeoque  ad  exponentem  quemvis  i-i  vum 

T, L 


blevatum  fit  1 ; nempe  e 


, et  radix 


3 

i^e2 

quaevis  exponentis  integri  ^vi  e potentia  quavis 
integra  ipsius  e est  > 1.  (p.  80) 

Est  itaque  (l+ai“~+  /— \ If  //)>  ( 1 + 

, wx  % 

1 \ , rm  , 7iu(?w — 1)  . _ _ 

~r)  — if— - + — ^2 — ; sed  lioc  quoque  est 


n 


1 


>1;  erit  enim  fl+— ) ad  quemvis  ^ exponen- 

7i 


1 ‘ 


n 


tem  elevatum  >1  ; ex  gr.  (l  + “)7  — l/  ( f+  ~n 
>1  est.  Sit  id  u'  quo  series  posterior  ipsum  1 su- 


a 


perat ; atque  sit  semper  — , nempe  utcunque 
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crescat  n , ex  gr.  si  n fiat  krt , fiat  a tum  Jta ; ut 

_ 


A ,, 

fi  ft 


Ji/l 


Sit 


j yJl*  , V« 

oc.  Erit  tum  ( 1 + -^-  ' (1  + 


+ et  hinc  1 +—  1 + n')  a — 1 , atque  <x 


« _ 


r/.  [ (1+  u')a  — 1 j ; consequ  (p.  150} 


est 


i 1 /•  1 — ff\  //■  " 

a—tf*  f 1 ~r  ~~~  w'+  ‘ 'TT-  - - • — 1 1 

*-  i i/  tl  JL  » 


,a  3 


( I — « ) »'*  + 


(l“ — <0  ( — 2«)  ?/3 
*2.3^ 


- ("  dum 


/j  /^- 

Nam 


oo  J / 


u 


u 


+ — — - — »—  lognat  (l^w) 

3 

s ad 


accadantur  item  quotvis  termini  usque  ad 

j^tum  e priori  , et  dividaiur  quivis  per  ei  respon- 

dentem  e posteriore  *,  .quivis  quotus  — > 1;  ex  gr, 

2.(1  — a)  n' .tl  1 — a 

' , ubi 


i • — a ii 


a 


a 


2 2 % a . u . u 

— 1 , quia  ™ quidem  est  constans , sed  dum 


n 


u t 

n — x 00  , etiam  «/— s CO  ; porro  * — / v 1 3 

u 

nam  1 + «'  — - 1 + u ; ita  pro  /no  termino,  est 

(1— a)  (l — 2«)  - - : y/P  — 

« . «...  772*73-  --  p i>  a , 

1—2«  (t—  0»— ^ 

//P  2.3  p 1 Jp 

1 — 2« 


, ' . 1 — n , 

quod/^  .Oli;  nam * 'w"s  ‘ 1, 

a 


a 


et  demum 


1-0  ^ cl 


u' 


2 

M 


u 


( 1G1  ) 

I(a  datur  ejusmodi  /exponens  — p (pro  p ) 

m e-P==i—u  (pro  quovis  u fractione  vera  *Va> 
nempe  quum  e>i  sit,  et  «®=1,  I per  *vam  p„. 
tentiam  ipsius  e divisum  , quodvis  >}»nim  produce- 
?i  re  poiest,  quod  <1  est. 

Eiitque  et  hic  ut  antea,  (pro  p semper  — ^ ) 

i yb  i * ~b 

it— } =[«n 


C(0  3-  = ri+~ 


)■ 


• nh 


a 


(e  1 i /3f-—  — — - - - ).  Est  nempe 

nij,  . 

summa  seriei  hujus,  limes  summae  „seriei  i — 

'«] 


u\ 

EI 


i K ^fU  _ KH[)  (4+2)  ^ , V6 

2/^2  2 . 3~/i3  •'  — 0 + — (pla- 

it 

1 
n 


ne  ita  uti  superius).  Est  praeterea  f lf-  )”>I  et 

. ’ \ 4L  5 

O fp.158)  , adeoque  (" 


uir 


(i  + i) 

n 


<i, 


ltque  valor  ejus  per  I — •*  exprimi  potest  (pro 
et  <1).  Atque  pro  (if-L)  b~i—z.  er;t 

v u 

i'  -i_  __  i , -i 

'l—z)b  — I + -~,  adeoque  — = -1]; 

b ZL. 

» lf  I— *)  6 — 1J  = 

5 [ 1 +4-4- i-  Q±b)^  l (jf«j 

6 6 6 2 +T"T"1iTI~ 

, (W  (1  + 26)  *3 

J ~T^72~  + “ 6 ^r--;qure 


t/  + 


U 


2.3 

7/3 


ieries  plane  ut  antea  z- 

_z 

)e  u A v 1 Consequ.  — p est  zs  — 

X 


- nem- 


'f/* 
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— - - - = lognat  (1 — 7t).  Unde  cum  a sit  lognat  (1+m) 
et — J3  =:  lognat  (1 — u)  ; atque  quantitas  quaevis  >{<  Q 

1 + //  . . _i  Q— l 

per 


^ exprimi  queat , si  u ~ ponatur  , 


1 4* 


quod  manifesto  <1  est:  erit  inde  lognat  ( — — ) — 

J. — 'It 


u 


lognat  Q — lognat  ( 14^  ) 1 — 1 lognat  (l — u)  — U — — (- 


(— - il- 


ii 


7/3 


2 


- - -)  = 2 («  i" 


U' 


V' 


3 


— Si  apud  subsistere  libeat:  termino- 


rum sequentium  summam  constat  esse ’<  eodem 
termino  per  (1 — u2')  diviso  (p.  131)  ; nam  quilibet 


exponens  seriei  in  posterum  est,  u 2 ; nempe 


o 2. 


5u 2 


post-^-  est  — 3 postea  &,  adeoque  semper<7/2, 


quod  <1  est,  quia  u<Z !• 

Alias  series  citius  convergentes  vide  infra,  una 
cum  applicationibus  earundem. 

3tio.  Sit  ec  — C,  erit  = ec^~  C'  1 + cH 

— ;j— 4““;^  " * “ 5 et  cb  est  lognat  C',  c est  lognat  C^b^z 

log  C'  quoad  basim  C ; diciturque  b (si  c non— 1), 


log.r artificialis  ; Ita  ec ^ — C " — 


c *ir- 


2 


et  log.  art.  C"  quod  eandem  basim  C ; atque  — 


Uempe  per  quod  lognat  multiplicatus  dat  log . artifici- 
alem (heic  pro  basi  C),  dicitur,  modulus  systema - 

iis  cujus  basis  C est  ; estque  modulus— = 


lognat  U 


— . Si  c— 1,  est-— ~1  , et  — - — i — 1 , est  mo- 

C 9 C ’ lognat  CL  ’ 


dulus  syst.  naturalis  ; nempe  log  o quoad  basim  e 
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est  1 , quia  ef—  e.  Unde  si  modulus  dicatur  p , est 
ct  hinc  ~ lognat  C , adeoque  e P 


loanat  C 9 


1 


=C ; et  inde  basis  C innotescit,  nam  eP  — 1 

+ J.+JL+JL.  ... 

* p 2/x2  2.3p3 

Si  vero  fuerint  qualesvis  2 bases  R et  C,  et  log 
\ N quoad  B sit  b , et  log  N quoad  C sit  r,  erit  6: 
c=  log  C : log  B ( quoad  quamvis  basim  eandem  ac- 
cipiantur logarithmi  basium  C,B.  Nam  tum  Cc‘; 
et  hinc  ^logB—oiogC  (p.96). 


u 


t 


; 


Notandum  etiam,  quod  log  (I — u)— — (m+ 

1 

--)  , quod  (si  u 1 ) , — ■ 0 + — b 

~ — )— — GO  (p.153)  , atque  tum  |1 — u -n  o ; 

et  sensu  (p.  38)  fit  logo— — 00. 

* XXXVI-  Imo.  Si  (in  praec.)  in  serie  ipsum  e°b 
exprimente  , substituatur  ipsi  ch  quamtumvis  reale 
* vebjB  sive  % sive  i-«,sive  af|B,  vel  a — ]3  aut  cop,  vel 
X : p ; quaevis  ejusmodi  series  ad  limitem  tendit, 
[excepto  si  ipsi  cb  plane  o substituatur , tunc  enim 
Imus  terminus  est  1 , reliqui  omnes  oj.  Imo  si  1 


,a~,aj  . T , B3  P3 


“( 


irit  etiam  1 f (a+|3)  +— . 

Ji  JL*o 


atque  l + (ct—p ) + 4 ^ ^ 


0 


B; 


AB  , 

A 



B 


2 1 2.3 

Nam  ^ A , e*  = R , e*  ^ = AB  = oa^  ; et 
ea t*  =A  : R~oa"^  ; atque  est  limes  seriei 


prioris,  e 


a-p 


autem  posterioris. 

X * 


( I6i  ) 


Ita  (e°)^  — e*^— l + aPi" 


2.3 


^ = ! + jL+q_)\2+(_L.y 

P i3  P 


2.3  -- 


sta 


2do.  Quum  haec  ita  sint;  facile  succurrit  quae- 
rere: quidsi  ipsi  a (aut  etiam  j3)  , r+*‘  aut  llf  / sub- 
stitueretur (pro  R,  r realibus,  et  /,  i pure  imagi- 
nariis) ; num  series  eaedem  tum  quoque  ad  limi- 
tem tenderent?  et  an  una  per  alteram  multiplica- 
ta , aut  divisa  series  cjubinodi  ut  prius  produ- 
cant ? 

Sit  prius  r=o  , et  sit  ex  gr.  i~ — 1 ; si  in 

serie  ipsius  e * , ipsi  a substituatur  t\  fiet  l + 2j/ — 1 

4 —8^—1  +16  # r 

— *r  — 2^] — ->  rr ~ ~ ? et  termm°*am  reai,“ 


imi  seorsim  addendorum,  exponens  seriei  primus 

4 ...  ' — 4 

est — , pure  imaginariorum  vero  est — — * et 


2>  ' * “ 2.3  ’ 

postea  in  utroque  si  factor  ultimus  p sit  in  deno- 

minatore  termini  ? exponens  est  ; — ; unde 


vis 


tFt  1)0^2)’ 

quum  numerator  constans  sit, [et  p/ — \ 00,  'mani- 
iesto  in  aliquo  termino  primum  fiet  exponens  se- 
riei fractio  vera,  quae  in  posterum  quoque  semper 
decrescet;  praeterea  vero  terminorum  signa  in  se- 
rie utraque  alternant,-  et  quiiibet^>  sequente  at- 
que terminus  utriusque  ^ — o ; itaque  (ut  supra ) 
series  utraque  tam  realium  quam  imaginariorum 
gaudet  limite;  adeoque  et  summa  totalis  seriei  to- 
tius. 

Ponatur  jam  a + — I ( pre  a\b  realibus)  in 

locum  ipsius  a.  Si  poneretur,  summa  quot  vis 


terminorum  , etsi  omnia  >fve  accipiantur,  certo 


finito  minor  maneret  ; accedente  \/  — i autem  tet« 
mini  manent  iidetn  , praeterquam  qued  quidam  si* 
gnum  mutent,  quidam  factore  is' — * afliciaiitur. 
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Itaque  et  horum  summa  manet  priori  finito  minor; 
adeoque  tam  pars  realis  quam  imaginaria,  nisi  con- 
stans sit,  limite  gaudet. 

Quod  multiplicationem  serierum  ejusmodi  atti- 
net; absque  eo  , ut  resultato  quod  sub  signis  ge- 
neralibus a,  /3,  pro  casu  realitatis  prodit, deducatur; 
e multiplicatione  serierum  immediata  patet  sic. 

m,  tam  in  a°  + a.l  + 

um  8 3 /33 

j-t— , quam  in  |3°+p1i-  h 7- 

2.3 ---m7  1 1 2.3 


Accipiantur  termini  numero 
a2  tt3 

ir+2^ 


ipei 


m 


— atque  instituatur  multiplicatio;  1 et  po- 

tentiae omnes  ipsius  a,  multiplicabumur  per  1 et 
potentias  omnes  ipsius  |3  (usque  ad  miam)  ; adeo- 
que  prius  prodibit  !,  praeterea  prodibit  (pro  quo- 
vis integro  ^vo  p quod  non  terminus  quivis 

ipsius  (a-f- 13)^  , d i % usus  per  2.3-  - - p;  et  quod  prae- 
terea prodit,  o , dum  m a— > (X.  Sit  enim 

generaliter  (denotante  p numerum  quemvis  ab  1 
usque  ad  m indusive),  p~piq  (pro  p , q integris 

>{<vis);  cujus  vis  termini  ipsius  fa-fj3  )‘a'  forma  est 

f-(f — 1)  --  (f — ?+i) 


23..  fj  aP  (ubi  fi — q+  1— p+  1 , uti 

facile  e quovis  exemplo  patet)  ; exsurget  tvero  e 
termino  in  quo  cP  est  per  terminum  in  quo  /3  <7  est 

(quod  nonnisi  semel  est),^^-— — — ■ - ■ > ? atque 

72.3  - - •p. 2.3  --q  ^ 


bic  erit  plane  terminus  unicus  ipsius  (a  + |3)P  , in 
utfquo  uP$q  est  , (per  2.3--,-  p divisus,  uti  forma  se- 
riei ostendit).  Nam  multiplicentur  numerator  de- 

i nominatorque  ipsius  — — per  p(p — l)n--(p — q 

)iviH 


+ !==/>  + l)===Q?fl)(/>+2')  --  p ; erit— 


a V 


~P- 2-3 


_ f/f—i)  - - - 0— yt  i V <?? . ,,  3 , . 

■— ' 1 — ‘ : 2 -{  .y-  > >,■  - - - f ; 


2 


3 - ; r “ q 
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qui  plane  terminus  superior  generalis  est  , per  de- 

nominatorem  terminis  ipsius  omnibus  com. 

munem  divisus.  Pro  quovis  p non  >m  autem  e^ 
quibusvis  p^  (p  adest  aP  in  serie  superiore,  et  pq 
in  inferiore  ; at  non  si  p m exgr.  =m+l  su- 
matur: nam  si  p~m  , sit  p—o  , (aut  ■—*»),  aderit 
in  serie  superiore  a°,  infra  p mi  ita  oem  e t j3°;si  p<jn, 
quodvis  p et  g<Cm  adesse  patet ; at  pro  p»fl 
et  p^m+l , non  adest  a712^1 , adeoque  liic  terminus 
ipsius  ( af|3  )mti  deest? ; adsunt  vero  omnes  ipsi- 
us or-j-j3  potentiae  a o usque  ad  m inclusive;  di- 
catur summa  ejus  quod  e multiplicatione  insuper 
exsurgit  «.  Accipiantur  jam  termini  etiam  porro 
usque  ad  a,2  m et  p2m  ; pariter  prodibunt  etiam 
post  ( a-hp  ) 171 , potentiae  omnes  ipsius  (a+p)  usque 
ad  (a-|-p)2/w,  in  quas  totum  ingreditur,  nempe 


praebendo  unicum  terminum  am$m  ipsi  (a+p)~w,  et 


reliquos  terminos  omnes  potentiis  inferioribus  sup- 
peditando ; nempe  m ipsum  quoque,  eo  magis  nu- 
merus ipso  m minor,  cum  numero  < w , summam 
<Z2 m facit.  Si  vero  m QO  ; post  (u+$)m  sum- 

mu  omnium  ,/w"\  o , adeoque  et  pars  co  o . (ut 
supra  p.146) 

Hinc  series  prior  per  2dam  multiplicata,  dat  se- 
riem formae  ejusdem,  nonnisi  a-fp  ipsi  a in  pri- 
ore substituto;  quideunque  denotent  a,  p.  Nempe 
ut  supra  (p.l46j  si  de  utraque  serie  usque  ad  ex- 
ponentem quemvis  accepta  valet  , de  seriebus  ipsis 
Tai  et. 

Hinc  etiam  series  prior  per  2dam  divisa,  dat 
quotum  = I + («— ^ ; nam 

boc  per  seriem  2dam  multiplicatum  , dat  priorem 
( per  praec.). 

Imo  hinc  etiam , etsi  c non  sit  reale  , si 


m 


(pro  «,  m'  integris)  reale  sit;  erit  (l*bc+ 


c - 


ili 


2 


~ — ) — l+co-\ — +i^-2.  * ■ • Est  enun  (per 

praec.)  ( 1 +C+-|1+ +2c+^^  J- 


■ ■ ---et  porro  eundo  ( ut  p.145)  usque  ad  «tam 


2 o 

potentiam  , est  (lfc+-^-+  )»  =s.  1+  «c  + 


(W) 


^ - Ita  (l+„ci^ 

Jm 


nc 


2,3 

\2 


m 


1 f nc+  Itaque  (1  f l>c+  - f/c' 


2 

5 


2 


(l  + c+  -77 adeoque  (l  + c+  - .)m  = 1 


+ ic+  , et  lfc+-^- 


1^  — 1 

+ 

ad  m 

dat 



) 

~~  * 

n 

m . .)5T= 

= 1 

n 

= ^(1  l*«c 

• C^c)2  \ , . , n 

+ J » ubl  ™ = — 5 per divisum  sub- 

* m m 

stituitur  ipsi  ch  in  serie  posteriore,  e* qua  radix 


n 


exponentis — - extrahenda  est. 
m 


pe 

'K 

iis!  ^ Quaestio  etiam  suboritur  ; num  pro  quovis  P , 
sive  reali  (^vo  vel  «— vo  } sive  pure  imaginario,  sive 


mixto,  detur  tale  p , ut  If piJ?iZ+  p 3 


p. 


>DI 


z • 2.3 

Quum  dari  omnino  statim  probetur: 
mj  3tio-  Animadvertitur  ; has  series  etsi  imaginaria 
contineant,  analogis  subesse  operationibus,  ac  si  ex- 
# Ponentes  ipsius  e reaies  essent;ex  gr.  si  «,  p realia 

w fuerint , sicuti  e , ita  series  ipsi  « 

superstructa  per  seriem  ipsi  g supestructam  multi- 
i*  pacata,  dat  seriem  ipsi  (tr^j  supestructam  > etsi 
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B 


contineant--  - Unde  passus  ad  no- 
ffum  conceptum  latiorem  aperitur;  redeundo  qua- 
si a serie  hujus  formae,  ad  quam  conceptus  />o- 
tentiue  elementa/' is  ( p.  43)  deduxit : nempe  si 

4 


ipsi  <*  substituatur  ex  gr.  U^16;  exprimet  series, 

4 

omnes  valores  ipsius  e elevati  ad  i/ 16,  pro  duo- 

4 

rum  valorum  reaiium  ipsius  1^16  (nempe  ]2. — l) 
quovis.  Hinc  quum  operationes  potentiarum  de  se. 
riebus  dictis,  etsi  imaginariis  superstructae  sint, 

4 4 

valeant:  imaginem  ex  gr.  e^^zzz  1 +1^16  4* 

0^16)2  . . 

— — ~ — - - - - pro  quovis  valore  exponentis  retinere 


libuit  ; formando  conceptum  sequentem  ; quasi  po- 
tentiae , radicis , logaritkmique  conceptas  supe- 
rior (in  posterum  quoque  manens)  alio  nomine 
signoque  designatus  fuisset,  fquamobrem  etiam 
elementares  dicti  sunt,  nomen  hoc  retinentes)* 


Si  nimirum  1 + bc^^~  - - - = vel  B, 


et  lf  cf 


r3 


C ; atque  bc^r^i  (pro 


r reali  et  i~o  vel  pure  imaginario) : dicatur  in  poste 
rum  B ( per  quamvis  potentiam  dementarem  ex 
ponentis  r ipsius  1 multiplicatum)  potentia  expo 
nentis  b ipsius  C,  et  C dicatur  radix  exponentis  l 
ipsius  potentiae  ; logarithmus  vero  nonnisi  b ipsi- 
us B quoad  basim  C dicatur . 


Si  c=l  , adeoque  C; 


:e  : est  B (= 


et  si  C ~ 


e9==l  , est  B (~e°b- 


Patet  vero  conceptum  potentiae  hoc  sensu  ex 


tendi  , et  priore  latiorem  fieri  , Jogarithmi  autenr 


conceptum  partim  extendi,  partem  restringi.  Nem 

a 2 /r3 

pe  si  * reale  sit,  Ifad — quoque  reah 

Jd  dm.iJ 
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est,  et  quidem  semper  iji , etsi  * — siti 
~ sit  , ex  gr.  —3  ; erit  e-3=Jf<r  ~ 


* 


nam  si 
I 

* 


adeoque  I=e3.(  lt»t  ~ 


) ; ubi  e 3 >$<  est , con- 


l*seq.  et  alter  facter  >f<  est.  Itaque  series  ista  pro 
a rcali  nonnisi  valores  >i<vos  ipsius  e a (eos  qui. 
dem  omnes  ) exhibet.  Quamobrem  ut  omnes 
alii  quoque  valores  comprehendamur,  fit  inulti- 
plicatio  per  lr  ( sensu  elementari  intelligendo  ). 


Ubi  nempe  (p.158)  ex  (If 


-L) 


nq 


n 


series 


i +?+-j+ 


~ - - - prodibat  , fuisset  reipsa  ex  gr.  (pro  ij 
2<  3 


=— ) 

2 


3n 


+ — .1 

2 


3/1-2 

2 


ubi  l3fl,  l3”’*  semper  — I? 


et  \ in  quovis  termino  >J<ve  aut  in  omnibus*-* 
accipiendus  est  ; et  quum  quilibet  accipi  possit  , 

valor  omnis  exhibetur;  in  serie  It^i*  7--  ---  au- 

tem  potentiae  ipsius  1 unicus  tantum  valor  nem- 
pe + 1 ponitur  , omissis  ceteris  valoribus  ; quos 
iri  tamen  multiplicatio  per  lr  (sensu  potentiae  ele- 
mentaris  intellectum)  omnes  exhibet.  Rer  i r id- 
circo semper  potentia  elementaris  intelligenda. 

Logarithmus  realis  autem  (sensu  proximo)  quo* 
ad  basim  e vel  ec  (pro  c reali  ) quantitati  ae 
neutiquam  competit : nam  B pro  quibusvis  Cerea- 
libus per  dicta  semper  tj^est;  atque  nonnisi  6 lo- 
garithmus  ipsius  B quoad  ec  dicebatur.  Restringi- 
tur itaque  logarithmi  conceptus  ; in  quantum  Jega- 
rithmo  elementari,  ^ va  realia  quoque  gaudent;  ex« 
tenditur  vero , quum  sensu  proximo  non  solum 
AfB|/  —1  , (quaecunque  realia  denotent  A,B) , lo- 
garithmo  gaudeat,  sed  et  ipsum  1 foga- 

eal  rithmus  esse  queat 


170  ) 


Nempe  (p  43  et  81)  est 


1f\— -10  t.j.i 


2-2 


n>. — io 

o 


.1 


itaqti* 


(per  def  p.  43)  ( — I0p-a  =r.  I , e — seu  Jog  1 

1 0. 7 0 — 1.—  J — 1—  I 


quoad  — 10  ; ita 


MJ.iO  — i. — i 


0-2 


1Q4-2  = — et  o—  log  — 1 quoad  10;  ita 


, ad eo que 
70.70 


40.10 


— 1.|/~  l.^—l  — l.fX— i v/ 


1 


2-2 

— ; ac  10^ 
3 


— 1 , et  o est  log  — X quoad  10:  atque  102 

* 1 

= ± J/  1000  f adeoque  (‘st  logarithmus  tam 


*%< vae  quam  nVae  radicis  ipsius  10C0  (quoad  basim 
JO);  ita  Omnes  logarithmi  in  tabulis,  ubi  radix 
decies  iniliionesima  (adeoque  exponentis  paris  extra- 
hitur ex  10  elevato  ad  Jogaritlmuim  qui  ibidem 
est,  rommate  deleto),  sensu  priori  dementari  , 
tam  >J<vo  quam  vo  competunt.  In  genere  pro  quo- 

2 r 

vis  rea  Ii  R=er  , est  R non  (=0  sed  (=e  * ( — ) 

2r 

SS' \ atque  — =r  tanquavn  log  dementaris  tam 


ipsi  R,  quam  ipsi  — R , competit. 

Datur  pauiem  pro  quibusvis  realibus  A-R  ("etsi 

t 2 .r3 

aliquod  eorum  o sit)  tale,  ut  J + .rJ4 -~-p  — - - - 

sit  =r  vel  A+R  \/  — 1 : atque  tum  log(A  + 

Pj/ — l)  quoad  basim  e ; imo  quaevis  basis  C—  ec 
sit  , poterit  a ? in  2 factores  discerpi , quorum  tinus 

c sit;  nempe  si  ponatur  az=z&c,  erit  6=z — -^(quo* 


tumqtie  dari  , etsi  r , c utrumqne  imaginarium  con- 
tineat (p.127)  dictum  est)  ; adeoque  hoc  6 erit  ]o- 
garithmUfi  ipsius  A i 0 j/  • — I quoad  basim  ( . Si 


V 
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A=r o sit y Inm  idem  de  — 1 valet;  si  vero  u- 
trumque  — o sit;  tum  o , logarithmo  nonnisi  sensu 
(p.  38)  gaudet,  et  quidem  — QOio,  Ut  paulo  in- 
ferius dicetur, 
jl  Ratio  prioris,  Trigonometriae  elementis  primis 
perspectis,  (p.  108)  facile  intelligitur.  Erat  ibi. 

ine  I , , r a , ^ a \ n 

dem  cos  — -1.  sia  u — f cos  « *\r — "1.  sia ) . 

n n , 

quod  (si  n tam  magnum  accipiatur , ut  < ~ 

u & 

/ 

quadrante,  adeoque  cos  ~ > «ia  —77-  sit),  erit  f(per 


1 n \n  jrt.  \n- 1 a 

2 p.l 50)-=  (cos ) + 7i( cos  ' ,1/ — l»»io  * 

1 n v n v n 

a \n-2  a s2  n{n — O {n — 2)^. 

« c«i"v) 2 — 3 (eo* 


u 


n(  ff — 1 'l 


2 (co* 

— — ^ IS — I .(sin  ~)3  - - - Ubi  manifesto  sumina 

n n 

terminorum  realium  est  rr:  cos  a , et  summa  rcli- 
piorum  perp^  — 1 multiplicatorum  est=t^— l*ain  «> 
atque  deleto  — 1 utriaque,  fit  = sia  a.  2 

Si  n iuteger  ^vus  finitus  sic  , series  ex  1 ter- 

minis constat  , exhibetis  cosinum  sinumque  arcus 
tttupli  , uec  tum  sia  a<2  cos  a esse  uecesse  est(p.l50). 
Si  vero  //  ^ — \ QO  , datur  series  talis  ut  supra 
^p.154)  cujus  summa  limes  hujus  est;  nempe  l-J*# 


— 1 , a*  a — 1 


\S—i — — 

2 2.3  2.3.4^  2 .---5.  2 - -6  — 

_ . . _ a a 

nam  si  n 00  , tum  '■ — v o , et  cos  N-"V 

u n 


)(  cos  0=1),  et  ( cos  ’( 


a 


cos 


n-l 


n 


1 Uti  u- 


jiunes  reliquae  potentiae  ipsius  cos  — - • constabit 

• \ L;  flt- 


jpr,ieterea  inferius,  quod  ( sia  — ): 

Z * 


n 
n 

(t  a 

n ' n 
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d coque  si  (ut  p.155)  in  quovis  termino,  potentiae  jcip 

a . a a . 

insius  cos substituatur  i,  et—*  ipsi  sia 5 erit 

1 * n n u 


ft(fi — 1 ")---(// — mfrl)  nm  . a 


m 


‘1  . 3 - - - m 


2.3---//* 


1 ; nam 


0 


. 1 . n n — 1 , n — 2 n — rtrV  1 • . . 

quotus  hic  est — — • -- 1—  * ubi 

4 n n n n 


« n~~\ 

n ’ n 


"N  * f 


n 

n — 2 

71 


1 *.  et 


n — 1 


n 


1 , atque  omnia  ut  supra  applicari  possunt,  neque 
lieic  jam  brevitatis  studio  repetuntur. 

Unde  etiam  , (quum  ho^  pro  quovis  a valeat), 


est  cos  — 1 sia  a—l+als' — 1 2 C!h— — 14. 

* 2 , 3 T 


o5[/  — 1 o® 


2.3.4  2.3. 4. 5 


2.3  fc  " “ ’ atque  ( ut  prius  ) 


2 

summae  realium,  nempe  =1 : — | — — ~ 

2 2.3*  4 


«3 


a 


2.3  ---  t» 


J . . V/  — 1«  si  n « 

et  sia  * — : = a — +7Vo  j r 

j/ — 1 2.3  2.3. 4.5 


a 

2.3  .'-T7 


Sed  ad  scopum  praesentem  sufficit,  quod  cos  a 
l.sin  »=ea^-1(p.l68);  sit  K >*vnra  = e*, 

«rit  K=l+i+-^  + ~---  (p.l  59)  , ete"y-1  . e* 

=s  e^-^l-KoK— It*  )tf  - - * = K 


jar 


( cos  —I.  sin  «)•  Si  itaque  K(  cos  — l.sin») 

:=A  + Bj/  — 1 , seu  K cos  -A  , et  K sin  a=B  ; erit 
Af  B — l=e° ^ Id  ergo  quaeritur  , num  hoc 

A 

fieri  possit?  Sit  B=— - , nempe  A = B//*,  casu»! 
*i  Azr  0,  excluditur  , tunc  enim  faeJe  /est  n ita  ae- 
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ciperc  v ut  co«  a sit.  Quaestio  igitur  eo  rediit ; 
num  detur  tale  a , ut  cos  a~p  sin  a sit  ? p sin  a~p 
1^(1 — (cos#)2),  seu  (cos  a)2==p2 — />2(cos  a)2  ; utiide 

(cos#)*  Cifp2)=p2;  et  cos  •)  quod  cum 


ie 


<11  sit,  (omnia  pro  radio  1 intelligendo)  omnino 
datur1,  arcuque  gaudet.  Itaque  si  (pro  tali  arcu  a ) 

accipiatur  K ==  — , (quod  semper  tresse  potest, 


cos# 

xiam  p sive  >{<  sive  h-i sit, 


/>2-hX 


^ est , et  pro 


A^vo  h va  radix  accipi  potest),  erit  K cos  A,  at- 

K cos  # 1 ^ 

que  K sin  a = = =:  B ; adeoque  K ( co®  a 

jj  p 

+ ^ — 1 . sin  #)  — A + Bj^ — l=e^at/  * ; et  lognat 
(A  + Bj^ — l)  est  £4 -alS — 1.  Patet  etiam  esse  K* 

A2n2  A 2 

=/l-£-+  Av-=aj+b*. 


= A 2 • ^ 


/'"+1  jw 

Si  (p.109)  quivis  arcuum  sumatur  (sive  tj<ve  si« 
Ve  ^ive  ) quorum  cosinus  — 1 et  sinus  =0)  substitua* 
turque  ipsi  a,  (pro  quovis  reali  K=z  ek)\  erit  K(cos  a 
+1^— l.sfa  «)=  K.1  + o.K|/— l=K=a*  .ert//— 1 = 
i . atqUeiogllat  — i,  cujus  valo- 

res  (propter  valores  innumerabiles  ipsius  #)  innu- 
merabiles sunt,  omnes  imaginarii  praeter  unicum 
*i  nempe  a=zo  , (ubi  etiam  cos  et  sin  ~o).  Ita 


si  a ita  sumatur 


erit 


<3i  c * ua  aiiuiaiui  , llt  COS  #r=:: 1 , elsin# — u , cui 

K(cos  « + (/—]. sin  «)=  — K , et  e^a/~l  — — K, 
it  aique  pro  quovis  valorum  innumerabilium  ipsius 
pro  quibus  cos  — 1 etsin#~0,  erit  lognat  ( — K} 

—k  + ais — i ; inter  hos  valores  ipsius  # zerus  non 
ll  adest , quia  cos  o~l  , consequ.  negativum  nullo  re- 
ali  logarilhmo  (ut  supra  quoque  dictum  est ) at 
innumerabilibus  imaginariis  gaudet,  uti  etiam  ^<vum, 
quod  tamen  unicum  realem  quoque  habet.  Si  K^l, 
pro  k -zz o legantium  omnes  pure  imagina- 


<i 

t U Sii 
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iit  sunt  , praeter  unicum  valorem  Ipsius  a fpro 
-J- 1)  ipsi  o aequalem. 

At  quaeritur  etiam  ; num  pro  quovis  ^vo  K de* 

tur  tale  ut  —K  sit  ? (quod  in  demonstrati* 
one  supponebatur ).  Sit  prius  K>1.  Si  n a-*-\ 
00,  en  quoque  \ 00,  ("quum  c>I  sit);  e*n 

1 ~ ^ 

seu  ~n~  vero  / — \ o , e n id  est  {Se  vero  (sem* 

c 

per  I>1 ) * — v 1 ( 80  ).  Quaeratur  (Fig.  17.)  a p 
eundo  semper  porro  in  OO,  in  quovis  puncto  p'; 

num  sit?  aliquamdiu  prodibit  < , et  ali- 

quando  nam  , et  exponens  ve  crescit  a 

o in  00.  Datur  itaque  ( p.  16 ) punctum  ali([uod 
ultimum  * , intra  quod  et  P quodvis  p'  tale  est  v 

ut  <K  sit;erit  vero  tum  ; nam  secus 

esset  aut  <!  ab  ; neutrum  vero  fieri  potest.  Sit 

1_  l 

enim  e^=ac  = a6 — £>c,  erit  ac. e 71  / — v ac,  quia  6* 

/ — v 15  adeoque  ac.  e 71 — ac  dato  quovis  ergo  et 

i 

-<bc  fieri  potest,  sit  = cq  ; erit  ac. e 71  ^aefeq  seu 
— aq  ; adeoque  in  * non  esset  ultimum  tale 

punctum  , ut  dictum  est  ; nam  p*+  ultra  ^ter- 
minatur, attamen  est<CK;  ad  quemvis  expo- 

nentem minorem  elevatum  vero  minus  est. 

n 

Neque  ab  esse  potest  ; nam  e n = 1 :j//’ e 

-l 

quod<l,  sed  ^ — \ 1;  adeoque  ab. e 'L  — ab  quovis  da- 
to (ergo  et  ipso  fcb)  minus  fieri  potest  ; differentia 

-L 

*■«  va  est,  sit  — br  ; erit  ab.e^  — ab  — -br,  adeoque 

2^*  i-izi-abHr ; itaque  e ad  exponentem  minorem 
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ipso  p*  «levatum  > K esset.  Est  igitur  K , si  >.  i 
: ev*.  Si  vero  K < 1 , tum  datur  tale  N> 


est 


ut  NK>  1 ; et  tum  dantur  (alia  ut  ex  =NK 

x - - T. 

Ii. 

fZ.  ~ 

e' 


et  ez  = N ; adeoque  ^ = ex 


Exempla-  Imo.  Pro  quovis  a,  cujus  .cos  =1  et  sin 
• — o , est  (p. 172)  cos  ciW/' — 1 . sin  a^L  1 + a^  1 — - 

p . ..  — ; seriei  summa  iari- 

/ o 2 3 — b 

tur  ^ — y 1 . quod  fieri  nequit  , nisi  summa  rcali- 
uni  praeter  terminum  primum  a —-no,  et  summa 
pure  imaginariorum  quoque  >-*-\  Q.  Est  vero  pro 
quovis  dicto  «,  — lognat  1,  et  inter  innu- 

merabiles Jogarithmos  solus  zerus  est  reaiis  5 pro 

2do.  Pro  quovis  a , cujus  cos  == 


<ros  a + — **sin  a — — 1 

1 .a>/' — 1 . 


— I et  ain  — ^5  est 

a2 

1 + G ls'  — 1— 


2 


itaque  summa  realmm 


praeter  terminum  primum  a— v —2  , et  summa 


pure  imaginariorum 


o.  Innumerabilium  Ta- 


lorum ipsius  a unus  est  n : adeoque 


1 


= -l, 


et  — 1 est  unus  logarithmorum  nat.  innume- 

rabilium ipsius — 1;  atque  7T— quod  ta- 
men nihil  quoadj  quantitatem  ipsius  t\  determinat, 
quum  lognat  ( — I)  jam  involvat  eam,  neque  aliunde 
notus  sit. 

3tio.  Fro  # — 1 — radio  ; est  cos  1 *E  — 1 • sin  I 

t=  e1'-1  = 1+A-l-  + 2-V4  + 

K 2 23  2.3.4 

— 1 

- , Ct  \S — 1 z±  lognat  (cos  1 + |/—  l.sin  1 ) 
atqno  e ~ y/  (^eos  T .sin  i).  Itaque  * zzz 


2.3. 4. 5- 


( H6  ) 


j.j.j 7 — } .p  .I,—  (p>  105).  Pateique  omnia 

2 1 * O ^./4. 


T3  1 2.3.4 

in  intuitu  exhiberi  : imo  quum  pure  imaginaria  a 
realibus  nonnisi  determinatione  differant.  Ut  >£va 
a_  vis.  et  majoritatis  minoritatisque  sensus  (p.  21) 
ad  pure  imaginaria  cuin  realibus  comparata  , ex- 
tendi potest. 

4to.  PrO  COS  a==0  5 s‘n  a==l  J CS1  e(l>/  1 — cos  a 

-pp/''  — 1 .sin  « — 1 — l-bap'  1 2 2 _ 3 

adeoque  pars  rcalis  / , et  pars  imagina- 

ria / — ' iX—  1 ; atque  ls'—l—eay~l  ,et«i/'—  1 

= Iognat  i/  b 

5to.  Si  vero  (in  4t0  ) sit  a^/—\  superius  c , ct 
b ; erit  bc—al/— 1 . l^—\—  —a,  atque 

* l^—l  , ete6c  = l 

.i 


C superius  =z  ec  — eaf/  1 ^ 


Est  vero-^~  talis  valor  ipsius  a , uti  in  4to  re- 
2 


n 

quiritur,  imo  (pro  » integro  quovis)  2«a+  — 

tale  est. 

* 6to.  Solet  etiam  ex  cos  — l.sina=;e 

sequens  deduci. 

Est  nempe  (p.  172)  eaf/  1 cos « — S/'  1* 

p/(l— (cos«)2);  et  llinc  (devando  ad  2)  est 

<;2a//~l_p  (cos  a)*_2  ea^~ 1 . cos  «=  — 1 + («os  aj  J; 

adeoque  2 1 • cos  a=l  + e “'/_1  ; consequ  cos  o 

' . al / — 1 


1 


a ^ — l 


at/ — i fi — a ^ ^ e 

^ e j.  e 


2e 

— 1 4.  e 


2 

1 


2 


2 


r 
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Hinc  etiam  substituendo  co*  o+  — 1 . »>n  <*  ipsi 

aS—l  est  008  n±£^Z~X  — co,  a\  et 

c > 2 

, —at'— 1 —eat/~'1 2 * *  —e-af/~l 

liinc  ct= cos  a — e — ^ 

—aV—l  -Teat/~l  — . consequ.  sin  a — 
- e 2 

aV—l  at7— 1 


Quaelbrmnlae  sinum  cosinumque  ita  exhibent, 
ut  per  eaf/~l  limes  summae  seriei  1+«^- 1 


a 

2 


per  e~a,/~1  vero  limes  summae 


a - 


. . , l4_^: *!K~  intelligatur. 

* 7mo  Quum  ut  jam  saepius  dictum  est , pure 
imaslnariaa  reatibus  nonnisi  d...rmiia.ione  al.a 

ad  formam);  uti  aequatio  hyperbolae  aequilaterae 
«k^t  cir^hun  pio  valoribus 

fex  er.  serie  punctorum , aut  alio  colore  a reaii 
distingvendum)  , et  aequatio  hyperbolae  generalis, 
exhibet  omnes  ellypses  ( sensu  dicto);  aequatio  pa- 
rabolae , dat  quoad  valores  pure  imaginarios  quo- 
que  parabolam  quoad  formam  aequalem,  quasi 
imaginem  virtualem  sibi  aequalem,-  in  prioribus 
vero  imaginariorum  forma  realibus  contraria  erat. 
Svo.  SMogarithmi  sensu  dementari  accipiantur; 

est  etiam  log  — 2—  log  — 3=  log  (^3— ; at  ,l 

logarithmus  sensu  dicto  veniat , tum  log  —2—  log 


V 
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- ) log  el2+w|/ — 1 — (log  el3  + ^P^ — l)  (p.175);  at  s 

2 Iaf 


(e.g)  in  posteriore  3^  sit,  logarithmus  realis  ipsius 


cor 


haiul  exhibetur.  Vide  infra  in  differentiatione  Joga- 
li linni  , atque  in  explicatione  spatiorum  hyperbo- 
lae asymptoticorum. 
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§.  36.  Filum  sectione  praecedente  certo  respe- 
ctu interruptum,  tandem  ulterias  continuatur  : ut 
Tyrones  eximis  radicibus  arborem  scientiae  cum 
praecipuis  ejus  ramis  excrescentibus  , in  lucem 
exsurgere  cernam. 

Mens  abstrahendo  varia,  ahsfractaque  vario  n o* 
do  componens  ; de  Qiimium  illarum  operationum, 
quae  ante  sectionem  praec.  prodierant,  omnimoda 
compositione  , ad  conceptum  generaliorem  ascen- 
dit : nimirum  qualiuii^vis  operationum  , quae  it 
tempore  spatiovc  suscipi  possunt,  qualibusvis  af 
ficiantur  quantitates  ; expressio  id  denotans  (no 
mine  a Leibnitio  introducto)  vocatur  functio  , ei 
quidem  sensu  lato  quantitatis  cujusvis , quae  ii 
expressione  adest,  strictius  autem  tantum  quan- 
titatis variabilis  quae  in  expressione  est,  aut  plu 
riuiri  , si  plures  adsint.  Variabiles  plerumque  po- 
stremis alphabeti  literis  y imo  p,  q deno 

tantur  , constantes  prioribus,  nisi  aliud  monituri 
fuerit:  intelligitur  autem  per  variabilem  ex  gr  x 
cerium  quantitatum  genus,  quas  nomine  general 
x denotare  libet;  ita  ut  ipsi  x quaevis  quanti t a: 
sub  eo  genere  contenta,  in  expressione  substitu 
possit  , nisi  id  pro  certa  quaestione  aut  conditio 
ne  aliquatenus  restringatur  ; constans  vero  est,  qua< 
utcunque  mutata  variabili,  id  est  ex  gr.  ipsi  a 
quidvis  substituatur  , eadem  manet. 
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Quum  beic,  (veluti  in  oceantim  omnia  confluunt 
ut  inde  sublata  in  altum  variis  phaenomenis  rede 
ant),  innumeris  functionis  modis  campus  QO  tus  ape-  'l 
riatur  : pronum  est  >ias  prospectusque  ejus  pate- 
fientes  sequit  n 


✓ 
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Nimirum  si  quantitates  quarum  genus  & est,  nuN 
a alia  operatione  afficiantur  , nisi  quod  sui»  certa 
Conditione  acceptae  post  se  invicein  ponantur:  ori- 
ur  Theoria  combinationum  Ex  gr.  conditio  esse 
botest;  ut  ex  5 rebus  , quarum  genus  x est,  acci- 
piantur duae;  ita  quoad  ordinem  aliqua  determi- 
natio esse  potest  , aut  ordo  in  censum  non  voca- 
'$p|  ur  (p.138)  ; et  quaeri  potest,  quo  tuam  et  qui  sint 
functionis  valores. 

cuji  Si  vero  quantitates  operationibus  arithmeticis 
Cej  geometricisve)  aut  aliis  quoque  connexae  sint;  va- 
iabilis  quaevis  erit  genus  , aut  omnis  quantitatis 
sive  realis  sive  imaginariae);  aut  non  omnis,  sed 
jantum  realium  , imo  tantum  numerorum  integro- 
um  aur  illarum  tantum  quantitatum  , quae  a va- 
ore  certo  a usque  ad  valorem  b (inchisive)^ sunt ; 
ut  denique  variabilis  genus  certarum  functionum 
)sse  potest. 

3n  quovis  dictorum  casuum  , ultro  succurrit  in- 
[uirere. 

Imo.  Pro  certa  functionis  conditione,  in  'varia- 
)ilium  valores  ("qualitatesque ), 

2do.  Pro  certa  variabilium  conditione  , in  fun- 
ctionis valorem  (qualitatemque )• 

3tio.  Pro  certa  functionis  qualitate,  quicunque 
tg  luerit  (absque  aut  sub  certa  conditione)  valor  quati- 
atis variabilis;  in  certorum  functionem  constitu- 
entium qualitatem. 

4to.  Pro  certorum  functionem  constituentium  cer- 
ilfta  qualitate;  in  functionis  qualitatem. 

I Ex  gr.  Si  in  Imo  conditio  ea  sit,  ut  valor  fun- 
ctionis o sit  : quaeritur,  ritun  detur  talis  quantitas, 
]uae  si  variabili  snbstituatur , functio  —o  fiat?  et 
|uotnam  qualesque  dentur  ? Ita  si  plures  insint 
functioni  variabiles.  Huc  pertinet  problema  aequa- 
tionum; ex  gr.  — x — 2=0  nonnisi  pro  xz^z2  , et 

Jr= — 1 est.  Praeter  alias  conditio  esse  potest;  ut 
[palor  functionis  maximus  vel  minimus  fiat ; quaq- 
rique , num  detur  ejusmodi  valor,  qui  si  va- 
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riahili  substituatur,  functionis  valor  maximus  vel 
minimus  omnium  ejus  valorum  fiat  ? 

Si  vero  variabilis  ipsa  in  functione  genus  certa- 
rum functionum  sit;  et  quaeratur  talis,  quae  si 
variabili  substituatur,  functio  certa  qualitate  prae- 
dita sit:  calculus  variationum  dicitur.  Ex gr.  dum 
linearum  aream  certam  claudentium  minima  quae-* 
ritur  (sub  hac  vel  illa  conditione). 

Si  variabilis  quaevis  nonnisi  integros  denotet : 
quaestiones  e superioribus  promanantes  naturam 
numerorum  concernunt.  Si  ex  gr.  functio  sit  4#+l , 
et  x tale  sit,  ut  4#+l  numerus  primus  jsit  ; fun- 
ctio gaudebit  illa  qualitate , ut  duorum  integrorum 
ud  2 elevatorum  summa  sit,  (et  quidem^unico  tan- 
tum modo)  at^fSAbut  hac  qualitate  gaudeat,  pri- 
mus  esse  debet.  Ramus  hic  Arithmeticae  immensus 
sagacitatem  ingenii  maximam  postulans,  flores  fru- 
ctusque veritatis  purae  aeternaeque  praebet.  Vide 
opus  immortale  Disquisitiones  Arithmeticae  Au- 
ctore C.  JF,  &AFSS  1801  Lipsiae. 

Ad  3tium.  pertinet:  quod  si  Axa  + - - - pro 

quovis  valore  ipsius  x , sit=o;  quilibet  coeffici- 
entium  est 

E 2do.  vero,  pluribus  modis  calculus  differen- 
tialis  originem  capit,  et  variae  promanant  series : 
ei  nempe  conditio  ea  sit,  ut  in  functione  ipsius  x 
substituatur  ipsi  #,  f generi  omnis. quanti  tatis,  quae 

t v . a . 2a  , . 3a 

est  a o usque  ad  a),  prius  * — tum deiu 

r /i  n n 

* 

et  ita  rorro  usque  ad  — . Attamen. ut  clarius  ex- 

n 

ponatur,  prius  distinctio  denotatioque  functionum 
praemittenda* 

1 hio.  Functio  cujus  valor,  pro  quovis  determina- 
to Valore  variabilis  quae  in  ea  est , numerabilibns 
ejusmodi  operationibus  prodit,  quarum  quaevis  est 
addere , aut  multiplicare  (imo  etiam  radicem  gra- 
dus tommens , extrahere)\^icit\ix  algcbraica : si  vexo 


/ 


valor  dictus  nonnisi  innumerabilibus  ejusmodi  ope- 
rationibus reperiatur  , functio  transcendens  audit. 

Dicitur  porro  quoad  valores , functio  zraformis,  si 
valores  ejus  numero  m sint  (pro  determinato  va- 
lore  variabilis  in  ea).  Ex  gr.  iS x est  functio  bi- 
formis. Si  vero  x=a  per  integrum  n dividatur,  et 
n/^~\  00  9 dicitur  variabilis  x absoluta ; atque  si 
valor  functionis  ipstus  x (pro  valore  eodem  ipsius 
x)  pro  quovis  n sit  idem  , functio  absoluta  dici- 
tur Egr.  (Fig  19)  FfGfHf/+£-fA  mutato  n mutatur. 

2 do.  Solet  vero  functio  variabilium  x vel#,^-- 
denotari , per  /(.r)  , F(#,y  literis  paren- 

thesi praepositis  forma  functionis  denotata;  et  qui- 
dem ita,  ut  si  per  f(x)  denotetur  ex  gr.  ax2Jrbx 
. — c , tum  /(«)  denotet  a.a*\b.a — c , et  /(o)  deno- 
tet a.o2lrb,o — c~ — c;  substituendo  nempe  ubique 
ipsi  x , in  casu  primo  a , et  o in  2do . Ita  si  f{x) 
~xm,  sit  /(#fco)===(#fw)*”;  et  si  F(#,^)=  ct  xy,  sit 
F(^+w,  b)~a(x+  u)b  ; unde  ct  casus  alii  patent. 

Interim  ut  Tyrones  , partim  per  literas  antepo- 
sitas factores,  per  superius  ad  dextram  positas  vero 
(quod  etiam  fieri  solet)  exponentes  inteliigere  con- 
sveti , minus  confundantur;  et  partim  tradenda  cla- 
rius discernendo  facilius  percipere  queant  : li- 
ceat diversas  functionum  formas  ipsas  arcubus  , 
penitus  aut  magis  minusve  , supra  vel  infra  aut 
circumcirca  literam  numerum  alindve  signum  clau- 
sis , denotare;  ea  cum  determinatione,  ut  signum 
ita  inclusum  per  id  quod  clausum  est,  amittat  vim 
quidquam  aliud  praeter  functionis  formam  deno- 
tandi, etsi  non  clausum  aliudquid  denotaret. 

Ex  gr.®#,  ©#,y  - -,iS)#,(A)#,(B)-v,(F)#,(U)#,(a)#, 
(b).r,  (u)# — , c/c  , functiones  quasvis  signi- 

ficare possunt.  Ita  (s)#  potest  sinum  arcus  x,  ( * )x 
sinum  versum  , (t)#  tangentem , (§)#  secantem  , 
(S)#  cosinum,  (:/2  )#  cosinum  versum,  (T)x  cotan- 
gentem  (§)#  cosecantem  ; quorum  pleraque  uno 
calami  tractu  scribi  possunt. 

lia  si  % sit  sin  x f arcus  ipsius  % per  (a,s)s  , et 
*i  u sittaugx,  arcus  ipsius  u per  (a,t)/*;  ita  loguat y 


( m ) 

J)t*r  {% , log  vulg  y per  (Dy  > et  numerus  cujus  lo- 
garithinus  z est  , per  (n,i)a  , vel  (n,L)«.,  denotari 
potest. 

Ita  mox  dicenda  modo  sequente  significari  pos- 
sunt. Differentiate  absolutum  /itmn  functionis  va- 
riabilium x,  vel  a?,y---quod  per  dnf(x *--)  deno- 
tari solet,  scribi  potest  w(j  ©^-‘  ve^  s*  n=l  , 
tantum  <A  Q)x Differentiate  «tum  quoad  x ve- 

71 

ro  per  ©.?,«>•-- vel  per  (j  aut 

d X 

J et  si  ?i~  1 , per  d © v,  y--  ita  differen - 

n7x  X J ' \ /* 

Hale  einus  x quoad  cotangentem  per  rl  {&)*,  ( t co- 

*t 

tangentem  significante)  denotari  potest. 

Ita  co efficiens  vel  quotiens  differ  entialis  abso- 
lutus «tus,  qui  vulgo  -JjfTjn  ? juxta  La  Grange  ve- 
ro /*(*)  , (et  pro  ?i=  1)  /O)  , (pro  »=2)  /"00  > 

7J  1 ^ 

scribidir;  denotari  per  ©>,  (J)  ^ ? (I*  m m m aat  ^ 
vel  «j®*  potest.  Si  vefo  quoad  x sit,  %x  <])*••- 

/i 

vel  JQ* aut  (fXmmm  scribi  potest;  et  «tus  co- 

x 

cff.  di  IT.  quoad  z m ti  coefTicientis  diff.  quoad  * ac- 

m^x  nm,x 

cepti  , per  (fx  vel  Q>---  aut  J -Q* 

n^z  Z 

significari.  Ita  si  (\jx  dicatur  ex  gr.  X;  quid 

m m^x  m,x 

dX,JX,  X,  X,  X significet  , palet,  lntegrale  de- 
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notatur  per  /^praepositum  differentiali  ; potest- 
que  tantum  coefficienti  differentiali  praeponi  : si 
is  ex  gr.  I sit,  scribi  potest  XJ~  1 ,idest  intcgralo 

quoad  x)  ipsius  1 tanquam  coelficientis  differentia- 
tis. t . 

Si  vero  variabili  functio  certa  substituatur , scii- 

bio  0«  — aut  (Aj  (B>[- - - vel  (A)  [ (B)*,  (c)y  - - J 


potest;  et  si  (A)  (A)  (A)*  esset,  per  (A}sx  signi- 
ficari potest,  quum  (A)  non  quantitatem  denotet, 
adeoque  numerus  Jiaud  exponens  sit;  uti  (Ajx/3 

denotat  3tiam  functionis  potentiam.  Patet  hinc  C1 

denotare  JT 

Si  lmlia  variabilis  postponatur;  potest  (A)  (ita 

n 

(U)  vel  aliud)  terminum  mum  certae  seriei  deno- 

n 

tare. 


3ii0.  Si  jam  substituatur  in  (A)#,  x+/  ipsi 
ut  sit  (A )(#+/)  ; quaeritur,  expressio  prior  valor- 
que  ejus  quomodo  mutetur?  Vocatur  hoc  Theo- 
rema Tat/ loriarum  ; cujus  unus  casus  est  binomia- 
le  , si  nempe  ( A )x rr XP. 

Reflectere  ad  augmentum  ( + vel  — ) valoris 
functionis  , pronum  est  ; imo  id  etiam  cum  aug- 
mento ipsius  ^ comparare,  et  tum  comparationem 
istam  inter  augmenta  simiiltanea  ipsius  # et  functio- 
nis, ad  diversos  valores  ipsius  i extendere.  Casus 
se  offerebant  tales  , ubi  ratio  augmentorum  simul- 
taneorum  , pro  quantovis  i eadem  manet , et  ^dii 
ubi  mutatur,  sed  decrescente  /ad  aliquam  functio- 

nem  ipsius  x propius  venit  , imo  a^\\ 


(A>  dum  i N — n o.  Hoc  est,  quod  Newtoti  ratio- 
nem primam  vel  ultimam  augmentorum  nasceti- 
tium  vel  evanescentium  dixit;  hac  via  ca  culum 
quem  fluxionum  dixit,  reperiens.  Insignis  certe 
limes  iste  est,  ad  quem  quotus  dictus  tendit,  pri- 
usquam omnino  dividendus  aut  divisor  ==:  o fieret, 
qui  plane  supponantur  ita  decrescere  , ut  zerum 
nunquam  attingant:  naturam  enim  earum,  quae 

per  functionem  determinantur  (ex  gr.  curvae  Zfc)  , 
quasi  in  germine  continet  ; quod  jam  lUirrow 
("cujus  Newton  discipulus  fuit  ) animadverterat. 
Est  vero  hoc  quod  supra  per  J{, A).v  scriptum  est,, 
et  coefficiens  different  ialis  dictum  est. 


K 

fll 


4to.  Quidsi  ipsi  i substituatur  prius  o , deia 

tum  , et  ita  porro  usque  ad  ~ ; ultro  succur-  (] 

rit,  functione  ita  mutata,  a quovis  ad  sequentem  i 
eundo,  augmenta,  adeoque  seriem  augmentorum 

x 

considerare.  Denotetur  — - per  x , accipiendo  cer- 


tum valorem  a ipsius  # : erunt  valores  functionis 
sequ. 

(A)ox,  (A)lx^  (A)2x- -- (A)  (ti — l)x,  (A)wx,  id  est 
CA>,  (A)  - *CA)  (»— !)•—,( A)  « 

atque  series  augmentorum  erit  a fine  incipiendo 
(A)ftx— (A)  (n — l)x,  - - - (A)2x — (A)x  , (A)x — *(A)o; 
ubi  terminus  seriei  generalis  obviam  venit  ; nem- 
pe si  in  (A)mx — (A)  (m — 3)x  ipsi  mquicunquc  in- 
teger k ab  1 usque  ad  n ( inclusivej , substituatur, 
prodit  terminus  seriei  ktns  exgr.(A)3x — (A)  (3 — 2)x 
est  a primo  incipiendo  finclusivej  3tius.  Patet  et- 
iam summam  seriei,  terminis  intermediis  se  in- 
vicem destruentibus, esse  (A )^x« — (A)o=(A)# — (A)o 
nempe  summam  incrementorum , quae  ipsi  (A)o 
usque  ad  (A)#  ( inclusivej  accessit;  uti  pro  n — 3, 
Fig.  18  ostendit. 

Series  incrementorum  ejusmodi , (^terminorum 
numero  certo  n)  e functione  aliqua  ( A)at  modo 
dicto  derivata;  dicatur  breviter  series  ex  (A)*-- 
derivata  , ant  brevius  series  ipsius  (A)*  •-  , et  ter- 
minus generalis  hujus,  nempe  (Aj/rcx— (A)  (m—- l)x 
dicatur  breviter  terminus  generalis  ipsius  (A)*--- 
5to.  Porro  alia  functio  quoque  se  offerebat  , © 
qua  derivatae  seriei  totidem  terminorum,  cujusvis 
tnti  termini  ad  terminum  *»tum  prioris,  (adeoquo 
termini  generalis  hujus  ad  terminum  generalem 
prioris^)  relatio  certa  eadem  palam  fuit;  quo  se- 
ctiones sim ultaneae  Archimedis  frite  intellectae^) 
viam  patefecerant  ; sed  iingva  generalitatis  non- 
dum fari  ceperat.  Cartesius  dedit  pennas  , quibus 
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sreatcntibus  occani  continenti»que>  • gr»f54 

nido  coeiipeti  tractu  evolarunt. 

Si  nitnirum  functionum  absolutarum  (A)ar  at 
(B).r  seriorum  termini  generales,  nempe  (A )mi — 
(A)  (m — 1 )x  , et  (B )mi  — (B)  (m — 1 )x  denotentur 

II  per  (a)"'*}  et  (b)/wx,  (aut  brevius  per  (a)#  et  (b)#)* 

III  summa  seriei  ipsius  (A)#  autem  dicatur  A,  et  B 
:er.  sit  summa  seriei  ipsius  (B)#  ; ut  sit  nempe  A^ 

(A)#1 — (A 'jo  ^ et  B = (B),t — (B)o  ; atque  pro  eo- 
dem n . quodvis  (b)//?x=r  /3  (a)//tx  * adeoque — 

(a  )mx 

-St  ==p  , quicunqiie  numerus  ab  1 usque  ad  n (inclu- 
Jisivej  substituatur  ipsi  m : manifesto  est  EtsspA; 

f I) ">  itl X 

itque  si  ^ ^ = I , tum  B = A ; nempe  (A)#— 

■)t|  A)e  = (B)^ — (B)o  j adeoque  (AJ#  ~ (B)a- — (B)o 
KA>. 

II  inc  talibus  casibus  venientibus,  ubi  (u)/wx  (nem* 
pe  terminus  generalis  seriei  e functione  non  absolu- 
ta (IJ)#  derivatae,  cujus  seriei  summa  dicatur  AJ* 

1§  <\\  )w/i  _ _ 

talis  est„  ut  * — — . quidem  tion  ==:  1 , sed  aucto 


J//iX 

n , ipsi  1 propius  accedit:  facilis  passus  erat  quae- 
rere; hum  rlato  q u ovis  co  propius  ire  queat  ? ici 
est,  mnn  detur  tale  n fidem  pro  omnibus  terrui- 
nisj,  ut  quicunque  numerus  fab  1 usque  ad  h in- 

d|clUs5Ve)'  substituatur  ipsi  m , sit  ^ ]~r  ~ 1 <*©  ? 
In  pluribus  casibus  ita  fesse  patebat  ; et  nova  quae* 

. . (ll>X  4 

stio  ultro  fexorta  est;  num  Si  m ; — > — = 1 , loco 

(ajwx  5 

Signi  = signum  z'— ^ tantnm  iocum  habeat,  pro 
U=A  fiat  U / — s A?  Responsio  in  promptu  erat: 
Si  nempe  (A)#  functio  absoluta  sit,  adeoque  A 
I prd  quovis  ?i  maneat  idem  j atque  pro  quantovis 

'i  jN  } detur  tale  n idem  pro  omnibus,  ut  — 1 
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(ii)#.s  — (a )*»X<  j «»t  hinc 


i\ 


(*)li  ~ (a)lx  <f2lLi 


(u)2x  — (a)2x  <~ 


l 


(u)sx  - fa)3xs 


/ \ * / a • V/x 

(u)«x  — (a)wx  < — - — ; conscqu.  sumina  colum- 


f\ 


narum  verticalium  priorum  duarum  , est  minor 
quam  summa  columnae  verticalis  3tiae;  id  est  U — 


A < - — ; itaque  IJ — A A— n o , et  U 


A ; id 


est  A limes  ipsius  U est. 

Ex  gr.  Si  ("Fig  19^  (A)#~  F+G  + H,  et  sit 
fpro  ftZzzZ)  (a)lx^=F  , (a)2x-G,  (a)3x=H , et 
(u)li  = F+/,  (h)2x  = G+5*,  (u)3x=B  + A , nempe 
(L)3x  = F +/+ G+^+Fl+A  , (L02x—  F+/+G+#  , 

(U)lx=F  +/,  (U)o=o;  tum  si  pro  N=7 


__  1 < “ , id  est 


H 


(H  + h H=/i)  <-y- 

(G+^—G=5-)<  7 

(F+/-F=/)<-y-;  . 

esset  H-f/i  + Gj^+Ff/— (^F+G  + HJ  (&cnfigW) 
C ; et  si  pro  N ut  vis  magno  , daretur  ta- 


le n idem  pro  omnibus  terminis  , ut  schema  hoc 
valeat,  scribendo  in  primam  columnam  vertica- 
lem terminos  seriei  ipsius  (U)#,  in  2dam  terminos 


( ) 

simultaneos  Ipsius  (A)#  , atque  In  Stiarn  quoque  hos 
per  N divisos;  manifesto  esset  U — A — \ o y »t 

li  / A,  dum  n 00  . In  Fig  19  facile  patet , pro 

quovis  N posse  n ita  augeri  , ut  quodvis  ipsorum 
/,£■,  h sit  < litera  magna  nominis  ejusdem  per 
N divisa,  (et  quidem  pro  eodem  n).  Nempe  si 
ordinata  Ima  dicatur  y , et  2da  ad  Jaevam  sit  y — x 

erit  /*Ox  , et  ( y — w Jx<;H ; atque  s i ca  <Z  ! 

erit  et  ce  ; conseq.  h < . Poterit 

vero  si  (ex.  gr.J  ofr  recta  sit,  quod  vis  w fpro 
eodem  n et  certa  constante  p ) per  px  exprimi  } 
Nj3x 

et  si  n accipiatur,  qnaevis  litera  parva  erit 

•<!  lifera  magna  nominis  ejusdem  per  N divisa  : 
nam  tum  quivis  numerus  ab  1 usque  ad  ii  subst*  - 
tuatur  ipsi  m\  erit  pro  ordinata  a + pwx  ipsi  mi 

_w px  P r . y/ oc  + f3 ^ ^ 

<*  + pmx  a-jrpmx  n n 

~~ ~x  f C1U0(^  ,tem  vaI°re  dicto  ipsi  n substituto, 

Np^roc  + p/n.ra ap,x  _ 1 ^ ^ 

a tifixti-t-  Pmxa,  IVf  ^ 


respondente , 


est 


6to.  Saepissime  tamen  est,  ut  non  detur  pro  da- 

..  t A , . (u )mx — (a )mx  .1 

to  N tale  n , ut  quodvis  - / <;-rr  sit, 

* ^ (a)mx  N 

nisi  m ita  accipiatur,  ut  mx  non  at  z 

dabili  quovis  minus  accipi  queat.  ( Kx.  gr.J  (F  ig, 

20)  est  pro  m ~ 1 , f= F , pro  m—  2 est  g— 

q £:I 

— - , pro  m ~3  est  4= — - , et  ita  porro,  ut  quan- 
ti 5 

tusvis  sit  N,  primi  denominatores  sint  1,3,5-«- 
At  vero  quintum  vis  exiguum  sit  *,(adeoque  zx), 
si  omne  mx  quod  non  < zx  et  non  > ?ix  , dicatur 
erunt  duae  ordinatae  proximae  p q et  p( q — xj, 
wx  px  X 

ct  «~px  ; atque  > rr= ?quod 

Pf  x;x  8C  q — x)  nq — x n , 

~ v • 1 


I 


( 1SS  ) 


ii «iu  ai  ««=  aut  accipiatur  , e*t  ^ 


fs 


o , aut  < 


3? 

nempe  substituendo  ipsi  n * fiet — — s=s  (aut  <) 

1 • nq — x 

(N  + 2 )xq—rqv  , xq  1 

fj  5 ^U0  ^"(N+2)^ — — l 

^ ^ > quod  €?t<^  * j 

Est  quoque  hoc  tanto  fortius  > si  n adhuc  majus 
accipiatur.  Valent  itaque  superius  dicta  omnia  de 
{u)wx  et  (a. )mx  simuitaneis  ultra  zx  acceptis  om- 
nibus. 

Hinc  si  demonstretur  , quod  pro  quovis  N de- 
tur tale  n fidem  pro  terminis  omnibusj  ut  prp 
fc  uivis  parvo  sed  determinato  , sit  generaliter 
(U)y— (LT)Cy— x )— r (A) q— (A)(y— y )J 

1 (A;y— (A)  (?— x) 

*jjp  ; erit  manifesto  (U)# — (U)s# (AJ#-^(A)s.r; 

*tque  si  (U>* — (U)o  , et  (\)zx — (A)o  o et- 

iam (ll>— (U)o  / — i(A>—(A)o. 

Dicantur  vero  (U)y— (U)  ( q—x  ) ct  (A)?— (A) 
( q~ x J aequipollentia  ; denotarique  id  per  signum 
:=  interjectum  potest. 

7mo-  At  quaeritur;  num  inde  quod  pro  dato  quovis 
ti  et  dato  quovis  q (quod  non  < zx  et  non  > x 
est ) detur  tale  n , omnino  finitum  ut 
(U)  ( q — xj  . 1 

(A)y— (A)l  y-^r)  “ 1 &U<-  IV  5 sefluatllr  > dari  « 
integrum  (eundem  pro  omnibus)  talem,  ut  (uj»ix 

<—(a)mx  sit  quicunque  numerus  ab  i us- 

que ad  n ('inclusi ve)  substituatur  ipsi  ot,  dummo- 
do tnx  non  sit  ? 

Cogitetur  punctum  e fine  dati  sst  porro  ferri  i« 
# usque  ad  finem  hujus;  et  quaeratur  ubique,  num 

detur  pro  illo  q tale  n finitum,  ut  ^ 

(A)q—(4,  U—x  J 
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— 1 sit  < - pT ; et  eo  quo  majus  non  eat  omnium  fi* 

nitorum  n (quasi  quodvis  n tanquam  ordinata  fi* 
s nita  e Joco  puncti  cogitatione  lati,  tanquam  fino 
ipsius  q erecta  esset),  accipiatur  numerus  integer 
I|(  quantovis  major:  erit  iste  integer  quaesitum  ; 
nam  tum  x adhuc  minus  erit,  quam  pro  quo* 
vis  q requiritur;  et  facile  in  quovis  casu  paret  , 
quo  minus  x,  id  est  quo  majus  n est,  omnia  su* 
perius  dicta  tanto  fortius  valere;  quum  nonnisi  ab 

i'  (U  1' 

4Lucto  n dependeat  ut  sit  ^ l<C‘Xf 

(A)y— (A)  (q— x)  N 


8 vo.  Sed  et  alia  functio  absoluta  (B)#  obviam 
Venire  poterat  fpro  eodem  x)  ; e qua  derivatae 
Seriei  termino  generali  (b)mx  dicto  , — 1< 

fieri  possit,  quicunque  numerus  substituatur 


ipsi  rn  ab  1 usque  ad  n (saltem  si  mi  non<&# 
nec  ^>x)  , et  quidem  pro  eod*nn  n ; et  patebai,  es- 
) se  U a-^B  ("summa  seriei  ipsius  (,B).r  per  B de* 
„ notata),  atque  quum  etiam  U ' — A,  esse  A=B. 

Unde  manifesto  ( A )x — t A )o~(B  )x — (B)o;  con* 
is  >equ  ( A)^^fBj.r~(  B)o-f(  A)o.  Dicitur  ( A )x  in- 
$ tegra/e  ipsius  ( u).r  , designaturque  per  JJ\l  )x  ; 
et  (u)x  differentiate  tam  ipsius  (A)#  quam  ipsi- 
us (B).r  audit  , (per  (u).r  nonnisi  (u)///x  sensu 
superiore  int elligendo J ; atque  quum  (\)o — (B)o 

• 'onstans  sit,  scribitur  (u  )a=(  B ).f  + const.  ( vel 

Bjv-J-c  ) . et  constantis  vaJor  quaeritur.  Si  ex  gr. 

• A )x~  B)* — ( B)o+  ( A )o,  et  (A  )q 

>it  ~a  : n-it  (A^=r — (1  + x)"1 — 1 + « : nam  pa- 

tebit infra  esse  d[ — ( It^)-1  j = ( l+^)*ax  , et  tum 

i |;B )o  est<— (l  + c t)-1— — l;  Conseq.  (A)xzz 

+ t -f  «=r„  + -14-  «i  (A) <>=c ) 


i m ) 


Potest  etiam  (BJorro  esse;  ex  gr.  (l-f*>*x  est 
differentiale  etiam  alius  functionis , nempe  ipsius 


quoque;  et  si  pro  (B)*  lioc  accipiatur  ; erit 


(B )o  ==-—  t et  constans  erit  a — o = a=o  si 


et  ( o. 

, 2 x 

Interim  ^ et  “"nonnisi  constante  1 differunt. 

1-rx 

Constans  auem  innotescet  si  pro  valorc  aliquo  a 
ipsius  £de  quo  valent  quae  dicta  sunt,  nempe 
Ut  sit  u\}a~(l])ar — A)o)  constans  nota  sit, 
iit  sit  ( A (BJa+£  ; erit  cA)o — adeo- 
que  pro  quovis  valore  tali  /3  ipsius  x,  ut  sit  ( \),3 
= (B-)P — (B)o-f  (AJo  , eadem  constans  k nota 
erit. 

* Si  autem  fuerit  ( \ ) rr—a\  et  ( \*)5^=b'7  adeo- 
que  a'+c  , et  ( u)j3=:6'f  c , et  a<f  sit: 

erit  a—b' — a',  parti  a fine  ipsius 

a usque  ad  finem  ipsius  b appertinenti  aequalis. 
Dicuntur  in  tali  casu  a et  b limites  integratis  , et 
integrale  ab  a ad  b usque  extendi  dicitur. 

9no  Unus  solus  casus,  ubi  e functione  quadam  *b* 
soluta  (A)x,  Ccujus  valcr  ignotus  erat)  derivatae 
seriei  incrementorum,  terminus  generalis  aequipol- 
lebat  termino  generali  seriei  incrementorum  fun- 
ctionis absolutae  (B.)*,  cujus  valor  notus  erat,  atque 
per  id  valor  prioris  innotuit:  protinus  viam  ad 
aliarum  functionum  quoque  , quarum  valor  notus 
est , terminos  generales  quaerendos  aperuit  , eos- 
que  cum  terminis  generalibus  functionum,  quarum 
valor  ignotus  erat  comparare  induxit;  ut  si  quis 
priorum  terminorum  generalium,  alicui  posterio- 
rum aequipolleret , functionis  valor  ignotus  inno- 
tescat. Dicitur  (B  functio  summatrix  , perquam 
(A)x  innotescit; (a\mx  id  est  (\)mx — (A)(m — l)x 
vero  differentiate  verum  seu  elementum  ipsius 
uti  (b)mx  ipsius  ( B )*  audit;  atque  si  (u)wx 
utnque  elementa  aquipolleat,  et  (ujx  ita  expres- 


afli 


lita 


ad 


( m ) 


% sum  sit,  ot  i nonnisi  in  prima  potentia  occurrat, 

k tum  (tO*  differentiate  strictum  (aut  tantum  difm 
ferentia^ ) dicitur  ; atque  functio  absoiuta  zz:  sum- 
mac  omnis  ejus,  per  quod  x in  (u)a;  multiplica* 
tum  est  , eo  efficiens  differ  etitialis  sive  derivata 
0 1 vocatur , denotata  per  J(  A>  , J(B)*.  Vide  de 
aliis  literis  puncto  insignitis  inferius  i\ro  12. 

10  Notandum  vero  est. functionem  absolutam  (A)xy 
unt  cujus  valor  quaeritur  aut  in  concreto  exhiberi,  aut 
saepe  per  limitem  tantum  functionis  cujuspiam  ex- 

10  poni : atque  in  casu  postremo  limitem  ejusmodi 

npr-' 

sit 


dari  demonstrandum  est. 

Utcunque  sit  * functionis  dictae  (A)*  differentia- 
te,  id  est  elemento  ejus  nempe  ipsi  (A )mx  — 
{A)  (m — l)x  aequipollens  expressio  forma  diffe- 
10lfrentialis  stricti  praedita  reperitur : quaerendo  duas 
functiones  (U)x  valore  crescente,  et  (U)'x  valore 
decrescente  , (dum  n crescit)  tales  , ut  sit  semper 

tu>7-(U)  (r*  ><CA)y— ca;  (?—*)<  (Uvy  — 

(U)'(^ — xj,  et  (Uj^—  ( Vj  (7— x)  gaudeat  forma 

Lil) 7 — C V)  (q—  x ) 


ico 


differentiatis  stricti  ; atque 


1,  (omnia  sensu 


(Ujwurcy-xj 

dicto  inteJIigendo ),  Tunc 


enim  CU)*— (U)o  semper  <(A)^ — (Ajo<(U/x 
— (Uvo  , et  (U}'x — (U)'o — Q(Li)a7 — (U )o  j /> — N o - 
adeoque  U A. 

Functionis  summatricis  (B)x  vero  elemento  id 
est  ipsi  (B )nx — ( B ) ( m — ])x  aequipollens  diffe- 
rentiale  strictum  erit  (u)#,  si  forma  dicta  prae- 

15  dita  atque  talis  sit,  ut  (sensu  dicto  — rrc~ — — 

JCg-x) 

■\  1. 


Exemplis  haec  facilioribus  tam  geometricis,  quam 
mechanicis  paulo  inferius  illatrabuntur. 

; 11.  Si  differentialia  stricta  xa  et  xv  acquipollcant, 

jadeoque  ~X~-  =vel/— \ h tum  -^quoque— vel  1$ 
| xv  v 

fat  vero  ?/,  v sunt  functiones  absolutae  , pro  quovis 

valore  ipsius  n valore  eodem  gaudentes  (per  praec.}; 


Itaquo  +~*non  sed  =1  > adeoque  u~v  est» 

v 

Et  vicissim  si  derivatae  u , v sint  aequales  , diffe- 
tentialia  stricta  quoque  sunt  aequalia  ( unam  tan* 
tum  adhuc  variabilem  x supponendo ).  Itaque  si 

1 i 

«/=(  (B)#t  est  ( — (B)#  “ ( B )o  + ( A )o  , 

Neque  functiones  ( A )x  et  ( A )'x  derivata  aequali 
gaudentes  praeter  Constantem  differunt.  Nam  tum. 

( A )x~(  B )x — (B)of(A^d  , adeoque  (A).v  ©t  CB)# 
nonnisi  constante  differunt» 

Sed  nec  ulla  functio  ( A ©t  ab  hac  nonnisi 
constante  differens  (B)*,  inaequalibus  derivatis 
gaudent.  Nam  tum  (A  )jmx- \ A ) ( 1 )x  et  (B)mx 

— (B)  (m — 1 )x  sunt  aequales;  quia  si  constans  c 

sit,  quo  differunt;  et  v A)#  — ( B erit(A)wx 

— (A.)  (B/wx  + c — — Ix+eJ  — 

(B)^x — (B)  (fn — 1 )x  ; cui  tam  ux  qum  vx  aequi* 
pollere  Uequeuut  ^ nisi  ti—v  sit. 

Unde  nec  functiones  SUmmatrices , nec  integra* 
lia  differentialium  aequalium  praeter  constantem 
differunt.  Imo  evidens  est  j Oonnisi  derivatam 
ipsius  «A)#,  et  functionem  sumnifUricem  (B)* 
quaerendam  esse  , cujus  derivata  derivatae  ipdu» 
( A aequalis  sit  ; atque  si  haec  u sit  * pxo  jui 
brevius  scribi  posse,  si  nonnisi  # variabilis  sit* 
* 12*  inierim  variabiles  pluresy,  a -- quoque  fun- 
ctioni inesse  possunt;  quae  etsi  ab  x variabili  ab* 
soluta  Ji and  necessario  dependeant,  in  quovis  ta* 
men  casu  cum  quovis  mx  tam  y quam 
per  legefti  certam  quantitate  certa  simul  ponun- 
tur ; adeoque  hoc  pacto  in  dependentia  mutua  si* 
multanea  sunt:  adeoque  omnes  variabiles  quidem 
in  quovis  casu  , quantitatis  determinatae  concipian* 
tur  ; ita  tamen  , ut  nulli  casui  quidquam  fpraeter 
tnatiitudincm)  quod  non  omhL  competit  , tribuatur; 
id  enim  tantum  generaliter  verum  est  ^ quod  do 
quo  vis  casu  speciali  valet.  j 

Ex  gr.  Si  in  plano  P sit  x (variabilis  absoluta) 
linea  recta  > in  qua  abscissae  e certo  puncto  p in 


k 
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una  plaga  tjve  in  altera  «yo  accipiantur  , et  re- 
ctae in  P ad  x L.res  ab  extremitatibus  abscissarum 
dicantur  ordinatae  y , ( prouti  in  unam  alteram  ve 
abcissae  plagam  cadunt,  ^ ve  aut  H-tve  acceptae);  item 
Liea  ab  extremitatibus  ipsarurn  y ad  planurn  P 
erectae,  dicantur  2dae  ordinatae  «,  prouti  iu  pla- 
ni unam  alteramve  plagam  cadunt,  >{<ve  aut  « v« 
acceptae:  patet  ipsi  y ab  x , necnon  ipsi  z ab  y y 
variam  dependentiam  tribui  posse : in  quovis  ta- 
men casu,  tam  z quam  y in  dependentia  simulta- 
nea  a quovis  mi  esse  ("quicunque  numerus  ab  1 
usque  ad  n substituatur  ipsi  m ) ; atque  hoc  pacto, 
quodvis  spatii  punctum  determinari  posse. 

Jta  in  Mechanica,  si  vis  continuo  agens  sit  w , 
spatium  sub  tempore  t percursum  sit  s , et  veloci- 
tas finalis  ad  finem  temporis  t sit  v ; ipsi  w sive 
a tempore,  sive  a velocitate,  qua  tnm  gaudet  mo- 
bile , sive  a spatio  eousque  percurso  dependentia 
certa  tribui  potest.  Quaecunque  sint  variabiles 
y,  «---ab  absoluta  x utcunque  Cetsi  tantum  sup- 
positie)  dependentes  : denotetur  illud  y quod  cum 
mi  simul  ponitur,  per  y#mk  , et  illud  z quod 
item  tum  ponitur  , per  z*mi. 

Unde  seriei  ex  (A.')  (x,  y,  - - -)  functione  absoluta 
^derivatae,  terminus  generalis  (differentiaJe  verum 
‘ut  supra)^  est  (A  } (mx  r y*mi  )—( A)[  (m—  1 )i  , 

— l)x  , - - -•  j.  Denotetur  autem  y*mi 
• # • 

— y*(p — 1 )x  per  y,  ita  «*wx— — l)x  per  z, 

uti  mi — ( m — l)x=x  ; observando  , punctum  non- 
nisi literae  variabilem  absolutam  denotanti  impo- 
simm,  significare  illam  per  n divisam,  (nisi  aliunde 
constet),  atque  x,  y,  z--  - semper  pro  quovis  supra 


«5 


dicto  et  eodem  valore  ipsius  m inteliigi.  Si  jam 


in 
si 
em 
iiv 

tej  seriei  ex  (A)x*  ••  ( quot  vis  insint  variabiles)  deriva- 
lir;  fac,  terminus  generalis  = tali  expressioni,  in  qua  , 
It  P Pro  mx  ubique  x scribatur,  (necnoii  si  adsit 
&*m,i , pro  eo  z scribatur  , ita  si  plures  adsinO  t 
[ta| pulla  litera  puncto  insignita,  ut  factor  ad  prima 
iltiorem  potentiam  elevata  occurrat:  tum  talis  «x- 

A A 
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pressio  (substituto  x Ipsi  tnx  y et  si  adsit,  s ipsi 
a*//?X  i *^c),  dicitur  differentiate  strictius  ipsius 
(A)#  --  Summa  vero  coefficientis  omnis,  per  quem 
litera  puncto  insignita  multiplicata  est  , vocatur 
co efficiens  vel  quotiuns  differentiatis,  sive  brevi- 
us derivata  ipsius  (A  )x--- 

Dum  pro  mx  , x idest  nx  scribitur  : patet  n ter- 
mini ultimi  numerum  esse  ; uti  seriei  arithmeticae 
terminus  generalis,  per  ultimum  nempe  cr\(/i — 1 )cl 
exprimitur.  Nihilominus  tamen , ut  T)  rones  minus 
confundantur,  praecisiusque  rem  iuteJJigant ; ubi 
necesse  est  , pro  dicto  nx  , scribetur  nix  ; atque 
etiam  ubi  dicetur  ex  gr.  x(a )x  esse  d ( A).r,intelliga- 
tur  y(a)mx  (sensu  p.  185). 

13.  Si  una  tantum  sit  litera  puncto  insignita , in 

duobus  differentialibus  functionis  ejusdem  , sed  non 
eadem;  ex  gr.  =?x//=rdU  , (uy  v,  U certas  fun- 
ctiones denotantibus}:  tum  iv  dicitur  differentia» 
le  quoad  zy  et  xu  quoad  x acceptum;  atque  v di- 
catur derivata  ipsius  U quoad  zy  et  u derivata  quo- 
ad x accepta  , denoteturque  differentiale  strictius 
per  d , derivata  vero  per  J,  (annotando  quoad  x 
\c\  z ^c).  Est  quoque  manifesto  z==li==$°i=: 
ds  (quoad  z),  uti  x est  dx  (quoad  x );  atque  utruin- 
que  tam  verum  quam  strictum  differentiale  est; 
nempe  — z*(m — l^x.  Ita  quum  constans 

a cum  quovis  mx  ponatur , differentiale  constan- 
tis est  o , nempe  a^mx — a* ( rn — l^xzzza — o;  un- 
de et  o—  quantitati  cuilibet. 

14.  Si  v nullam  aliam  variabilem  nisi  z complecta- 
tur , iv  differentiale  purum  audit  ; ita  xu  si  u 
nullam  aliam  nisi  x complectatur  : atque  ita  v et 
u derivatae  purae  sunt  : patetque  integrale  ipsius 
iv  esse  functionem  illam  (ab  111.  LA  GRAINGE 
primitivam  dictam)  cujus  derivata  est  v(  quoad  s) 
Ubi 'itaque  nulla  litera  puncto  insignita  est  in  ex- 
pressione aliqua  ex  gr  (c/)zy  una  tantum  variabi- 
li ex  gr.  z gaudente  : si  ei  signum  praeponatur, 
intelligatur  per  J ~ (^)z  y functio  illa  primitiva  cu-1 
jus  derivata  quoad  s est  (a)*;  id  est  plane  idl, 
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quod  'i^z  denotat  (constantem  in  ntroqne  casu 
semper  addendo ):  nempe  derivata  ipsius 
est  (cl^z  f quoad  z accepta). 

Si  vero  p,  u item  nulla  Mtera  puncto  insignita 
affectae  sint:  per  f~  u (quoad  z)  intelligatur  j ni\ 
atque  ut  u derivata  pura  fiat  , n per  z exprimen- 
dum est.  Siquidem  z £ adeoque  u z~  up<j;e rit 
up  derivata  quoad  v ipsius  J ui,  atque  haec,  fun- 
ctio primitiva  quoad  v ipsius  up  , nempe  up 
( quoad  v)zz n (quoad  z), 

15. Si  plures  insint  functioni  variabiles,  etaccipia- 
tur  di fferentiale  dcrivataque  ejus  quoad  aliquam 
Variabilium  , reliquis  constantibus  suppositis  : di« 
cuntur  differentiate  partiale  , et  derivata  partta * 
lis  quoad  illata  variabilem . Patebit'  mox  summam 
«liffer.ent  i alium  partialium  quoad  singulas  variabi- 
les acceptorum  esse  differentiale  ipsum  functionis  , 
et  idem  quoad  derivatam  probabitur. 

16.  Derivata  dicitur  prima  (^quod  tamen  ubi  ne- 
cesse  nou  est  , omittitur  ) ; et  ptae  derivatae  pri- 
ma derivata,  dicitur  derivata  (p+l)taj functionis 
primitivae , functio  (p+l)ta  juxta  La  Grange, 

Differentiate  quoque  d/ci  solet  primum , et  dif 
ferentiale  primum  pti  differentiatis  ita  acceptum 
Ut  literae  puncto  insignitae  constantes  supponan 
tur,  dif  ferentiale  ( p + l)tum  functioni 8 prim/tt 
vae  dici  solet*  Sed  derivatis  Ima,  2<la  « - - & 
omnia  juxta  III.  La  Grande  perfici  possunt  ; ad 
summum  derivatae  alicujus  ptae  differentiale  clari 
tatis  gratia  adferri  potest. 

17.  Quaecunque  variabiles  fuerint,  a 

certa  variabili  absoluta  (exgr.  a;)  sive  necessario 
sive  per  certam  in  quovis  casu  conditionem  prae- 
cepta  positione  simultanea  dependentes:  u di- 

catur (B)# , ac  v dicatur  (C)#,  et  z dicatur  (D)#; 
differentiale  verum  ipsius  u vero  (id,  est 
u^  m — l)x  dicatur  (b)v  , ita  ipsius  fC)  r sit  (c)#  , 
et  (A)x  ipsius  (D).r;  atque  sint  (b)*  et  aequi- 

jollentia,  ita  (c)x  et  (c )'*  , atque  (d).n*  et  (d/jr, 

A A * 


( 196  ) 


(by#  (c)&  W* 

nempe  7-r—  / — -\  1,  r-r — A-^  1,  ttv~ 

(b)x  5 (c)x  5 (d)# 

(pro  # ubique  mx  ponendo,  et  omnia  sensu  su- 
periore (p.188)  inteiJigendo). 

Quoad  quasvis  variabilium  f/,  0,  z ---  essent  dif» 
ferentialia  (b)'x,  (c)'x --- accepta  , imo  etsi  nori 
gaudeant  forma  differentialis  stricti;  (b)'#  ut  ter- 
minus generalis  seriei  summam  eandem  dat,  quam 
(b).r;  superius  (186.  seq.)  dicta  enim  aplicari  pos- 
sunt. Idem  patet,  si  tam  (b)'x  quam  (b)a*  per 
aequalia  multiplicentur ; imo  etsi  per  aequipollen- 
lia  multiplicentur;  nempe  (p*  811  etiam 

(b)'.r . (c  Yx  , .. 

1 ’ ct  ea(‘em  aplicari  posse  ma- 
nifestum est,  pro  x ponendo  mx  , et  substituendo 
ipsi  m ut  supra , ut  prodeant  termini  simultanej 
(b)'mx  (c.)  'mx  et  (b)mx.(c)ft»x,  pro  serie  utraque. 
Ad  quotvis  factores  aequipollentes  , semper  uno  al- 
tius ascendendo,  idem  extendi  patet.  Ita  (^p. 81 ) si 
aequipollentibus  seriorum  terminis  generalibus  ae- 
quipollentia  addantur  , prodibunt  termini  generales 
summis  serierum  incrementorum  aequalibus  gau- 


dentes ; nempe 


(bj^+cc 


v 


1. 


( b W+  ^ c )x 

Unde  etiam  different  iale  seriei  convergent  is  (B)ar 
i*(C).r---est  summa  differentialium  functionum 
singularum.  Si  nempe  d(B).r  sit  (b.)'#,  ct  d(Cj;rsit 
(c)'#  atque'  summae  serierum  functionum  ( B).r, 
(C)#---sint  B,  C - - ei  quas  ( b)V,  ( c)'*  dant,  sint 


B',  C' , atque  B + C 


S , et  B'-+  C' 


sit  S',  ac  summa  totidem  terminorum  seriei  B+C- - 
sit  S — w;  pro  quovis  N datur  tale  n (idem  pro  quot- 
*is  functionibus  certo  numero  acceptis  semper  J , 

ut  — (B+C)  --  sit  <£=*,  sive  S' — ( S — w) 


S — w 

< —ar  ; unde  quum  w 


o , etiam  S — S 


Est  quoque  manifesto  derivata  summae  functio- 
fium  quoad  eandem  variabilem  ( ex  gr.  x)  accepta  f 


sumina  derivatarum  singularum  quoad  eandem  x 
acceptarum.  Nempe  si  d[(  B).r  + (C)a?  - - - j =e:  ip 
+ X^-  est  J [ (B).r+  ( C)#--  j (quoad  - - - 

Sed  e prius  dictis  id  quoque  sequitur:  quod  in 
quovis  termino  seriei  incrementorum  generali,  cui* 
\is  quantitati  ei  aequipollens  (eatenus  quod  sum- 
ma per  id  non  mutetur)  substitui  possit.  Itaque  si 
terminus  aliquis  generalis  integrandus  sit;  poterit 
in  eo,  differentiali,  cuivis  quodvis  aliud,  quoad 
quamvis  variabilem  acceptum  fuerit  ( dummodo 
omnia  eidem  variabili  absolutae  ut  basi  respondeant; 
substitui  : imo  si  toti  termino  alius  aequipollens 
substituatur , unam  tantum  variabilem  (ex  gr.  z) 
continens;  differentiate  purum  erit,  termini  aequi- 
pollentes  vero  integralia  aequalia  dabunt  (p.189) 
(praeter  constantem}.  Imo  etiam  si  tantum  deriva- 
ta accipiatur,  functio  primitiva  quoad  eadem 
prodibit. 

18,  Ut  Tyrones  (primis  elementis  aliquantum 
imbuti)  ad  sublimiora  progredi  animos  capiant  : 
exemplis  quibusdam  facilioribus  (tam  e Geometria 
quam  e Mechanica)  aplicationem  theoriae  dictae 
illustrare  libet  ; prius  certarum  functionum  abso- 
lutarum valoris  noti  , differentialia  derivatasque 
referendo;  tum  certarum  functionum  absolutarum , 
quarum  valor  quaerendus  est  , differentialia  et  de- 
rivatas exponendo  ; atque  priora  cum  posterioribus 
(juxta  p.  183)  comparando;  ut  si  aequipolleant,  va« 
lores  quaesiti  innotescant. 


it. 

J> 

oj) 

o. 

0. 


Supponantur  (paulo  Inferius  demonstranda)  se- 
quentia. (*v, «/,  t?,  z7  p ut  ( n.  17)  intelligendo). 

I d akub1  iif  ~ a&u*~x  vi  , si  vi  ~ u 

p.  1 96  J . Exgr.  si  u—b.v  et  k~  3 , erit  d au^  ~ 
3 ab^x-bi  , nam  tum  ixzzzbmx — b(in — l)x“£x. 

II.  d(tt  + t?d-« zz  i ; + V + z (per  praec). 

III.  d(  uv)  ~ f/v  + t*u,  imo  differentiale  facti  quo  - 
vis functionum  aequipollet  summae  productorum, 
e differentiali  cujusvis  in  factum  reliquarum. 


1 


( !'•>*  ) 


IT.  Ex  I et  III  fit 


ligitur  Iog  nat , per  Log  vero  artificialis. 

VI.  Hinc  Imo  si  (\)v  functio  absoluta  fuerit  , i 
ct  (B).r  sit  = au*  , et  d(/V)#  § ahuk- 1 lr  £d(B).r; 
erit  ( per  I et  1 89)  (A ) v aut — (B)o  + vVlo;  nem- 
pe f akuL'-lii~auk  + const  prodibit;  si  resecto  u, 
exponenti  ipsius  u addatur  1,  et  reliquum  (nem-  P’ 
pe  derivata  ipsius  (B).r  Cquoad  u)  per  summam  di-  j 
ctam  dividatur;  excepto  si  /iz=:o  sit  (per  V.);  con- 
stans vero  addenda  ei  quod  hoc  pacto  prodit , po- 
stea quaeritur.  Ex  gr,  si  pro  u ponatur  **,  erit  i 

9 

s=  + const,  et  J^xx''=:los*  + const.  (V) 

2do.  Ex  II  est  J~ (ufv*  J ,,+/ v - - + const.  L 

3tio.  Ex  III  est  J~ (wv+t>u)=  uv+  const.  et  ex  IV  ti\\ 


5to.  Si  vero  terminus  generalis  seriei  incremeti* . £ 
torum,  ut  dietum  (p.  185)  est  , sit  (b)mx  , et  ali-  , ? 
us  seriei  , terminus  generalis  sit  (a )mx  , atque  fpr 


V.  d log  u ~~  pro  vx  ~ u].  Per  log  Intel 


ftCf  f-  rvu — u , 
est  J ( & — — + const. 


4to.  Ex  V vero  est  C — rr  log  wf  const. 


u 


Sii, 

in 

w 

ri 

Si 
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log  C tx9  ' 


3 a 


; nam  $i  ( in  V ) tizzctx*  * tum  c Iu  (per  I) 


Zax2x  ; itaqua 


3 ftx  ~ v 
ax 3 


= log  ax9-,  est  vero- 


3 ax*x 

<ix 3 


=3  a. 


itx% 

6to.  Sed  ex  d log  u ~ 


, sequitur  etiam 


«d  log  ti  ® d// ; per  quod  functio,  etsi  variabilis  in 
exponente  sit,  differentiari  potest.  Sit  cx  gr. 

*ax  ; erit  dw—  a.ax  . d log  dax=z  d(ff*  log  a)  (per 
p.96)  , quod  =rxaartAr log  a. 

Hincj^ aaa*l0g  a—  aaxj;  coust ; atqiie^jTartAr= 
t tax 

a&ax  1 a ^ ( per  praec).Ita  C 

a los  a x * 


u log  a 


gnaXlog  a 
~ci/f 


fl 


log  a^A  + const.  (V) 

7mo.  Si  terminorum  plurium  summa  ad  expo- 
nentem >J< vum  elevata  , sit  derivata  e talibus  ter- 
minis  constans,  qui  singuli  integrari  possunt : tutu 
summa  integralium  singulorum  terminorum  , erit 
integrale  totius  (p.  198) ; id  est  siimma  functionum 
primitivarum  terminorum  singulorum  tanquam  de- 
rivatarum erit  functio  primitiva  derivatae  datae* 
Sit  nempe  v— — ; erit  (p*  81)  tifv-*- 

px  + rjx  - - atque  jAq  erit  derivata  (quoad 
x)  ipsius  f (/;xf qx  - (p.191).  Si  autem  diffc- 

rentiale  sit  series  infinita  convergens  formae  x(A.va 

+ B*6  ...),  (exponente  ab  aliquo  incipiendo  unita- 
tem superante,  et  crescente  in  GO  , uti  fit  per 
formulam  binomii  quoque);  tum  terminis  pariter 

' ’ - . . A.r«+l  , 

integratis,  prodit —77^— -p  ~ /4-I—  - - - , quod  =s- 


<*ji  o+l 


ajl  £fl 

)\  quae  item  series  convergens 


est  , si  prior  talis  sit:  nam  ab  aliquo  termino  ^de- 
nominator >1  fit  , abinde  semper  crescens;  sit  is 
/3,  et  summa  seriei  prioris  ab  illo  termino  sit  ^ erit 

oes 


hujus  seriei  summa  ab  eodem  termino  ? co- 


usque  autem  termini  numero  certo  sunt,  neque  de- 
nominator o est  (nempe  si  in  (VI.)  k~o  sit,  patet.") 

Pro  Jitera  puncto  insignita  vero  literam  nomi- 
nis ejusdem  signo  d praeposito  substitui  posse  , 
(quoad  aequipollentiam  , adeoque  summam  seriei 
incrementorum , et  integr^le)  evidens  (185. 
est;  uti  etiam  omnia  dicta  valent  (ex  197  ) , si 
litera  puncto  insignita  ex  gr.  k ex  p i omissa,  co- 
efficientis  differemialls  p , ut  derivatae  quvad  z , 
functio  primitiva  quoad  z qaeratur  ; imo  si  z§ 
i'U  adeoque  p i®  pv  U );  et  p ac  v per  variabilem  u 
exprimatur,  adeoque  pv  derivata  pura  quoad  u fiat; 
tunc  quoque  etsi  derivata  prior  quoad  z pura  non 
fuerit,  hoc  pacto  quoad  u pura  reddita  est  ; et  erit 
fpi— f pv  (quoad  (quoad  z ),  si  i ^ 

tu  ( 195). 

Vli.  Ita  demonstrabitur  paulo  inferius. 

Imo.  Si  ( A aream  in  plano  denotet,  inter 
coordinatas  Lies  ? lineam  per  complexum  extre- 
mitatum ordinatarum  factam,  comprehensam:  dif- 
fercntiale  ejus  est  yx  •>  derivata  vero  y (nempe  or- 
dinata abeissae  x Variabilis  absolutae)* 

2do.  Si  vero  (A)#  lineam  dictam  denotet:  deri* 

i J 

vara  ejus  quoad  a?  est  [l  + (J#)2]  2 , seu  (1  +y2)  2 


si  y derivatam  ipsius  y (182.)  significet* 

3tio.  Si  (A)*-  soliditatem  corporis  per  revolutio- 
nem lineae  dictae  circa  abeissarum  lineam  orti  de- 
notet ; derivata  ejus  quoad  x est  ny2  ; et  superfi- 
ciei corporis  hujus  derivata  quoad  * est  2*y  [l  + 
i . i 


p 

ini 
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TU 


4to.  Ita  paulo  inferius  (definiendo  prius  geomo, 
trice  centrum  gravitatis)  , demonstrabitur,  deriva- 
tam (quoad  abeissam  * distantiae  centri  gravitatis 
ipsius  M a certo  plano  P extra  M cadente,  esse 

? (per  a distantiam  a P talis  pancti  ipsi- 
us M intelIigendoi9f quo  nullum  ipsi  P propius  est, 
per\~vero,  rectam  a ( omnino  ad  P Lieni,  ut  li- 
neam  abeissarum , pro  INI  quoad  illam  exprimen- 
do,) , continuatam  inteiligendo.  Unde  distantia  ipsa 

. . ..  ..  , i 

centri  gravitatis  erit  J ~ — — — , quod  item=  ^ 

quia  M ( constans  pro  quovis  casu) 
manet  idem  qro  quovis  mx  in  serie  incremento- 
rum ubique,  adeoque  et  summa  tota  per  M dividi- 
tur. 

5to.  Ita  si  in  motu  rectilineo,  ad  finem  spatii  s 
tempore  t percursi  , velocitas  v dicatur , et  w vis 
continuo  agens,  sive  constans  sive  lege  certa  varia- 
bilis sit,  sive  ipsius  mobilis  directione  sive  ei  con- 
traria agat ; ponaiurque  pro  mobili,  M punctum  (vel 
sphaera  massae  1)  ; atque  t sit  variabilis  absoluta, 
a qua  reliquae  in  quovis  casu  in  dependentia  si- 
multanea  sunt.  Ernnt  s$m  t — $%(m — ijt  etv%tnx 
— «?*(  m — ijt  , nempe  i et  y 5 differentialia  vera 
ipsorum  s et  v (imo  stricta  quoque,  prius  quoad 
s posterius  quoad  «;).  Velocitas  v est  quantitas  re- 
spectiva  (p.  40),  exprimiturque  numero  pedum  qui 
sub  temporis  imitate  (ex  gr.  su!  I'')  motu  aequabi- 
li percurrerentur  j vis  w vero  velocitate  finali  , 
quae  produceretur  , si  w constanter  eadem  ageret 
in  ipsum  M sub  1". 

Paulo  inferius  demonstrabitur  quod  sit 
( v = v * * * 


wt 


wt  2 Y , 


W 


:0 


1 , et 


(. 

K vt 


: t ) 1.  Unde 


et 


w 


atque  -/,e t - r . vv  au« 

•r  ^ 

B B 
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tem  est*dcrivata  (quoad  /)  ipsius  v , et  ~~  deri- 
Tata  (quoad  v)  ipsius  ac  v est  derivata  (quoad 
t)  ipsius  s , et  —■  derivata  quoad  s ipsius  t t 194). 

Itaque  J^vt,  sive  J^vv  (quoad  t)~J~ 

rive  J — (quoad  v)—S^  — t\  et  v\  sive  J v 

(quoad  #)=z:  / /=$  , et f sive  J (quoad  s) 


. » v 

~ Imo  quum  t?t  ~ /,  et  c 2 — , adeoque 

® /c  , ef— - x ( p,  81),  ov  S wx  et  liinc  etiam 
w 5 w r 

fj  V2  f' 

(quoad  o ^ , ac  — ==  .J  wx  (Vlj  , et 

|^2j^w/.  Ubilibet  vero  pro  re  nata  aplicatur  (195). 

liem  ex  eo  quod  ozzzjs  (quoad  £);  sequitur  c quo- 
ad eandem  variabilem  t accipiendo  differemialia 
et  derivatas),  do=d«U  , atque  Jo=J2x  ; idest  dif- 
fereiUiale  ipsius  v quoad  t , est  differentiale  (quo- 
ad t ) derivatae  (quoad  t)  ipsius  s ; derivata  vero 
(quoad  t)  ipsius  v , est  derivata  (quoad  t ) deri- 
vatae (quoad  t)  ipsius  s,  idest  derivata  ipsius  s 
(quoad  t)  secunda , quod  per  denotari  potest; 
atque  J~ d Jx  sive  (quoad  £)=o5  et  _/~2 

Solet  hoc,  quod  do  sit=dd$;  sive  d2£,  expri- 

mi  modo  sequente:  rdt=ds  ^ et  v , ct  inde 

dttzs,  ita  tamen,  ut  dt  pro  constante  repu- 


letur.  Exemplo  sit  (ut  in  motu 


uniformiter 


accelerato)  5 est  J*~gt , quia  , et  djs  rz; 

d(-f)=gr  , ac  itaque  dr  = ^t  , et 

&sque  sive  n (quoad  Est  etians 
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d f — ) (pro  dt  constante  posita) 


■=>s. 


dt ' * 3 2U* 

d (^~)=dgt=gdt,  etS2gdt-~-- 

VIII.  Imo.  Quod V sive^/  1 (quoad  v)  seu _/d* 
~v  , patet  : quum  \ sit  =zv*mt — v*(m — l)c  ( 193  ) , 
ubi  si  ipsi  m omnes  numeri  ab  n usque  ad  1 (in- 
clusive)  substituantur  ; terminis  (ut  184 ) interme* 
diis  seriei  se  mutuo  destruentibus  , manet 

, idest  v ipsum  , quod  ad  finem  ipsius  t est, 
subtracto  illo  v , quod  in  initio  est;  nempe  con- 
stans sempcr  in  integralibus  et  functionibus  primi- 
tivis subintelligenda;  est,  etsi  alicubi  omissa  fue 
jit. 

2do.  Notandum  adhuc  est : quod  si  functio  ab- 
soluta (A)x,  cujus  valor  quaeritur,  talis  sit, 
ut  crescente  x valor  ejus  decrescat,  ita  ut  minus 
ij<vum  fiat  , adeoque  (A )mx — (A)(/u — l)x  , >-»  sit, 
atque  (B)#  sit  functio  summatrix , adeoque  (A )mx 
— (A ) (m — l)x  ~(B)mx— (B )(m — l)x  ~ (ujrnx 
( 189  ):  erit  quodvis  horum  differentialium  hh vum, 
aequipollens  ipsi  — [(A)  (m—  l)x— ( \)mi  ] = 

— C(B) C m — 1 )x — (B)mxj  ; eritque  ( A)x — (A)o  — 
(B)# — , utrumque  w-4  ; (A)o — (A)#  vero  ^ , 
atque  (A)o=::(B)o — (B)#+(A):r;  et  quum  saepe 
valor  ipsius  (A )x  plane  pro  x=o  quaeratur,  valor 
quaesitus  hoc  modo  exhibetur:  (idem  patet,  si  va- 
lor ipsius  ( A)x  pro  alio  valore  ipsius  x quaeratur). 

Ex  gr.  Sit  abcissa  a — (h  + x)—y  fFig  21), 
denotetque  (A)#  aream  inter  abcissam  et  ordina- 

fa — f 6 + mx  )']2  ^ 
tam  atque  rectam:  erit  — *< 

La_ f - , adeoque  (A)wx<!(A)  (m — l)x; 

est  vero  (A)  (m — l)x— -(A)wx  fa — ( b + mx]x  ; 

itaque  (A )mx-  (A)(m — 1 )x  ^ — [ ct — (6  + mx)]x  . 
seu  J(A)#= — y.  Unde  — y seu  hic^(£+.r — a ) 

BB  * 
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(quoad  # + j — cc  (198)  ~ bx^  _ — ax 

4-  ronst;  et  hoc  est  (B)#  , cui  addi  debet  (A)o — 
(B)o,  ut  (A)#  prodeat;  interitu  heic  (A)xz=zo  , et 
CB)o=o.  At  si  area  pro  x=  o quaeratur  ; erit(A)o 

— (B)o — (B)#+  { A )x  — — (B).r~  — ( bx+~ — ix  ) 

— a.r — bx — , quod  (pro  ar=<r — £ J est=a((r — 

— Z/(cc— 5 et  hoc  (reducendo  ad  denom. 

2i 

, v (a — £)(2a — 2£ — fa — (a — ^)2 

eundem  ) est  = — — -p___ — 

^ ^ » 

8i(F.22)  (A)#  aream  inter  abscissam  1 — (£  + #), 
et  ordinatam  ipsius,  atque  arcum  circuli  pro  radio  F, 
a fine  radii  usque  ad  ordinatam  e fine  ipsius  b+x 
seu  ipsius  1 — (h^x)  erectam  denotet:  et  bic  est 
d(A):r  manifeste  non  ^ !/*  sc’d  •*<  y x > adeoque  de-  i 
rivata  quoque  •- va  itaque  y quaerendum  est 

pro  vaiore  ( \)x  (A)o  ; atque  y (aequatione  e 

l i- 

centro  3 — [i — (&  + #)2j  et  — [ l — (&  + .v)2]  2 

l 

= / [I— (&  + ^')~]  2 ;namut(p.  1C>9j  dictum  est  , 
in  evolutione  hinomiali  (bic  integranda),  quum 
radicis  quadratae  valor  etiam  »-<vus  detur  , valor 
uterque  exhibetur  (adeoque  et  ^ vas  pro  (A)o — (A)a?) 

3tio.  Est  etiam  aliquando  functionis  valor  00  pro 
xzro  ; de  quo  casu  aliquid  adjiciendum  est  ad  di- 
lucidationem  pag  (188  et  sequ.).  In  hoc  casu  si 
(A  )o=  ±“  00  , non  fit  (A)^ — (A )o  > o ; et  se- 

rierum  ex  (A)#  et  (B)#  derivatarum  termini  non 
debent  usque  ad  o extendi  , sed  tantum  usque  ad 
certum  zx~p  ; fietque  (A)#— (B}.r — (B)/?+(A)/>; 
adeoque  constans  tunc  (A)p — sumitur,  haud 
immiscendoOO  per  (A)o — (B)o.  Iu  praec.  est  zx  ad 
finem  ipsius  x;  omnia  tamen  rite  aplicantur. 

4to.  Pag.  189.  differentiale  terminum  generalem 
(u)r/ix>  non  valorem  specialem  denotare  dictum  est  : 


it<] 

pur 

ad 

fi 

JK 

ren 


iio 

It 

fe' 

1 

3 

r 

< 

k.: 

(1 

5f 

\ 
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i 

( 

f, 
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at  quaeri  potest  terminus  seriei  fxtus  pro  x~a ; de 
punctis  discretis,  ubi  mus  fit^o  veloo , inferius* 
IX.  Hinc  Imo  fexl.  et  V]J)  lineae,  cujus  ordinata  y 
ad  abscissam  x Qria  est  = axP , areae  inter  coor- 
dinatas  x,  y atque  lineam  ipsam  comprehensa  , est 
=r  V fqnoado:,  uti  hic  donec  aliud  monitum 
fuerit , semper  inteliigendum  est)  , et  hoc  = 

„ i I 

+(  const  — o , quum  ( A)o  — (B)o=?o  , nam 

tam  area  quam  (B)x  est  o pro  x=o).  Est  vero 
hoc  de  quovis  valore  sive  fracto  sive  hvo  ipsius  p 

verum,  excepto  si  tunc  enim 

—a  i0g  x ( VI  4)  , et  tum  haec  erit  areae  expres- 
sio , ut  ftt&tim  hyperbolae  exemplum  ostendet. 

1 

Ita  area  parabolae  , cujus  y—ax  2 (pro  a~  ra- 

dici  quadratae  parametri , est  —ax  2 : __  ^=5 

2 
1 

2 fjrr  2 2 

3 'x~~r xy' 

2do.  Si  y sit~^p~^,  uti  ( Fig  23  ) ad  hyperbo- 
lae aequilaterae  asymptotam  ordinata  Lris  ; area 
[VII.  IJ)  est  J~  , et  soliditas  per  revolutio- 

nem  orta  est  est  vero-— -=Jiog  (1+*) 

[V.  et  194J;  itaque  log  (l+#):=(B)jir,  functio  summa- 
r 1 

trix  erit  ; ct  J log  (1+ at)  ; crescente  ita- 

. que  * ad  dextram  ^ve , f crescet  area  in  00;  (de 
j casu  pro  abscissa  negativa  statim  dicetur).  Solidi* 
j Itas  vero  erit  finita  semper,  imo  si  , so- 

liditas hyperbolae  circa  asymptotam  revolutae 

* > 1 *x 
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3*  — t Hx 

const  = etiam— r — h const;  nempe  heic  tam 


lf*  x 1 + * 

quam——  , functio  summatrix  esse  potest , discri* 

menque  tantum  in  constante  est  ( 192  ) , nimirum 

. . * 

differentiale  derivataque  tam  ipsius  quam 

ipsius  eadem  sunt,  nempe  derivata  utrius* 

IT# 

1 

que  est  ( IV  ) nimirum  J(j^ — 

i . tta 

(lf#)*  (lt*)*’ 


i/ — ].  (l  + ^JC — i) — c—  i)JO+*.> °+l 

W — 77rr*r 


( it*) 2 


C i + x) 

Sed  prouti  rr~  vel  — pro  functione  summatri 

* 1JA? 


X 


ce  accipiatur  , constans  alia  erit ; nam  in 
mo  (B)o  id  est  -|-=o  , in  altero  vero 


1(0: 


in  casu  pri-  | 

n! , . • 

Ul 


■: 

re 


adeoque  quum  lieic  (A)o — 0,  erit  const.  prior  (A  )o 
— (B)o=:o  , posterior  vero  erit.  (A)o — (Bjo=l  ; 


x 


et 


simul  = — - + 1 ss  — ~ — , idem  in  utroque  casu. 


*,  si* 


itaque  integralc  nempe  ~~  f+x  + 

# 

1+X  * l + X 

Conseq.  > quod 

00  , quia  tum  ^ s~\  1.  Est  autem  * area’  cir- 
culi cujus  radius  1 est;  nam  diameter  est  tum  ~2,  h 
peripheria  — 2rc  9 et  est  igitur  solidi-  ^ 

tas  haec  — basi , nempe  areae  circuli  ipso  ofy  = 1 


tanquam  radio  in  revolutione  dicta  descripti;  om 
ilibus  quoad  Unitates  suas  expressis  (p*  30) 


( 207  ) 

* 3tio.  AJiquid  de  area  inter  asymptotam  et  hy- 
perbolam  quoad  logarithmos  negativorum  annotare 
liceat.  Sit  c centrum  hyperbolae  aequilaterae  , ubi 
angulus  asymptotarum  rectus  est;  sitque  ac=be= 
1 ; sintque  e,  f vertices  hyperbolae;  nf,  be  ( poten - 
tiae  hyperbolae  dictae)  manifesto  sunt  unitati  ae- 
quales. Dicantur  abscissae  ex  c ad  asymptotam 
surntac  (ad  dextram  >{<vae,  ad  laevam  i-ivae)  no- 
mine generali  z ; et  sit  z variabilis  absoluta,  adeo- 

que  i=-^— . Accipiantur  praeterea  areae  ab  utra- 
que potentia  hyperbolae  versus  asymptotam  alte- 
am  introrsum  en  ye , >J*ve  extrorsum  : et  erit  area 
nter  ordinatam,  abscissam  hyperbolam,  et  po- 
cntiam  hyperbolae  (ordinatae  proximam)  compre- 
lensa,  logarithmus  naturalis  ipsius  z.  (sensu  elem.) 

Quodsi  ordinatae  inferius  ^ ve  accipiantur,  faci- 

o patet,  per  y~  — - totam  hyperbolam  exhiberi. 

^'am  si  e quocunqup  hyperbolae  puncto  g , sint 
_res  gp,  g£,  pro  abscissa  cp  esset  ordinata  gp  ~ 

quia  gf}  = cp;  consequ.  = -i-  ; adeo- 

jue  punctum  g per  ordinatam  abscissae  deter- 
ninatur.  Idem  de  plaga  finferiore  patet;  uti  et- 
ani  abscissam  quamvis  (utvis  parvam  etiam)  per 
M|>rdinatam  suam  multiplicatam  esse  =1. 

* 4to.  Derivetur  series  incrementorum  eX  log  z ; 
<rit  terminus  generalis  log  m z — log  ( m — 1 )z 

ag  ( p.  95  ) , quod  item  —log  (1  — 

* m z — z ’ ^ ° v mL 

z — z.  z _ , 

= — log  ( - — : — )=— Iog(l T-),  quod  quum  n 

m z m z 

2j 

ta  augere  liceat  , ut  — — fractio  vera  sit  , est  = 

«2? 


Ii 


Z 


Z3 


i 3(m  i ) 


3 - ( p.  162  ) sub- 
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z 


stituendo  — ^ ipBi  u , quum  utrumque  bit,  pro* 

Ttb  x 


pter  z et  mz  utrumque  simul  aut  simul  Erit 

i 


autem  terminus  seriei  primus — r , et  si  summa  se 

r mz 


riei  8 dicatur,  atque  ( 188  ) mi  utvis  parvum  sed 
determinatum  q sit;  poterit  n ita  augeri  , pro  dato 
quovis  N , idem  pro  terminis  omnibus  quos  q haud 

excedit  C 188  ) , ut  ( — 1 sit^-i-, 

n Q8 


i 


seu 


breviter  ■ — : s 

i 


q qs 

1.  Nam  seriei  summa  tota 


esset  (per  162  J <«:(!■ 


U 


2u 


2 — u 


et  u 


2 u 


2 — w 


2 u — u 9 2 — u 3 


2 u 


2 


, quod 


1 , dum  u 


\ o 

d»:i 


Conscqu.  - — * , idest  modo  consveto  exprimendo 

* mz  r Zi 


differentiate,  vero  derivata  quoad  sl  logarithmi 


naturalis  ipsius  z est. 

Denotet  jam  superius  (\)z  aream  antea  dictam, 
dicaturque  differentiate  verum  ejus  (a)s;  et  log  z 
dicatur  , atque  differentiale  verum  ejus  sit 

(b)* ; erit  (B)z  functio  summatrix  pro  (A)*.  Nam 


+( 


er; 


■9  £j 

(a)wz2  iy  — ; namque  differentiale  verum 

ipsius  ( A)s  , est  (\)mi — (A)  (m — l)z,quod(Fig 

x ^ 7 ^ z i i 

23  ) est  < et>  — r-  ; atque  — • . — • 

J ( m — ij%  m z u • m L 

/ 1 

5 quod  / — v 1 , quum  pro  quovis  q liceat 


n ita  augere,  ut  dictum  est:  consequ.  si-^~"=  zy} 

sitque  hoc  superius  ( 189  ) (u)&;  erit  (a)/»z3 

(n)mi~  (b)rni  ; itaque  .esset  (per  198  ) (A)z=z 


cto 
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7-  * | 

lf0<  J~(u)z  id  est  J -7-,  sivej  — , (quoad  z)  (si 

jjl  tantum  derivata  ponatur)  ; nempe  (A)s=lognat  * , 
quia  demonstratum  est , differentiale  logarithmi  na- 
se.  z , . 

turalis  ipsius  z esse  — , et  denyatam  (quoad  z ) 


at$  esse  . 

m z 

,e|  Constan9  heic  (et  in  casu  simili)  , prodit  sic.  Est 
omnino  (\)z — (A )/>~(B)s  — (B^^> , pro  p utvis 
parvo  ( 188  ) et  quovis  z adeoque  etiam  pro  Zz=l; 
'fo  itaque  (A)l — (B)l — {B)p  ; sed 
t;/  =c(B)l  , adeoque  o — \A)p~o — (B^p;  unde  (A  )p 
-i=(B)/?,  et  ( — cousequ  (A)«=(Bj* 

■*  +CA)p— (B)p~(B)z. 

( Patet  autem  inter  potentias  hyperbolae,  crescen- 
te z decrescere  tam  logarirhmum  quam  aream  , 
quum  z ibi  <1  sit;  et  logarithmum  areamqucn  va 
esse  , adeoque  tam  ( B ) m i — (B  ) ( m — 1)  z , quam 
(A)mz — (A)(w — l)z  ^va,  e minori  mh  vo  majus 
h vuin  subtrahendo.  Ultra  potentias  extrorsum  utrin- 
que  crescente  area  logarithmusque  >J<ve  crescit, 
et  incrementum  *J«viiin.  lit,  e majore  >{<vo  minus 

i 

subtrahendo.  Ita  — nempe  differentiale  semper  >f* 

z 

erat. 

Quod  vero  Jogarithmos  abscissarum  >-t varum  at- 
tinet : etiamsi  ('B)s=  iog  nat  £ sensu  ( 168  ) sit,  po- 
terunt in  terminis  seriei  incrementorum,  cujus  ter- 
minus generalis  est  (B )mi — (B)  (m — 1 ) z,  Jogarith- 
mi  tales  valores  accipi,  ut  (A)wz  -(A)  m-~  1 ) i 
? (B)mz — (B)(m — i ) /.  , ut  antea  incrementa  ab 
[ A )p  et  (B )p  incipiendo  . Nempe  i0g  m z~)  log  elem. 
n /AtiIs' — 1 (*  175  ) y et  si  pro  quovis  m itjem 
r — 1 ponatur,  fiet  (B )mi  — fB)  (m — 1)  i s 

|og  elem.  m — 1 — £ log  elem,  (m — 1 ) zf  7T|/  — lj 

zz  log  elem.  m Z* — log  elem.  (m — 1)  Z.  Itaque  hoc  pa- 
to  fiet  (A)*-~ ( A^=(B)s — (B)p;  sed  pro  «=« — 1, 

C C 


e 21  o ) 


fiet  (A )( — 1 l=o  5 (B)  (~  1)  vero  =)  — 1 (id 

est  unus  valor  ipsius  log  ( — 1)  est  '&IS’  — 1);  cou- 
sequ.  — TTj/ — 1=  (A )p — (B)jo  , atque  (A);s=f  B)s-— 

?T|/ — 1 ~~  log  elem.  Z — 1 — — 1 — log  elem.  Z. 

Non  igitur  areae  inferiores  Jogarithmos  sensu  (168) 
nempe  quantitates  imaginarias  exhibent;  sed  ele- 
mentares  tantum  ; atque  si  in  terminis  seriei  di- 
versa imaginaria  adnexa  sint,  se  invicem  haud 
elident  imaginaria,  ut  cum  terminis  seriei  areae 
simultaneis  aeqiiipolleant. 

Notandum  veru  est,  differentiale  logaritluni  nat. 
* . . d* 

ipsius  z tunc  quoque  — - esse  , si  z non  ipsa  va- 


riabilis absoluta,  sed  qualisvis  ejus  functio  fuerit. 
Sit  nempe  *=(  C)# , erit  z=(C )mi — (C)  (m — l)x. 
Sed  (C)  (m—  1 )x  = (C)mx — [(G)mx — (C  ) (m — 1 )x  j 
— (C )mx — z—q — z 5 si  (Cjmx  generaliter  q dica- 
tur. Iraque  terminus  generalis  ( seriei  ex  log  * = 
log  (C)#  derivatae),  est  log  (C )mx — log  (C)(«r—  l)x 

= log  y— log  (q—  z)=log  log  ( i-X'~  Z 

7 L q 


m z 


— log  ( 1 — — );  ubi  pariter  ut  antea  n ita  accipi 


posse  facile  patet,  ut  <1  sit,  atque  seriei 


pro  mx  ponendo(194)  — ^ — ),  id  est—^  differcn- 

( \j)iV  z 

fiale  quoad  * est  logarithim'  nat.  ipsius  <r~ (C)#,  et 


(C)  »ix 
z 


d(C)a?  substitui  ; estqnr/^  ~^^==log  (C)#+eon»t 


(ex  162)  evolutae  terminus  primus  — — summae  se- 
riei totius  aequipolleat.  Est  igitur 77——  (sive  Xj 


JL ‘derivata  quoad  z.  Potest  vero  ipsi  i ( 197  ) 

z 


UQt 


¥ 


sit 


F 


ad 


( aii£) 


5to.  Soliditas  paraboioidis  est  j i\y*  = /sy;# 
f 200  ) (pro  parametro  constans  esto, 


quia  pro  x^zo  est  tam  area  quam 


npx 


„ 2 


(nempe 


e.|  2 

ii-  functio  suminatrix)=o.  Ita  soliditas  pro  yzzaxP 
id!  a2  x%pfl 

Mj  est  J a-x^P  — Ellypsoidis  soliditas  pari- 

:t,J.  ter  (per  y~(  px-~J- — ^ 2 pro  « axem  majorem  de~ 


a 


notante)  est  = 

Ttpx2  *px 

~hr ) ~~  2 


/~v  )=f(*p* 


„3 


7ipX 

1 T =*  *i>( 


X ' 

2 


s»3 


3a 


) ; ea- 


!|1 


2 X 


dem  expressio  hyperboloidis  est , signo  — in  + 
mutato  * quumjpro  parametro  p et  axe  majore  a , 

<i)  x ^ 

situin  ellypsi  y*—px — — — , et  in  hyperbola  y2  ~ 

/>.ra 

Vx  t~- 

6to.  Notandum  vero  est,  ex  ( 185  ) sequi;  quod 
si  duarum  functionum  ( A)#  et  (B)x  derivatae  u , 
et  « quoad  eandem  variabilem  acceptae  tales  fue- 

rint,®ut  (quosvis  terminos  siinultaneos  ita 

uCsuperiuslintelligendo);  etiam  (AW — (A )o  (nem- 
pe summa  seriei  ex  (A)#  derivatae)  est  = ££(B)a? 
~(B)°3*  Si  nimirum  termini  generales  sint  (a )mx9 
(h )mx  , et;  (a)#  =:  ux  , atque  (b)^=:yx  , atque 
ux 


v : 


? adeoque  uxpzlvx  ; perconsequ.  uzzkv  , es- 


se e superioribus  evidens  est. 

Aplicando  hoc  ad  aream  soliditatemque  ellypseos, 
ad  aream  soliditatemque  circuli  relatam  : erit  or« 
iipatis  (pro  ©odein  x)  y\  y dictis,  et  diametro  cir- 

cc  * - 
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culi 


a 


~(px—>  2 J («j— .r2)  2 — 

y « 

a ^ 1 (S'  W'”rU,n 

1 , 

— b ct 

2i 


h dicatur  axis  minor  (p.  101 pro  y' 

| 72  „„ 


x 


h - pa  va"  ap 
— a , erit  —===■—•  — — — s. 
2 4 2 4a  4 


et  p 


b\  ..  ?/ 

— ) ; quum  ergo  sit— 
ct  y 


unde  Ir—ap 
b 


a 


, est  area  cir* 


E b 

culi  C et  area  ellypseos  E dicta,  -^rt==-^— , et  E= 

v»  ct 


b C hu2  7V  ba~n  . a2* 

- — = — — , quum  area  circuli  sit  — - pro 

da  4 5 1 4 1 


a 


diametro  a. 

ita  soliditatum  E1  et  C'  dictarum,  derivatis  Y' 


et  Y dictis  ; est  (px — ) : fl(  ax  x2 ) — 

\ a 

apx — px2  p ( ax — x 2 ^ v f2 

a(ax — x 2)  a (ax — x2)  a a2 

\ / £ 2 2 

que  ^ , et  E'=  — 2-  , quod  (quum  soliditas 


%'2:7 \y 


.Ita« 


a 


a 


a3i r 


ab  2n 


sphaerae  sit  —)  est  = — — ; quae  nempe  solidi- 
tas ellypsoidis  cujus  axis  minor  b est,  circa  axem 
majorem  a revolutae  est, 

7mo.  Si  arcus  circuli  sit  .v  variabilis  absoluta, 
demonstrabitur  paulo  inferius  , derivatam  ipsius  * 
quoad  tangentem  ejus  acceptam,  esse  — [lt#3j  1 
si  z dicatur  tang  x\  unde  x~  (i 1 (quoad 
z)znj~ (1 — z2Jtz4 — Z0*--)  (per  15QJ,  quod  item 

z 3 z^  Z ^ 1 

est  - — -y , et  hoc  (si  a — ~~qua- 


fi 

1.1 


5.2, 

Ite, 


dranti,  adeoque  szz  radio  ~l)  est  zz| 


u 


pit 

kt 


Mi, 
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ini 


L.  . • ; quae  series  Leibnitiana  est;  totaque  pe- 

ripheria  octuplum  ejus  est  ; atque  et  hic  si  ex  gr. 
apUd— L-  subsistatur,  defectus  nempe  quod  adhuc  ad- 

1 5 

dendum  esset,  (per  131)  est  <-7- : (1 7“)  = 


f I, 


( 7 — 5). 5 


r;  et  si  illum  terminum  MVUm,  in  quo  sub- 


J sistere  libet  , excipiens  denominator  p sit ; erit 

, P + 2 P + 2 

(pi“2 — p).p  2p  °* 

8vo.  Sit  exemplum  etiam  ad  longitudinem  arcus 
per  formulam,  superius  allatam,  determinandam 
( 200  ).  Sit  u arcus  circuli,  pro  abscissa*  e cen- 
tro , atque  pro  * sinu  ipsius  est  y — (X — *#*)  2 


>ro 


B 


pro  radio  1 ; erat  vero  Jw==  J 2 * estque 


Jy=~2~  < 1— j,2;  2 2 , et  = 

atque  1 + CJ,)  = =^ 


— I ~±_ 

et  J u zz.  ( 1 — xa  ) % ? atque  j~  (l — x *)  2 = 

/c  + 4 

11  . , 1.1.3 

5^4^  +T I4J*  •'>  <iuod  (Pro  ' 30°,adeoque 


*=  sin  309=  fit  =~  + ; 1 


1.1 


2 3.2.2*  T5.2.4.25 

. 1-1-3  , 1.1.3  5 _ . 1 

7.2.4  t>~+9.2,4.0.8T2T'*;  af1ile  * tid  est  TPen' 
pheria  pro  radio  1 , seu  per  qu-ad  diameter  quili- 
bet multiplicatus  dat  peripheriam,  seu  area  circuli 

radii  I,  nempe  2tr.  — =ttJ  est  series  haec  per  (> 
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muitjplicata  ; atque  si  ad  mum  terminum  subsista. 
tur , denominator  est  (2n — 1)  2.4  - -20— 1 )2*  et 


terminum  sequ.  producit  (2«— 3). 

^ r ^ 1 (2«+l)2».2 


2 n- 1 

2M|1 


et  quum  exponens  iste  < 1 sit  , in  posterum  de- 
crescens , error  sumina  (per  131  ) minor  est. 

i 

9uo.  Si  aequatio  lineae  wsit^=iog  £*+(** — \)  2 ] 
-1  1 

erit  J^=[I+.r(.r*—  1)  2 ]:  (^f(^2_j)  V(per  208)  = 

1 * 

(.  o.  _£ . 1 

( + — ~r — ) : (*!(** 

Oa— 1)  2 ( — 1 ) 2 


1)  2") 


- ri 


; atque  (Jy)a=(^2_i)-i  , et 


C—  l)  2 


— X2HJ  + l-x2(x2-~  1 )'x  , et  Jzfcc  [1  + (J^}3]  2 


1 1 

2 ; cujus  integrale  est(^2~l ) 2 ; hu- 

1 “JL 

jus  enim  derivata  quoad*  est"*2*(x** — 1)  2 • 


Consequ.  arcus  est  (x* — 1)  exacte;  quia  pro 

*=1 , est  arcus  , et  \/  (x—1)  quoque  = 

— l)~o  ; itaque  constans  =o,  quum  superius 
(A )o — (B)#  sit  = o c 189).  Unitas  per  (96)  mutatur. 

Est  vero  Sinea  baec  , qua  ^catenaria  vocatur  , 
(atque  etiam  quadrabilis  est)  , insignibus  alioquin 
etiam  proprietatibus  gaudens.  Est  linea  transcen- 
dens 5 quum  aequatio  jejus  logarithmum  involvat; 
estque  linea  illa,  in  qua  filum  perfecte  flexibile 
(quasi  lineam  ubique  aeque  gravem),  extremitatibus 
(Fig.  24)  non  in  eadem  verticali  fixis,  distantia 
earum  longius,  intensibile,  conquiesceret;  quam  id- 
circo magnus  Galilaeus  parabolam  esse  arbitraba- 
tur , et  nonnisi  progressu  Matheseos  ulteriori  tan-j 


ei; 


sa? 

lih 
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dem  Leibnitz , Jacobus  ac  Joh.  Bernouliii  de- 
terminarunt. 

Demonstratur  nempe  in  Mechanica  , quod  si  vi- 
1 res  quorumvis  arcuum  ah  imo  puncto  incipienti- 
3.  um  pondera  directionibus  tangentium  ad  fines  eo- 
rum ductarum  tenentes  , ita  decomponantur  , ut 
pars  horizontalis  ubique  sit  aequalis,  et  altera  sit 
yerticaJis , sint  vires  verticaliter  tenentes , uti 
arcuum  dictorum  pondera , adeoque  uti  arcus.  Si 
jam  curva  ista  in  eodem  plano  verticali  invertatur, 
lineae  quae  antea  quasi  sursum  trahendo  tenebant, 
nunc  pondera  arcuum  superiorum  sustinebunt.  Hinc 
catenaria  in  hoc  situ  limes  est  formae  e quam  plu- 
rimis fnempe  tenuissimis)  prismatibus  aequalibus 
structi  fornicis  sine  uilo  caemento  proprio  pon- 
^ dere  stantis. 

Inservit  eadem  deorsum  versa  etiam  pontibus 
exstruendis:  duabus  catenis  sat  firmis  nempe  (ex- 
- tremit atibus  ad  litora  fixis)  , sustinetur  pons  ipse 
1 horizontalis. 

Superficiei  per  revolutionem  lineae  circa  ahscis- 
u<  ain  x ortae  derivata  quoad  x er.at  ( 200  ) 2 ty 

1 -JL  . i i 

(1  ’Vy* ) 2 ; atque  si  linea  circulus  sit,  (1+  y'  )2 

i 

ro|erat  (22  3)  ~(i — x2  J 2 ? et  hoc  per  2 %y(U\  est 

T 

usjlper  2 ) multiplicatum  ; est  2ir.  Con- 

itjisequ.  J2?r=  2nx~  zonae  superficiei  sphaericae  pro 
abscissis  ordinatisque  e centro  incipientibus;  atque 
si  x~~\  fiat,-  prodit  2 x , nempe  dimidia  superfl- 
ues sphaerica  pro  radio  1. 

X.  Exemplis  Lis  facilioribus  e Geometria  in 
, gratiam  Tyronum  allatis  , sit  fas  e Mechanica  quo- 
que faciliora  quaedam  addere;  apiicando  ea,  quae 
fle  motu  rectilineo  { 201  ) dicta  sunt  , observan- 
J>que: 

Imo.  \ quod  quantitates  respectivae  plane  diver- 
sae quoque  eadem  quantitate  ( ex  gr.  recta  ) sed 
Jil' diversis  determinationibus  expressae , etsi  quoad 
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eas  quantitates  quibus  exprimuntur , aequales  sint; 
(nisi  expresse  aliud  moneatur),  tunc  tantum  di- 
cuntur aequales,  si  cum  determinationibus  suis  con- 
nexae  aequales  sint;  atque  ut  determinationes  op- 
positorum et  imaginariorum  , nec  aliae  determina- 
tiones cum  quibus  expresse  ponuntur  quantitates, 
sunt  ab  iisdem  avellendae;  ex  gr.  dici  quidem  po- 
test + 1 et  — 1 esse  aequales  ( abstrahendo  a de- 
terminatione) , sed  non  potest  fl=r  1 dici. 

Ita  tam  vis  quae  momentanea  dicitur,  quam  vis 
constanter  agens  recta  exhiberi  certis  determina- 
tionibus possunt:  nempe  sit  p punctum  temporis 
expers  , et  dicatur  primum  1"  in  p incipiens  pri- 
mum 1",  et  sequens  1"  dicatur  2dum  T ; si  jam  in 
p talis  vis  adsit,  quae  massam  M=1  , sub  primo 
1 ' ad  k pedum  distantiam  ferret  , absque  eo  , ut 
inter  initium  finemque  primi  1"  ulla  vis  egisset  ; 
vis  dicitur  momentanea  in  p , si  neque  in  censum 
veniat,  virium  numerus  qualitas  tempusque  actio - 
nis , dummodo  resultatum  in  p ; vis  constanter 
agens  vero  exprimitur  numero  pedum  , quos  M de- 
scriberet sub  2do  1",  si  vis  quae  in  p est  sub  pri- 
mo 1"  continuo  ageret  in  M , adeoque  hic,  vis  c i- 
ctae  tempus  actionis  figitur. 

In  puncto  temporis  experte  p , vim  motum  pro- 
ducere concipi  nequit:  agere  incipit,  et  in  aliquo 
temporis  puncto  desinit.  Potest  quidem  pro  data 


quavis  velocitate  , vis  tanta  agere,  ut  dato  quo- 


vis  tempore  minus  Tequiratur  ad  eam  producen 
dam  ; sed  si  hoc  pacto  tempus  actionis  ^ ' o , 

velocitas  finalis  , quam  eadem  vis  sub  1"  continuo 
agendo  produceret,  GO  • . f 

2do  Interim  quideunque  sit  vis  (nonnisi  m e - 
fectu  nota),  potest  etiam  non^ut  respectiva  sed  u 
absoluta  quantitas  considerari  , et  inde  velocitas 
educi  ; posito  vim  eandem  ptuplo  tempore  continuo 
agentem  , puiplum  effectum  praestare  , atque  pluri- 
um virium  quotvis  directione  eadem  m lrtenS 
agentium,  effectum  esse  summam  effectuum  singula- 
rum : nempe  vim  illam  , qua  massa  M pi’°pe  tei- 


tet 


Pio 


iiii 
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ram  deorsum  urgetur  ( pondus  M'  massae  M ad  trr- 
xam,  dictam),  sub  1"  in  ipsam  M constanter  agen- 
tem, ilii  velocitatem  finalem  £*  = prope  31'  pro- 
curare constat8;  si  itaque  eandem  massam  preinat 
pondus  P seu  vis  — pM'  , vis  ista  constanter  sub 

IV 

1"  agendo  , velocitatem  finalem  ipsi  M 

conciliabit. 

3tio.  Denotetur  ( 193  ) pro  variabili  absoluta 
t , spatium  usque  ad  finem  /mi  t percursum,  per 
s*m\  , velocitas  quae  ad  finem  mti  ’ est  sit  . 

v^s  autem  velocitate  finali  (sensu  201 ) expressa 
l qiiae  ad  finem  /mi  t adest  , continuo  agens  , deno- 
tetur pariter  per  atque  sit  w prius  constans 

=fex  gr 

Erit  in  boc  casu  x id  est  s^mx — s^(m — Ijt  > 
1 — Ijt),  quia  spatium  boc  sub  t motu  aequa- 

bili nonnisi  velocitate  v*{m — 1 )t  percursum  est  , 
praeterea  vero  sub  mt ot  agente  vi  constante,  sub 
quavis  parte  continua  ipsius  i crevit  velocitas  ; at 
idein  x est  <t  (v#mx  ) , quia  velocitas  sub  nito  t 
semper  minor  fuit  antea  quam  ad  finem.  Est  au- 
tem in  boc  casu  v*mx.~gvnX  , quia  vis  eadem  quo 
longius  constanter  agit  , eo  majorem  velocitatem 

, . \g(m 

producit : atque 


1 )t  m — - 1 

- — est  = — - ; boc  ve- 

m 


ro 


1 , dum  n 


Itaque 


1 , ( 191  1 ; et  gt ponendo  pro 


fli  . atque  v pro  gt , est  tx  diffcrmitiale  i psi us  s. 
nil  Differentiale  ipsius  v autem  est  wt  , in  boc  casu 
; nam  r^rni  est —gm\:  ; quia  si  ad  finem  unius 
1"  producat  vis  constans  velocitatem  g , ad  finem 
temporis  mt  dabit  mxg  ; itaque  v*mx — — 1 
Mbzmtg-' — (m — l)tg=4g\  Ex  / 2 v\  ~gix  ,est  6— J gt 

lirK  quoad  i)  ~~r~  ( 198  ). 

Jd 

| Si  vero  w non  sit  constans  ; aut  crescet  aliquam* 
ll™i.u  , aut  decrescet:  ponatur  cre?  cere,  qunm  eadem 

D D 


mutatis  mutandis  facile  aplicentur.  t.rit,  ~ 

$*(//< — l)t  (ut  antea)  s dicto;  l)t]  + 

i 2 r w^c y — i } t 1)1] it*  [-^^-]  •» 

nempe  i est  spatium  sub  mto  t percursum  , partim 
velocitate  finali  illa,  quae  ad  finem  (m—~  1 )ti  t est 
quae  sola  motu  aequabili  produceret  spatium 

— l)i  ],  partim  vi  w quae  ad  finem  — l)li  t 

est,  abinde  crescens;  itaque  incrementum  istud  spa- 
tii verum  erit  majus  , quam  si  vis  quae  in  initio 
mtl  t fuit  , eadem  usque  ad  finem  «mi  t man- 
sisset ; esset  vero  hoc  posito , incrementum  hoc 

-—•^2^’ ^ J (per  praec.  ).  Est  etiam  idem 

incrementum  verum  minus  quam  si  sub  mto  t vis 
quae  ad  finem  mti  t est  (quavis  antea  agente  ma- 
jor) egisset;  ita  vero  (item  per  praec.)  esset  in- 

. or 

erem.— 12[_ — ^ — - 


Sed 


i tr«c»-Qi  3t  tgL— 2— ^1 


nam 


dividendo  per  t , terminus  2dus  tam  numeratoris 
quam  denominatoris  per  primum  divisus  omni 
dabili  minorem  quotum  dare  potest  ( 81  ) , atque 

1.  Conse qu-  ( 191  ) etiam 

1 , imo  ( 81  ) et- 


t [>*(  r/i — i )t] 

l)t] 


t \v*(m — 1 ) 'dft2[ 


iam 


1 ; imo  quum 


r*(m — l)t 


t [£*(/// — 1)1]*  ' * v^mz 

],  (patet  si  velocitates  istae  ut  ordinatae  pro- 
ximae ad  abscissam  tempus  repraesentantem,  con- 
cipiantur); evjt  #tiam 


1 ; atque  hinc 


u 

‘]»l 

ini 

est 

it 

M 

lio 

m-i 

oc 

em 

'is 

ja- 

n- 


ua 


ris 

mi 

ne 


et 


juxta  superiora,  et  t v differentiale  ipsius  s , et  v 
derivata  (quoad  t)  est ; nempe  inore  solito  n po- 
nendo pro  m , fiet  t f J — t v,  quia  v%nt  signifi- 

cat  illam  velocitatem  , quae^ad  finem  ipsius  t est, 

Pari  modo  prodit  ^ r-.  \ 1.  Nam  per  v 

jntelligendo  v*(rn — l)t;  est  t [w^(/» — l)t  J 

<v<t[w*«rct];  namque  velocitas  quae  sub  mto  x. 
accedit,  producitur  per  vim  quae  ab  initio  mti  t 
crescens  constanter  agit;  si  non  cresceret,  produ- 
ceret velocitatem  l — l)tj  ? clu*a  sub  i'' pro- 

ducit xvx(m— 1 )t  , et  l"=l  ponitur);  si  visw^wt 
ageret  sub  t , produceret  t[w*wt];  at  vis  ante 
finem  mti  t agens  est  semper  • 

Est  autem  — 's-~\  1 , C patet  ut  an- 

t[w*wir x 


tea).  Consequ*  ( 191  ) etiam 


v 


1 ; 


at- 


que ut  antea  tw  est  dilferentiale  ipsius  v , et  w 
est  derivata  ( quoad  t J. 

Functio  differentianda  hic  non  in  concreto  (ut 
ex  gr.  area  parabolae  exhibetur,  sed  per  limitem 
concipitur  ( 191  ):  quem  dari  patet,  quum  cre- 
scente n sine  fine,  crescat  s sine  fine  , nunquam 
tameu  fiat  tantum,  quam  si  per  totum  tempus  ve- 
locitas ultima  fuisset.  Vide  uberius  , in  exemplo 
centri  gravitatis  (paulo  inferius)  methodum  ,f  fun- 
ctionem nonnisi  per  limitem  datam  dilferentiandi. 

Reliqua  ^ 202  ) dicta  fluunt. 

4to.  Sit  prius  exclusa  medii  resistentia  ; sitque 
W prius  ab  s tum  a t dependens, 

Fig.  25.  Sit  c centrum  terrae  , initium  ipsius  v 
distantiam  t^vam  a centro  denotantis  ( sive  ante 
sive  post  centrum  sit);  sitque  x < a , de  cujus  li- 
ne massa  M libere  (seposita  omni  resistentia)  so- 
la vi  gravitatis  cadat;  (supponendo,  quasi  nonni- 
si c et  tota  vis  in  eo,  esset,  plane  usque  ad  cen- 
trum valere  legem  rationis  inversae  duplicatae  di- 
stantiarum , jquamvts  pro  globo  uti* i ot  m ter  denso 

Dl>  * 
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sini  vir«s  attractivae  intra  superficiem  , ut  distan- 
tiae a centro);  quaeritur  velocitas  v (directione 
prima)  ad  finem  ipsius  x (sive  ante  sive  post  cen- 
trum ) corporis  per  a — x aut  a^x  delapsi  quanta 
sit  ? 

Spatium  s ante  centrum  est  ~a — x , si  post  cen- 
trum terminetur  est  wfx  ; vis  w (sub  conditione 

/f'  ® 

dicta)  est  -^r  (pro  radio  terrae  m r et  vi  gra« 
x~ 

vitatis  ad  superficiem  g).  Erat  autem  ( 202)  v zzz 
l/  '±  / wJs  (quoad  t)=r  — x)  (quo- 

ad x)  ( per  195)  ; et  hoc  est  ~r\/2g  X'“rl((iuo* 

x 

ad  x)  ; nam  J ( a — x)  (quoad  x ) est  = — 1.  Est 

— 1 l 1 xJl — Jr 

vero  y — — (quoad  x)~~ — ; nam  « — ~ — 

— 1 

( per  198)  — — a . Itaque  integrate  quaesitum  est 

u. 

r\/  — + const.  Heperitur  autem  constans  , si  v di- 

catur ( A)x  , et  functio  summatrix  sit  (B}a?  = 

z2  . v 

r\'  • nempe  (^A)a  (id  est  velocitas  pro  x=a) 

2 tS 

est  ico  ; atque  (B)a:=rrjX  ; conscqu.  (A)a  — 

2 fr  . 

B)ec  + "const*  sive  o ~ r\^  ~ i+  const.  atque  Ji i nc 

a 

9*i  , . / 2^ 

const.  = — r et  Jutegrale  est  =5 

« *£* 

; V". \~KX  (nempejjsi  ad  denom. 

a [/  ax 

. 1 v , . #) 

eundem  reducantur)  , et  hoc  est  n 

^ ’ a*' 


Manifesto  sub  conditione  dicta,  si  o,  fiti 

v ' -\  CC  ; at  nonnisi  in  centro  in  puncto  tempo 
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ris  experte  esset  velocitas  00  , sine  ullo  tempore 
tamen  , quo  effectum  aliquem  producere  queat;  post 
centrum  enim  extemplo  ad  quasvis  distantias  ae- 
quales incrementa  quae  ante  centrum  ^va  erant, 
Mva  fiunt,  et  eaedem  velocitates  finitae  erunt  ad 
distantias  a centro  easdem  x , tam  ante  quam  post 
centrum  ; eritque  post  centrum  ad  distantiam  x~a 
velocitas  o uti  ante  centrum,  ut  formula  exhibet. 
Inde  vero  iterum  redeundo,  patet  oscillationem  per: 
petuam  fieri  ; atque  reditu  quovis  directionem  ve- 
locitatis mutari  ; et  innumerabilibus,  spatiis  (quo- 
ad summam  pedum  percursorum  acceptis  , tempo- 
ribusque competere  velocitatem  eandem : quaeri  ta- 
men minimum  tempus  spatiumque  pro  data  velo- 
citate (directione  una  vel  aiteraj  potest;  loca  au- 
tem duo  tantum  pro  velocitate  quavis  dantur,  ad 
distantias  a centro  aequales  , et  ad  distantiam  ipso 
a majorem  formula  quoque  imaginarium  dat. 

Spatium  s e valore  ipsius  v prodit;  quum.#’  inde 
repertum  aut  ex  a substrahi , aut  ipsi  a addi  de- 
beat; prior  est  valor  minimus,  reliqua  patent: 
temporis  autem  valor,  formularum  heic  nondum 
traditarum  plurium  alicujus  integrationem  requi- 
rit. 

Quod  vero  formula  superior  velocitatem  etiam 
ultra  centrum  exhibeat,  quamvis  ibi  vis  alia,  nem- 
pe negative  agens  sit , inde  patet  : quod  si  x et- 
iam ultra  centrum  >{<ye  accipiatur  (tantum  ut  di- 
stantia a centro),  et  sit  ex,  gr.  n~ 3,  atque  ad  fi- 
nem ipsius  x sit  i— - 3 ante  centrum  ; erit  series 
ex  {\)x  derivata  ( 184  ) , si  post  (A)lx — ‘CA)ox 
■('quum  pro  x ultra  centrum  incrementa  ad  distan 
tias  aequales  opposita  priorum  sint),  quasi  retror- 
sum continuetur,  sequens*.  (A)3x — (A)2x  + (A)2x 
— ( )l  x + ( A)ix — (A.)ox  + f A )ox — (A)lx  + ( A)lx 
A^2x  + ( A)2x—  ( A)3x  , nempe  incrementum  su- 
pra (3  erit  o ; id  est  erit  el  hic  {velocitas  eadem  , 


nempe  j3. 

dl  Erat  autem  conditio  tantum  supposita  , qua* 4 
0 putuCtum  Jn  spatio  vi  atiractiva  telluris  tota  pol 


i 
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lerct.  Si  vero  globus  radii  r uniformiter  densus  es- 
set ; tum  vires  attractivae  essent  ut,  distantiae  z 


*g 


a centro.  Unde  quum  vis  sit  (nempe  r:z  ^zg 


, erit  e = *)=—  * 


( quoad  a )=  — . -1- ) — — + const. 
Est  autem  constans  rg  ; nam  pro  z~r  est  (A)'n 
, et  — {/'gr^  adeoque  const  ] •• 


S' 


2' 


— gr.Conseq.(  Aj'z=l^ rg — lX  ~^=l^g(r — “)? 


r r 

quod  pro  z^za  , fit  —i^gr  ; er  si  hoc  addatur  ve- 
locitaii  priori,  quam  formula  superior  ad  superfi* 
ciem  terrae  dat , prodit  velocitas  finita  ad  centrum, 
Si  nempe  s usque  ad  superficiem  terrae  proten- 


( (f — ~ y ) 

datur;  erit  x—r  ; adeoque  v—rl^2g , et 


ur 


tui 


guoi 


si  altitudo  celeritati  huic  competens  a dicatur  , est 

v2 — r)  r{a — r) 

oc=  ~ - . Hoc  A—n  r , si 

2g  2 gar  a 

a/^~\  OC  ; id  est  altitudo  celeritati  minimae  com- 
petens , qua  globus  de  superficie  terrae  verticali- 
ter  explodendus  esset  (seposita  resistentia)  ut  nun- j 
quam  redeat , [sive  velocitati  , qua  ad  terram  sola 
telluris  attractione  ex  aeternitate  (in  certo  tamen 
tempore)  perveniret]  , radio  terrae  aequatur.  Ita 
pro  quovis  corpore  coelesti , radius  corporis  illius 
prodit.  I 

Sit  jam  w functio  temporis  , deinde  velocitatis. 

Sit  \v=£***  ; erit  r=J~ w(  quoad  t)~fgi^  ~ 

( 198  ) + const  ; quod  si  jx=o,  fit  = -£l!I  ■ 

—gt  , uti  est  in  motu  uniformiter  accelerato  , ub| 
in  quovis  tempore  ^ is  eadem  gt°  egit;  est  enim 


me 

gua 

te/j, 


e /it 
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constans  =o  si  pro  *=o  velocitas  o sit,  si  vcr0 

_ S,-o0+‘ 


velocitas  c sit  C ^ vel  m ) , erit  c — 


o+ 1 


C pro 


*=«)+  const  ? adeoque  i*  const^  Gt  eonst' — c.  Est 


r . s-gW  fl 

porro  s~j  ^(quoad  t)=J  — rj-= 


P+2 


ISI 


p+i  (pft)(>+2) 

+ const ; quod  pro  p=o  Cut  in  motu  uniformiter 

Jtf  />-/s 

accelerato)  fit-r-  . 

fi  j v ^ 

Sed  erat  etiam  ( 202  ) jsr  ( quoad  $ ) 

v 

U "1"  1 , 

;=  -----  (quoad  ; potest  autem  £ per  s expri- 

mi,  ut  substituendo  derivata  pura  reddatur;  nam 
ut 2,  pfi 

adeoque  *p+i  - js 

si  coefTiciens  ipsius  s ad  elevati,  p dicatur}. 

H-i  ±!tL 

Erit  igitur  - — - — * sp t2  5 atque  hujus 


e#* 


j 


functio  primitiva  est  fper  198 


juod  pro  casu  , Ubi  , fit 


*2s 


nam  tum 


11  3 = ^7  ’ ^t2  = T 5 **+2=2>  «l/a-1^2»  e 

pio  per  t^2  in  valore  ipsius  p deletur  unus  factor, 
iti  ex  unus  per  j/^  ex  p deletur. 

5to.  Sit  jam  vis  w functio  velocitatis  v;  uti  in 
medio  resistente  poni(ur,  resistentiam  in  ratione 
juadrata  velocitatum  esse  , pro  eadem  densitate  , 
enacitate  , et  ejusdem  corporis  superficie  eadem 
pbversa  (quamvis  experimentis  (a  Clarissimo  Ben - 
zenherg)  institutis  nonnisi  intra  certos  limites  com- 
irobetur). 
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Si  celeritas  initialis  C sit,  adeoque  pro  t~o  ait 
C=u  , et  motus  in  medio  uniformiter  denso  fiat  , 
nec  ulla  alia  vis  agat  praeter  medii  resistentiam  ; 
erit  w i-».,  atque  per  — av2  exprimi  poterit,  per 
a (fvum  coefficientem  ipsius  v2  illum  constantem 
intelJigendo  , quem  densitas  medii,  superficies  olx 
versa  &G  determinant. 

Exemplo  sit  sphaera  , cujus  diameter  sit  D,  mas- 
sa M , densitas  Nies  major  quam  medii  , pondus 
ad  terram  (in  vacuo)  sit  M'=rl  (ejusdem  massae 
ad  ptuplam  a centro  terrae  distantiam  p2ies  minus  , 
ad  solem  vero  ultra  20ies  majus  esset). 

Demonstratur  in  Physica:  Imo  quod  sive  planum 
in  fluidum,  sive  fluidum  in  planum  impegerit  per- 
pendiculariter  , celeritate  c\  quantitas  vis  agentis 
sit  ( intra  justos  limites  per  alias  caussas  physicas 
exortos)  m ponderi  prismatis^  ex  illo  fluido  ad 
basim  dicto  plano  aequalem  constructi  , ad  altitu- 
dinem illam  , qua  corpus  prope  terram  libere  la- 
bendo  , ad  imum  velocitatem  finalem  c acquireret. 
2do  demonstratur  etiam  , quod  si  pro  plano  dicto 
sphaera  diametri  D sit  basis  prismatis  dicti  (pro- 
pter faciliorem  per  superficiem  sphaericam  deflu- 
xum) dimidia  area  circuli  maximi  ponenda  sit. 
Dicatur  hoc  prisma  resistentiae , 


Erit  hoc  pacto  prismatis  resistentiae  soliditas 

v 2 , 3 r*  . 

pondus  vero  ^ ~ ; nam  dimidia 

7T  D ^ 

area  circuli  maximi  est  — — - , altitudo  velocitati  v 


competens  autem  est (pro  ^ vim  gravitatis  ad 

terram  velocitate  finali  expressam  denotante es- 
set porro  pondus  prismatis  hujus  , si  materia  ejus 


cum  sphaerae  materia 
sphaerae  soliditas  est 


3v 2 


homogenea  esset,— ’ nam 


*B3 

6 


pondus  autem  poni 


. 


i 


• ( 22r>  ) 


j *D3  jtD2  ta  , 3»  * v ..  . 

ttir  J ’ unde  Tr : - sT%  =I : «Di  c pcr  rcg- dc* 

tii)  ; et  si  medii  materia  Nies  rarior  sit  , pondus 

i 3r* 

, prismatis  est  ^qj^..Si  jam  altitudo  illa  A quae- 

, ratur,  (quae  eocponens  resistentiae  dicitur)  , de  qua 
s libere  lapsum  corpus  ad  imum  velocitatem  fina- 
e lem  c tantam  acquireret  , ut  pondus  prismatis 
i resistentiae  (adeoque  resistentia^  ponderi  sphae- 

Irae  es$et  aequalis  : erit  pondus  prismatis  5 cujus 

basis  altitudo  A . (eodem  modo  ut  supra)— 

o 


ii 


:a; 


lii 


3A 

4DN 


; quod  si  “1  ( ponderi  sphaerae  ) sit  y erit 


413  N 
3 


? atque  velocitas  c ipsi  A competens  est 


Unde  resistentia  pro  velocitate  u aequa- 

v*  v*  , „ 8F9N>  3m2  . 

tur  t7T~— — „ ; nam  hoc  est  «> 

*Ag  c*'  , 3 8DNg* 

atque  , quum  vis  ponderis  1 in  sphaeram  massae 
M agens  sub  1",  producat  velocitatem  g,  vis  pon- 

deris— 3-  in  eandem  massam  agens  produceret  ve- 


v 


locitatem  — sub  1",  adeoque 

c c 


t 


sub  i:.  EraC  ve- 


ro C 219  ) \vt  2 v , et  t 2 - — , adeoque  hic  v ~ 

7 w 


„ <* 


C2\r  C 2 V 2 V 


et  t - - — -zer v— . Est  igitur  heic  a===-~?  ’ 

" *>2g  g 6 

quod  etiam  * 

Est  ( 202  ) t~f~T  C quo  ad  v)  = = -* 


am 


ay 


+ const;  nam — r=J~-  C quoad  t ) ( 198  ) 

at ' at  1 

E E 
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Constans  vero  prodit,  si — ponatur  = (B)#  , et 

ay 


t ponator  (A )t  ; erit  (AJo=o,  et  (B)o=-^ 


1 1.1 
quia  pro  f~o  est  rzzC,  adeoque  — - fit  ~~  ita* 


av  a C 

que  ( A)q  (B)o—  - ~ , atque  #=  ~ - -^=- 


(J--J 


' ™y  Umje  patet;  pro  £ utvis  magno 


posse  v tam  parvum  accipi,  ut  ei  aequetur,  et 
aeternitatem  requiri,  ut  motus  desinat,  quantum- 
vis fuerit  C. 


; unde  si  ipsi  a substitua- 


tur 


Hinc  prodit  , 

3 8CDIV 

:,erit  v =— — — ; quod  crescet,  si* 


1 


3Cf+8Ui\ 


2 A 80 1\ 

ve  D crescat  sive  N ; patet  enim  sive  D sive  N 
per  C>1  multiplicetur  ('reducendo  ad  denoin.  eun- 
dem) valorem  majorem  fieri.  Quo  densior  itaque 
massa  , majorque  globi  diameter  eadem  velocitate 
C explosi  eo  majus  v . 

v 

Est  quoque  / ^(quoad  t ) ~ s , et  i ® , si" 


w 


- r . -J  . , _ V , 1’  V v 

ve  {ex  — x , et  i S — adeoque — — x ) etiam 
^ — w ’ w ~ 


~ ~st  *ta9ue  Pro  I,oc  casu  _J  [sive 


ftir 


W 


~"~1  (quoad  r)  —9“ — * log  0 C 198)  + const 


a 


Vrodit  vero  const.—  — a*1  log  C;  quum  pro  sz no  sit 

^ . | 

r—C,  adeoque  si  s sit  (A )s  , et  (B).?  sit  — log  0, 

a illJfii 


erit  (B)o  — — -log  C;  consequ.  (A)o — '(B)o—  '~logC,  I?» 

a ot  ■ 1 


1 , n 1 

aiquc  x—  -log  C — log  r 


\ 

— 10  .0  r ) 


(log  C — log  r ) 
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1 C 

= — loo . Itaque  spatium  omni  dabili  majus 


a 


v 


fieri  potest. 

Si  vis  constans  g continuo  agens  supponatur  (uti 
ad  liaud  ita  magnam  a terra  distantiam  cum  erro- 
a re  exiguo  vis  gravitatis  est,  atque  supponatur  item 
medium  uniformiter  densum  : erit  w (vis  quae  in 
^ corpus  vi  g deorsum  sollicitatum  agit)  —g — av2. 

Eritque  t—  C ~~  = T (quoad  v)  ; est  au- 

no  ^ w J g-—<*v 

eti tem  — (si  < brevitatis  caussa  (3  dicatur)  — 

' g — Xv*  a 

1 1 


2^FT  • (]PT+T+PT=^)’  (su!jstituendo  Patet>. 

itaque  t = 2^/p  ^ X p + ^ + P>^p’')=S  2«^p 

+ l>sC  A|3  + » ) 

— log  ( V )]  ; esset  nempe  — derivata 

pio  ad  v ipsius  log  (JX|3—  v)  , ( 198  ) ; itaque  t ~ 

\ ^ — log  + (constsro  5 si  pro  t = o , et 

2aj/  (3  V j3 — v 

v~o  , adeoque  et  log  l=o  sit). 

7 |/  J3 — 

Hinc  2a£pX (3=  log  adeoque  (158  et  43) 

e2ot£(/|3  , atque  (unitatem  per  utrum* 

pie  dividendo)  est  i3  — quod 

taque  o5  si  £ QC  ; et  hinc  t?  (crescendo 

g 

( ||uidem  semper)  a-^\  t/p==lX-~ , hoc  nunquam 

kt  tingendo;  (scih  tum  jX"|3 — v o)-\' 

EE  * 
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Patet  vero  v , datis  a,  £,  g ex  aequatione  ista 
prodire. 


Spatium  s autem  est  —J  l — f quoad 


w 


— 1 


$0  , quod  (per  198 ) est  =—  log  ( g — 2)f  const ; 

JL  & 


-2  <*v 

Constans  vero  est 


nam  ^rzr~2  derivata  quoad  v ipsius  log  (.§•—■ ecv2)  est. 

1 


iem 

(de 

»c 

Pa 

Ui 

u 

i 

J 


2oc 


log  , nam  s=o  pro  tzno 


ct  tum  v quoque  positum  est  = © ; itaque  o = 
— ^ log(  5-—  o ) + const;  itaque  const  = *^~logg*, 


1 


atque  «=~  [log g—  log  (g— av2)] 

> 


1 


log 


a® 

Notandum  vero  est  , quod  si  durante  motu  per 
medium  massa  M gravitet,  e pondere  ejus  nempe 
ex  M'  subtrahi  debeat  pondus  medii  cujus  iocusri 
occupat,  quum  hoc  a medii»  ipso  teneatur;  itaque 
si  globus  ISies  densior  sit  medio,  pro  pondere  sjJhae- 

1 N — 1 


rae  in  hoc  casu  non  1 . sed  1 


N 


SS 


a- 1 rum 


(SV-— l)#  | 

deoque  pro  g in  g — a i2.  ponendum  — — erit. 


Unde  limes  dictus  velocitatis  est  [ 


(N— O 


N 


L" 

'L' 

(tcei 

lini 


1)61)1 

Cilii) 

lete 
sciss 
ut  ti 
mod 


tus) 

Si 


:(1  :2A)J=j/— ^=cl^^T5T-,  si  velocitas 


N s SS 

altitudini  A competens  c dicatur  ; nam  a erat 


— , et  c~zz.2Ag  > adeoque  c~\/ 2A g.  Et  quo  den- 


sior globus  est,  id  est  quo  majus  N,  celeritas  eo 
propius  ipsi  c venit  , nunquam  , tamen  eam  asse- 
quens  5 de  quacunque  altitudine  per  medium  uni 
formiter  densum  cadat  : unde  cur  piuviat  per  ae 


k 

in 

Cii 

n 

di 

111 

ipj 


1 


I(  22!)  ) 

rem  cadentes  crania  haud  perforent  , i nt el I igitur  ; 
(densitas  quidem  aeris  sursum  decrescit  , quod  ta« 

, mcn  etiam  data  Jege  in  calculum  revocari  potest). 
Patet  etiam  globum  verticaliter  deorsum  celeritate 
idicta  explosum  , ut  resistentia  ponderi  ejus  aeque- 
ntur, in  medio  uniformiter  denso,  uniformiter  ca- 
dere. 

t/|  XI.  Si  C continuum  aliquod  e spatio  sit,  detur- 
que  tale  punctum  , per  quod  transeunte  plano  quo- 
vis ejusmodi,  ut  una  portio  ipsius  C in  unam  il- 
lius plagam  , altera  in  alteram  cadat  , ipsum  C M- 
becetur : dicitur  punctum  illud  centrum  magnitu - 
“ dinis  ipsius  C. 

J Per  3 plana  unum  punctum  A commune  ha- 
bentia, et  ad  se  invicem  Lria  , quodvis  spatii  pun- 
ctum , data  ejus  a singulis  distantia  , manifesto 
* determinatur  ( 193  ) pro  A tanquam  capite  ab- 
scissarum : potestque  quod  vis  finitum  M ita  poni  , 
nt  totum  M in  aliquem  8 angulorum  qui  per  ejus- 
modi 3 plana  elformantur  , (saltem  nulla  pars  ex- 
uis) cadat. 

Si  M ita  cadat,  ut  plane  dicebatur  , et  pro  quo- 
vis P dictorum  3 planorum  , ductis  ad  aliquod  eo- 
rundem planis  ad  intervalla  numero  n aequalia  pa- 
ralellis,  a puncto  proximo  ipsius  M usque  ad  re- 
motissimum (id  est  ab  illo  , quo  nullum  propius 
est,  usque  ad  illud,  quo  nullum  remotius  est); 
et  partibus  ipsius  M inter  quaevis  proxima  plana 
parallela  dicta  contentis , nomine  generali  Edictis, 
f respondeat  cuivis  z'  inter  eadem  plana  contentum 
aliquod  z'\  aut  ipsum  gaudens  centro  magnitudi- 
nis, aut  constans  e partibus  certis  centro  magni- 
tudinis gaudentibus;  deturque  tale  punctum  p ad 
distantiam  D a P ; ut  si  quodvis  z'\  ipsum,  si  cen- 
tro magnitudinis  gaudeat,  si  non,  tum  partes  di- 
ctae centro  magnitudinis  gaudentes  , nomine  gene*' 
rali  z dicantur,  et  S dicatur  sumina  omnium  pro- 
ductorum e quovis  z iii  distantiam  centri  magni- 
tudinis ejus  a P,  possit  n pro  quovis  dato  ita  au- 
geri, et  ipsa  z ea  Jege  accipi,  ut  8—  MD  sit  < co 
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z' 


(aut  mo  sit),  atque  — ~ sit  = 1 aut 


Z' 


1 si  n 


a-*-\  GO  *.  tum  p dicitur  centrum  gravitatis  geo- 
metricum ipsius  M. 

Demonstrari  potest  dari  pro  quovis  M tale  ut 

8 

S=MD,  sive  S MD,adeoqtie  — D,  vel 


8 

M' 


S' 

D 5 atque  pro  S a-^v  $'  esse  ~D.  Dari 


igitur  talem  limitem  pro  tali  casu  demonstrandum 
est  , et  quidem  ita  ut  ( pro  quovis  z1  et  z"  simul- 


z 


taneis  ) — ^ a-~\  1 ; atque  tum  methodus  exponem 


z 


da  est , functionem  istam,  non  in  concreto  sed  non- 
nisi per  limitem  datam  ( 191  ) differentiandi. 

Imo.  Si  u sine  fine  crescat  ex  b (Fig.  26)  versus 
c , et  simul  u'  sine  fine  decrescat  ex  b versus  b , 


atque  u semper  < ac  sit:  tum  u gaudet  limite  (per 


p.  47),  et  si  limes  iste  j3  dicatur,  ex  a incipiendo 


neque  ulira  c nec  intra  nec  in  b terminatur;  adeoque 
est  <ab  , et  6. 

Nam  si  ultra  c ex  gr.  in  * terminaretur;  tum  cu- 
jusvis  u differentia  a J3  esset  , quia  quodvis  u 
ante  limitem  <Cac  est.  Ita  si  ante  b terminaretur  p, 
quantitate  q , cujusvis  u (quum  inter  b et  c termi- 
netur) differentia  a p esset  > q . Quum  igitur  in 
neutro  casu  tendere  differentia  ad  o posset,  p li- 
mes ipsius  u non  esset.  Ita  nec  in  b terminatur. 

2do.  Atque  hinc  si  p sit  =(FWx — (F)(/w— ])x 
et  //' sit  — (U')*»x — (U 1 ) (m — ijx,  ei  hoc 
dicatur  (\i')mx,  atque  u sit  =(Lf)/«x — (U ) (m — l)x, 

quod  dicatur  ( u Jmx  ; ac  (pro  n GO 


prii 


tum  etiam 


(u  )m£ 


{ E)  ( m — i ) 


( tjmx 
(h )///x  taie  sit 


ut 


(u')//>x 
et  si  (B)  x - 


(b 


■m  x 


( 231  ) 

erit  (F )x — (F)fl~(B)# — (B)o ; et  si  (B)#  functio 
summatrix  valoris  noti  sit,  fiet  fu).r=(F)^  = 
(B).r+  const. 

Sit  ex  gr.  fFig.  27)  centri  gravitatis  areae  in  pla- 
no inter  abscissam  et  ordinatam  y atque  li- 
neam cujus  aequatio  sit  2/=(A):r , comprehensae, 
distantia  prius  a plano  P , deinde  ab  alio  ex  x ad 
P L_ri  quaerenda. 

Consideretur  cuivis  x appertinens  z4  superius  in- 
ter plana  ad  P parallela  contentum  , sitque  z re- 
ctangulum  2 ce;  erit  distantia  centri  magnitudinis 

y 

hujus  a+vi;—  ; multiplicato  autem  n per  2,  ori- 


)  a + w ) ( a+v 
).  Quod  si  con- 


entur  duo  rectangula , cc  , et  a+co  , atque  distan- 
tiae centrorum  magn.  (retinendo  valorem  ipsius  x 

x 3x 

priorem)  erunt  a+v-\r  — et  , et  produ- 

4 4 

cta  ex  ipsis  z in  distantias  erunt  prius  2<x(afv  + 

y 

— postea  vero  a( a+v  + ~ 

JL 

+ ~~ .)  — 2a(«f«  f i ) f m ( «fr f ~ 

tinuetur  semper  porro  multiplicando  n per  2,  mani- 
festo crescet  productorum  istorum  summa, -tam  huic 
quam  cuivis  x , adeoque  etiam  toti  x appertinens; 
manebit  tamen  ipsi  x appertinens  Ov/  (a+x)'  ct 
pars  ipsi  x ( valorem  ejus  priorem  intelligendo)  ap- 
pertinens manebit  <Z.xy{a-\-  x).  Gaudet  igitur  tam 
pars  toti  x quam  ipsi  x appertinens  limite  (p.  47) 
et  summa  limitum  ad  quos  tendent  partes  omnibus 
X appertinentes , est  limes  ipsi  x appertinens,  qui 
per  constantem  M divisus  , dat  (per  def)  distanti- 
am D a P. 

Manifesto  vero,  si  limes  toti  x appertinens  (F)# 
dicatur,  erit  (F)//»x — (F)(m — l)x  sive  brevius 
fO mx  , limes  mto  x appertinens  , k differcntiale  ve- 
rum ipsius  ^F)#, 
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J 


Sed  ex  Imo  si  xy(a+x)  (omnia  ad  rectam  re- 
ducendo} sit , id  quod  ibi  ob  erat,  et  (x# — k)  (af  r) 
sit  id  quod  ibi  ac  erat,  et  u sit  summa  producto- 
rum e rectangulis  inscriptis  in  distantias  centrorum 
magn.  (nonnisi  ipsi  x priori  appertinentibus,  sem- 
per  per  2 dividendo^  , a'  vero  sit  summa  rectan- 
gulorum  circumscriptorum  simultaneorum  per  di- 
stantias centrorum  magn.  multiplicatorum  : rnanife* 
sto  manebit  u semper  <C(xy — k)  (0-Kr)  3 crescens 


f 


sine  fine  a 2a(a+v  + — — ) incipiendo  ; limes  igitur 


,'iti 

I Si 
m 
Ih 
llela 


dictus  ipsi  x appertinens  est  yx  ( 0+ # — x}  at- 
que est^yxfa-i-  x).  (230)  . 

Valet  autem  hoc  de  quovis  x,  etsi  n pro  pin-p! 
tegro  Utvis  magno  per  2 Y1  multiplicetur  ; estque 

y'x(a  + J?—xj  - x _ ;/ 

- — vy-r-— ■ /"--n  1 ; nam  -r-—l3  — a 

yx[a+x)  x 3 y 

a+x — x 4 . . yx(crlrx) 

^ 1 ( p-  80 ) ; consequ-  etiam  Tomi: 


I,  et 


CUJf 

ade 
I kt 


1 


et 


, estque 

y(af.v) 


yx  ( 0+^*) 


M 


differentiate  ipsius 


(F)x 


M 


M 


, . j f70fa?)JM 

derivata  quoad  x est  > atque  — ~MT  ~~~ 


p 


Ifci 


est  dist,  centri  grav.  a P,  quum  y=  JM  in  hoc 
casu;  et  pariter  pro  aliis  casibus  idem  prodit. 

Si  vero  distantia  centri  grav.  ab  a + x quaeratur  j§Y(fl 

prius 


erit  y'x  5 et  distantia  centri  magn.  est—  , l 

2 d'i5i 


, 1 . . IH' 

adeoque  factum  ~ - x/2;  sivero  bisecetur  x,  erit 


summa  factorum  — • 


a y'  + 


2 - u • 2"fafw)  (y  + *),  si 

ordinata  intermedia  praecedentem  quantitate  X su- 
peret. Crevit  itaque  , crcscetque  sine  fine  summa 
productorum  (ut  antea),  manens  tamen  <C  xy,  qua- 
propter hic  quoque  limitem  dari  constat.  Est  quo- 


H 


110 
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que  limes  hic  >~x/aj  et<-*-x  y* , ac 


Tx*  ~ 


2-  v 


y-y 


V 


y 


1 ; hinc  2M  differentiaIe> et 
derivata  ( quoad  distantiae- ab  axe  centri 'grav. 

fyJ|V[ 

areae  est;  pro  linea  ipsa  vero  prodire  (pro  IVI 

ivi 

Jineam  denotante)  facile  patet. 

Si  afx  figuram  in  2 partes  geometrice  aequales 
synmetrice  dividat ; atque  distantia  cenri  grav.  a 
„ H ultra  figuram  ad  distantiam  D'  ipsi  a+x  paral- 
lelam , quaeratur  : rcctangulorum  priorum  inscri- 
ptorum (ita  et  circumscriptorum)  dupla  fient  , et 
cujusvis  ejusmodi  dupli  centrum  magn.  in  a + x 
cadet  ; unde  manifesto  etiam  limes  summae  pro- 
ductorum e rectangulis  inscriptis  in  distantiam  a 
H constantem  D',  erit  MD',  atque  dist.  centri  grav. 

a H erit  (per  def.) 

Quoad  lineam  ipsam  autem  pro  hoc  casu  erit  %" 
superius  , complexus  cordarum  arcuum  inter  plana 
ad  P parallela  proxima;  quarum  nunc  aequalium 
quaevis  (sensu  229)  z dici  potest;  est  autem  unum 
z ipsi  H propius  altero  eidem  synmetrice  respon- 
lil  dente  ; atque  si  illius  z , quod  ipsi  H propius  est  , 
distantia  centri  magn.  a H dicatur  b , remotioris 
U!  vero  distantia  ab  a + x dicatur  c ; erit  summa  pro- 
j/  ductorum  ex  utroque  z in  centrorum  magn.  eorum 
2 [distantias  = bz  + ( bf2c  )z—2z(b+c')  ; est  autem 
2 Cb  + c)  constans,  utcunque  mutentur  b et  c ; adeo- 
que  et  bic  limes  summae  productorum  omnium  z 
in  suas  distantias  ^ erit  2M ( b + c)  , (pro  M lineam 
dimidiam  denotante)  et  distantia  centri  grav.  a H 

erit  — - * =bfc  ; quao  distantia  ipsorum  H et 


2M 

a+x  est.  Consequ.  centrum  grav.  in  a + x cadit. 

Corporis  per  revolutionem  circa  axem  generati 
juoque,  centrum  grav.  in  axem  cadere  pariter  patet. 

FF 
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Omnia  dicta  vero  ad  ordinatas  decrescentes  quo-i  f 
quo  facile  aplicantur. 

Pro  linea  curva  (etsi  non  in  planum  cadat)  cor* 
dae  arcuum  inter  plana  dicta  parallela  contento, 
rum  , sunt  ipsa  z"  centro  magnitudinis  gaudentia; 
pro  superficiebus  autem  talia  plana  * ponunt  ur  cen- 
tro magnitudinis  gaudentia,  quorum  summae  linies 
sit  superficies  ipsa;  idem  quoad  solida  patet. 

Est  autem  etiam  dum  tantum  longitudo  curvae  , 
aut  area  superficiei  curvae  quaeritur,  functio  cujus 
differentiate  quaeritur,  non  in  concreto  (ut  ex  gi\ 
area  parabolae)  data  : sed  demonstrandum  est  ii-  « 
initem  dari , qui  functionem  absolutam  differenti- 
andam  praebeat.  Ita  ( 219  ) spatium  in  motu  dif- 
formi,  est  functio  absoluta  per  limitem  tantum  da* 
ta  ; quem  dari  ibi  quoque  patet. 

Demonstrari  potest,  pro  quavis  linea,  superfi- 
cie, et  corpore  quovis  dari  centrum  gravitatis; 
imo  si  planum  quodvis  Q per  id  ducatur  , atque 
gantui  plana  ei  utrinque  ad  distantias  aequales 
|,araileja,  et  respectiva  z inter  proxima  plana  pa- 
lallela  contenta  per  distantias  centrorum  n agni- 
tndinis  a Q multiplicata  momenta  vocentur  , ac 
n una  ipsius  Q plaga  accipiantur  in  altera 

^ ve ; erit  limes  summae  omnium  momentorum  o. 

i vero  in  F e fine  ipsius  D (in  casu  superiore)  _ 
ducatur  Lris  ad  D,  et  ad  hanc  Lrem  fiat  planum 

] re  P'  ultra  M,  et  sectio  planorum  P et  F'  fiat  ![ 

axis  motus  plani  P':  tum  invecte  homodromo  quies 
erit;  si  ex  gr.  P'  liorizontaliter  concipiatur,  et  sin- 
gulae partes  ipsius  M in  distantiis  suis  deorsum 
ravitent,  atque  vis  tota  M in  p sursum  agat:  erit 
icmpe  summa  momentorum  o , quum  nulla  assi-  \ 
gnabili  sii  > vel  < unum  nempe  AID  , quam  sum- 
•na  reliquorum. 


Exempla.  Imo.  Si  M dimidium  segmentum 
bolae  sit;  et  quaeratur  distantia  centri  grav.  a 
. f xy  j , 

111  M-  = mT  >Per  et  l,oc 


para- 
a y er- 


tice  : er: 


M 


est 
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f* 2 


i * 


( XjJ  x'x  __  p_2 

M M 

_ 3 

b 2 ( 205  ) — -r-x.  Si  lioc  in  axe  sumatur,  erit  ceu* 
5 

| ^ 
irum  grav.  totius  segmenti  ( 233  ) ; si  vero  cen- 
trum grav.  dimidii  segmenti  quaeratur,  ♦wn  (per 

fa 

3«  233  ) etiam  distantia  ejus  ab  axe  = 2>T  <l,lae* 


enda  est. 


■1  r- 

2do.  Si  M paraboloidem  denotet;  es 
4u  9 ■ n npoc*  npx3  . i 

*r  * ( 2ii  ; = 3V  = V ' 


.m 


M 


3 x'  > 


er  M=  ^ . 

3tio.  Si  M segmentum  sphaerae  sit : est 


f wy' 
M 


M 


-J~  x(  2x—~x*)  (pro  abscissa., a fi- 


2tt  x 
M 


e 'diametri,  et  radio  l)  ; et  hoc  est  ~ 

■-/  Trtp»  m =,3 r>  ‘ M=’- 

= J~iT2.P — -X*)~ •jTSTtj? — 


fi|M.  Sed 


-7TA' 


__  _/3^8^3)  „ J rJM 


Conseq. 


ML 


8*r3 — 3#4  . t\  {‘Sx 2 — .r3J 


**—%-** 


3.4  3 3 — x 

4to.  Si  M arcum  circuli  a’  fine  diametri  inci- 
Sen.em  deuotet  usque  ad  ordinatam  abscissae  a\x 
centro  acceptae  :j  erit§pro  distantia  centri  grav. 
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a centro 


r i 1 

J (*  + r)  JM f^(a+x)  fl*ty a)  2 


M 


M 


(per  200  et  204)  ; quod  item,  quum  y sit  = 


-i 


[i — j 2 . et  y—  — (<z+.r  ^ [!—(«+# ) 2 j 2~5  at. 


1«  fa  («+.r)2+l — («+#)* 
qiie  i+4f  =r— =[i— C«+^)JJ  ’ 


eri!  que 


^(a^oc)  [l  — ^ aix) 2 ] 2 — («■{•#)  2 ] ^ . 


jie 


M »1 

Ufide  si  (ut  Imo)  et  ab  altera  parte  accipiatur  \ 
arcus  aequalis  : toiius  arcus  dis t.  centri  grav.  a cen- 
tro , erit  4ta  prop.  ad  totum  arcum  ? cordam  et  ra- 
dium ( heic  ~l).  . 

oto.  Si  M segmenti  circularis  dimidium  sit  ; et 
dist.  centri  grav.  a centro  quaeratur:  erit 

l 

fla+x) JM f~ ^(a^x^y  f ^ [ 1 — (#f#)2j  2 

M~  ~ “M  ' ~ M 

3 . _ 


ir  n— («+*•)  u ^ 


3 


y 


~ dist.  centri 


M M 

grav.  a centro  pro  segmento  toto  quoque  (ut  Imo.). 
Cto.  Pro  sphaerae  superficie  est  ( Pro  ab-  l 

scissa  et  dist.  centri  grav.  a fine  diametri\^:=r/~27r# 

i ' * j 

— #2)__(2# — x2)2  ; nam  heic  J\l— 2%(l  *+ 


fijjli 


U 


■f 


y2)  (per  200)  ? y autem  = (2x — xs  ) 2 5 et  y = 
(1 — #)  — x~)  2 , atque  — —i.  | 1 ^ 


tiu 


2.r — .t’ 2 


X i 

;*  adeoque  27t.vy(l  + y2  ) 2 == 


2* — A’ 


X 


12**  (>  =2rr*  et  ="**  ^ 

(2*— *e)~ 

1 J_  . , 1\X*  x 

(1  +y'-)'z  (Per 200)~nx*  'Sl  T~~2~  ' 

6to.  Superficies  per  revolutionem  circa  axem 

f JL_ 

generata  =/'27ry(l  + 2,8)  2 , est  aequalis  lineae, 
cujus  revolutione  generata  est,  per  distantiam  ab 
ixe  centri  grav.  lineae  , multiplicatae. 

, J_ 

Nam  linea  est  — J~ ( 1+^3)2  ■>  distantia  cen- 

ri  grav.  lineae  ab  axe  est 2 : * "** 

fiiT.  nam  heic  JM=  /( 1+i*)”5,  et  dist.  ab  axe 
;entri  grav.  est  = C 233  ).  Est  autem  pe* 

ipheria  (radii  distantiae  centri  grav.  acqualis)=a 

lnJ  fr.O+ff*)2  . et  hoc  per  lineam  ipsam  =. 


A1  + W2  . 

« i %% 

f (l+y2)  2 multiplicatum  est  = J~ y~)'2 
rc  superficiei»  Soliditas  eadem  revolutione  generata 
3st  ~ areae  per  peripheriam  centro  grav.  areae  de- 
icriptam  multiplicatae  : nam  soliditas  est  J ity  , 

S t"  y* 

3t  haec  est  = r-- — — . y;  atque  centri  grav. 

J y r X . 


neae  dist.  ab  axe  erat 


_r4* 


M 


[,J 

2*/yJ 

:t  periphcria  radii  huic  aequalis,  est=’”j,'~^ 


- — y 


( 238  ) 


quod  per  aream  ==  _f~ y multiplicatum  est  = 

J *!/*• 

XII.  Si  vero  M in  plani  P plagam  aliquam  ca- 
dens, circa  rectam  in  P cadentem  ut  motus  axem, 
vi  gravitatis  descendat:  punctum  illud,  cujus  di- 
stantia q ab  axe  aequatur  longitudini  penduli  sim* 
plicis  cum-  dicto  composito  isochroni  , centrum  o - 
s dilationis  audit.  Si  tantum  geometrice  pro  ipso 
M ubique  aequedenso  et  aequegravi  consideretur : 
prodit  q , si  quodvis  z CinXI)  per  distantiae(heic 
ab  axe  motus)  non  primam  ut  ibi  sed  2dam  poten- 
tiam multiplicetur  , et  summae  productorum  ejus- 
modi limes  per  MD  dividatur,  (D  distantiam  cen- 

tri  grav.  ab  axe  denotante);  nempe  q^z  — cpro 

eo  quod  ibi  af*  erat  , heic  distantia  ab  axe3  x di- 
cta. 

Si  ex  gr.  M rectam  x denotet,  extremitate  una 

x 


fixa  oscillantem  : erit 


et  atque 


X ' 


, adeoque 
«5 


DM 


a:3 

X 


X 


2 


2 , 2 
— x i et  pendulum  simplex  longitudinis  — x 

ipsi  x circa  finem  oscillanti  isochronum  est. 


* (Fig.  28).  Si  nimirum  (juxta  ingeniosum  Jo~ 
hannis  Mernoullii  conceptum}  rectae  rigidae  et 
gravitatis  expertis,  extremitate  superiore  fixae,  non 
verticaliter  sitae  , certis  punctis  affigi  certa  pon- 
dera a, /3  - « (ut  res  simplicior  sit,  instar  puncti 
considerata)  concipiantur  : descendent  massae  boc 
pacto  connexae,  motu  quidem  accelerato  (nam  un* 
devis  descenderent , donec  centrum  grav.  in  verti- 
fcalem  pervenerit)  , at  minus  accelerato,  quam  si 
sola  massa  a ad  distantiam  a posita  esset,  et  ma- 
gis accelerata , quam  si  sola  massa  j3  ad  distantiam 
& esset» 
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Quasvis  massarum  a,  j3  - - - tamen  eadem  vis  gra- 
vitatis sollicitat  verticaliter  deorsum  ; quod  Hemo- 
ullius  per  massas  gravitate  (hac  vel  alia)  anima- 
ri exprimit  r at  cuivis  massarum  a,  j3 ---  certam 
certa  gravitate  animatam  substituit,  et  omnibus 
prioribus  annihilatis  , omnes  substitutas  gravitati- 
bus propriis  animatas  eidem  puncto  * affigendo,  no- 
vum pendulum  simplex  fictitium  construit,  cujus- 
cunque  longitudinis  datae  priori  composito  isochro- 
num  ; et  inter  omnia  talia  pendula  simplicia  prio- 
ri isochrona  , illud  quaerit,  quod  plane  gravitate 
quae  ad  terram  est,  animatur. 

Ponatur  gravitas  ista  , quae  ad  terram  est,  =1 , 
ad  quam  reliquae  gravitates  referantur.  Notum  est, 
spatium,  quod  verticaliter  quaevis  massarum  a, j3- - 
! sub  t vi  gravitatis  describeret,  esse  idem;  atque 
tdecomponendo  , virium  una  a puncto  suspensionis 
elisa  , alteram  esse  vim  w quae  punctum  quodvis 
in  arcu  percurrendo  urget  ; atque  hanc  esse  vi  gra- 
vitatis per  sinum  aliguli  ?/  (pro  radio  1 acceptum) 
multiplicatae  aequalem  (pro  quovis  angulo  //). 

Ita  etiam  notum  est,  pro  temporis  oscillatione 
[eodem,  esse  longitudines  pendulorum  simplicium, 
Jti  gravitates.  Hinc  si  massa  ad  ptuplam  distantiam 
*tupla  gravitate  animetur;  pendula  simplicia  (quan- 
tavis fuerit  massa  eadem  gravitate  animata)  isochro- 
ia  erunt. 

Si  jam  massam  a tollere  libeat,  et  ad  distanti- 
ae2 . q 

im  q massa  -pp  gravitate  — — animata  ponatnr  ; 

• -ii  Q Kffi2 

erit  vis  illa  qua  gravitas  massam  — r-  ur- 

a q 

jet , ad  vim  illam  qua  gravitas  =1  massarum  a, j3  - - 
[uamlibet  urget,  uti  — ad  1,  id  est  uti  e ad  e, 

a 

deoque  uti  arcus  simul  per  fines  rectarum  q et  a 
lescribendi  ; momentaque  nempe  producta  e di- 
tandis a puncto  fixo  k in  massas  per  ipsarum 


Vires  multiplicatas  erunt  aequalia;  nempe  si  vis 
qua  urgetur  a,  dicatur  w,  momentum  ipsius  a erit 


a«w,  momentum  massae 


a a2  . cta*  qw 

— vero  erit  — ; • .q 

i f r - 


a 


=a«w.  Sublato  itaque  cc,  massa  gravitate 

animata  ad  distantiam  q a puncto  suspensionis  po- 
sita, massarum  reliquarum  motum  non  magis  pro- 
movebit  aut  retardabit , quam  a ad  distantiam  a . 


W 


Sublato  (3  etiam  massa  L— - gravitate 


animata  I 


ad  dist.  q posita,  [idem  in  motu  penduli,  quod 
antea  j3,  praestabit.  Eodem  modo  sublatis  a, /3 


a a 


omnibus,  et  ad  distantiam  q positis  massis  ^ - , 


gravitatibus 


q 

’ 5* 


animatis,  orietur 


q~  a 

novum  pendulum,  simplex  longitudinis  q%  massis 
dictis,  gravitatibus  propriis  animatis  ad  imum  ap- 
pensis , priori  composito  isochrorum. 

Si  unitatis  massarum  , gravitate  ad  terram  = 1 
posita,  pondus  sit  P (exgr.  unius  librae),  et  P=1 
ponatur  : massae  p,  gravitate  y animatae  pondus  erit 
pyP  , sive  w (pro  P=1  posito J;  si  ex  gr.  p quoad 

2 


fal 


unitatem  massarum  expressum  sit  , et  y quoad 


2.4 


gravitatum  unitatem  sit  =4  5 erit  pondus  --  , id- 


est 


8 


— librarum. 


Sint  massae  plures  jx  , jx'  - - - gravitatibus  y , /--- 

animatae:  erit  summa  ponderum  — + ; et 

si  omnes  hae  massae  gravitate  Q animari  concipi- 
antur , pondus  summae  .earum  erit  (p4*  jx' - - Q ; 
atque  pondus  hoc  priori  summae  ponderum  aequa- 


ipi 
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le  erit,  si  Q= 


nam  ex  hoc  sequitur 


p d-  y,- 

QCf*  + p'~  * * -)  + hoc  casu  itaque  pon- 

dera massarum  ad  idem  panctum  * positarum  gra- 

...  a n~  Q x 

vitalibus  propriis  animatarum  , erunt  • — - -r 


a 


I0( 


-HS™  h ^ » atque  si  ex  omnibus  quibuslibet 

aa  ~t  po ' ~ * - 

ut  valoribus  ipsius  ^ , is  quaeratur,  pro  quo  fit  Q=I 

r j -v  . a«*  + fji  - - 

Sli(  nempe  gravitati  ad  terram;  , ent  — 


r 

bus 


a#  2 

nempe  massae-—  , 


136 


y gravitati® 


animantur;  unde  Q prodibit  di- 


? _X. 

TsT  *>  b 

videndo  (ut  prius)  summam  ponderum  per  sum- 

ar/+/3  b - - « . &a  2m\,pb  2 - - r 
- — 3 - 


niam  massarum ; nempe  Q: 


i? 


ri 


aa-\-  pb  - - - 

MD 5 SI  a+  P * - - dicatur  M,  et  D sit  di- 
stantia centri  grav.  ab  axe  motus  , nam  ( in  XI  ; 
est  aa + j3  £ - . - =MD.  Erit  autem  etiam  pro  hoc  q 
(quum  pro  quolibet  sit)  pendulum  priori  composi- 
al  to  isochroiitim  ; atque  nunc  massa  penduli  simpli- 
cis gravitate  1 animatur,  nec  massa  influit. 

Centrum  percussionis,  ipsius  M quo  feriente  omnis 
partis  hujus  celeritas  o fieri  potest,  non  suppo- 
nit gravitatem  : recta  cum  massis  a,  J3  « - - mota 
circa  k , sit  ya  celeritas  finalis  ipsius  a , dum  i- 
stud  M in  puncto  * aliquam  massam  ferit  (y  co- 
efficientem  aliquem  denotante);  erit  celeritas  tunc 
yb  ipsius  p , ita  cujusvis  reliquarum  celeritas  erif 
y per  distantiam  a k multiplicata.  Quantitates  actio 
nis  autem  erunt  a ya>a , Pyb2  ~ nempe  per  distan- 
tias sunt  vires  multiplicandae.  Si  jam  vires  aeqnaies 
ipsis  uya,  pyb  - - - ad  disf.  q ponantur  directioni 

G G 
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opposita  , et  q tale  sit,  ut  (aya+Pyk )q^zu/ux 

+ ; tum  omnis  actio  elidetur;  erit  autem 


q = p > u^*  denominalori  pariter  sub. 


st  i tui  potest  MD.  Itaque  formula  eadem  prodit  at 
centrum  percussionis  est  idem  in  vacuo,  aere  , aqua 
centrum  oscill.  si  rectae  dictae  massae  densita- 
tis diversae  affigantur,  mutatur  in  diversae  gravi- 
tatis specificae  fluidis;  econtra  in  eodem  fluido 
centrum  percussionis  a situ  percussi  dependet  ; 
quum  pro  hoc  casu  centrum  oscill.  maneat. 

§.  37.  Plura  adferre  , quum  nonnisi  primaria 
fundamenta,  c quibus  reliqua  promanant , expone- 
re propositum  sit,  supervacuum  est:  attamen  in 

§.36.  supposita  demonstrare  superest;  et  tum.pau 
cis  adhuc  , intellectu  facilioribus  , campum  visio 
nis  in  gratiam  Tyronum  augere  licebit» 

I.  Sit  ?/=(  A )#  , atque  ( \)mi  — (A  ) (m — 1 )x 
dicatur  (ut  supra)  u;  erit  ^:=( A )mx — [ (A)mx — u"] 
=q — (?~v)  5 s*  (A)awx  generaliter  q dicatur  (sen- 
su 187)  et  (A)  ( m — l)x=^q — 6;  atque  si  quaeratur 
differentiale  derivataque  functionis  tA  — (A)#* 

quod  dicatur  (A'V;  erit  terminus  generalis  seriei 
ex  (\ *'jx  derivatae  , (A')wx — ( A')  (m- — 1 )x  = 
qk  — f q — \\)k  — q * — [q*  — &q*“l  u j (per  150); 


quod  item  est : — + J ( si  sumina  aut  limea 

summae  terminorum  post  kq^~xu  sequentium  s di- 


catui ). 


Sed 


, l-l. 
kq  ii 


kqk~X  II 

143)  in  Jormiila  jbinomiali  , pro  exponente  h,  si 
^>1  , exponens  coeff.  semper  decrescit  , si  vero 
k<Zl  , exponens  coeli,  semper  < 1 est  , et  quidem 
in  utroque  casu  sive  sive  ^ fuerit  k;  nempe  pr0 
>}<  k > l , duo  proximi  exponentes  coeif.  exprimi 


1 (si  n CO  ) ; nam  (pei 


ten 


da 


ibi 


. k — u k — M — 1 

possunt  pro  p integro  per et ~ ■ ; et  re- 

p-fi  p-f2 


i 
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ducendo  ad  denoin.  eundem  , patet  priorem  esse 
> posteriore  , (etiam  pro  o ) , si  vero  k>  I, 
demonstratum  ( 143  ) est , maximum  exponentem 
coeff.  esse  ipsum  — k\  et  pro  h (sive  if«  sive  -«  ) 
<1,  esse  quemvis  exponentem  coeff.  <1. 

Hinc  quum  duo  casus  sint  ; nempe  series  bino- 

JUnialis,  aut  terminata  aut  infinita  est:  terminatur 
pro  k >{<vo  et  integro;  si  non  terminetur,  tum  ex- 
sitr-  ponens  coeff.  quivis  aut  <Ck  aut  <1  est.  Considere- 
aih  tur  prius  ubi  series  infinita  est  , et  exponentium 
"tcoeff.  maximus  k est.  Exponens  seriei  a kq^~lu  in- 
Hcipiendo  semper  fractio  vera  pro  terminis  sequen- 
tibus semper  decrescens  (pro«$>l  ) esse  potc- 
ai)  !rit;  nempe  n ita  augeri  potest  pro  dato  quovis  u, 

nt  ti  < co  , adeoque  u et  ~ <1  fiat;est  au- 

K Q 


illt 


iai; 


sio  tem  quivis  seriei  exponens, 


coeff.  multiplicatus  , adeoque  <£ 


per  exponentem 
kii 

est. 


Erit  igitur , si  kq^~l  lr  dicatur  K,  et  limes  sum- 
mae terminorum  post  K sequentium  ( etsi  omnes 

▼ . / k~*-l)K1u  , , kn 

t< vi  essent  ) s dicatur  ; s<Z t. — : C 1 — — ) 

2q  q y 

;:  [ per  131),  nempe  terminus  post  K sequens  est 
k — 1 )Ku  . lk — nKu  . s ( k — 1 )Ku 

i itaque  . « TT^i^K 


2q 


1 ! . J 8 . (k , . . 

fjid  est  ~ , quod  o si^u  quovis 


h 

labili  minus  fieri  queat. 

K 

Unde  (per  81)  — 

J K-fs 

^ h 

Uonsequ 


1. 


( \ ) «x-f  A')  c m — l)x  1 ’ id  CSt 

liffereiitiaie  verum  (sive  terminus  generalis)  seriei 
(.V)jt  = ( derivatae  , aequipollet 
G G * 
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ipsi  k ( A ) tn  x tr  ; estque  n ponendo  more  con- 
rvtlo  pro  m , k < A ) v^~l  u~d ( A';.r,  id  est  ku^‘l  b 
eat  differ  entia!  e (sensu  stricto  191),  et  ku deri- 
vata ipsius  uk  (quoad  u ). 

Idem  etiam  ad  integrum  ^ api  i cari  potest; 

nempe  tum  quoque  exponens  seriei  quilibet  <-— •* 

<11  fieri  potest,  atque  ibi  s adhuc  minus  est,  quam 

. . . tii  . 

*i  senes  geometrica  exponentis  in  00  exten- 

daffir, 

'&i  vero  k <Z  1 , sive  jjt  sive  **  sit,  exponent 
f 0 eff-  ubique  <Cl  erit,  adeoque- exponens  seriei  qui- 
ri ^ u . . . •?,_  Ak — 1 h 

libet  < ~ — erit  ; atque  tum  in  ?/  , 

(j  A K - 2q — 2 kii 

*rit  (si  k sit),  1<1,  si  vero  k^  sit,  k — 1<2, 
■ * pariter  in  utroque  casu  patet,  (ut  prius),  quod 

A— s o.  Unde  reliqua  fluunt  : nempe 


(per  197)  Imo.  Si  u £ x(a)#  , hoc  ipsi  u substmii 
potest,  ut  sit  x(a )x  ku^1  differentiale  , et  ( a)  x 
‘ yk-*  derivata  quoad  x ipsius  . Ex  gr.  d(a — ux)* 
quoad  x ) pro  u~ a — ux  atque  a constante  posi- 
fa,  =r  — a k(<* — x , et^derivata  = 

2do.  Dari  autem  tale  n idem  pro  omnibus  <7,  pro 
dato  quovis  N et  z , ut  ( 188  ) poscitur;  in  quo. 
vis  casu  (per  1S9)  patet,  ai  demonstretur,  pro 
quovis  q dari  tale  aliquod  n , atque  id  pro  eodem 
crescente  n adhuc  fortius  valere. 


ir 

f 

esi 

. u( 


et 

lin 

< 


Generaliter  si  superius  (A)y — (A)  C q— u ) sit  =u 
Ca)?  + *r  atque  1 ■>  i(1  cst  I,r0  N ,u' 

via  magno  , manente  q possit  n ita  accipi , ul 


ta' 

hi 

rei 

est 


■ 
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1 


v ( a > < 1 e s t r * j.  " ^ ~aT  «<**  ,uln 

+ ' ' U0)?+* 


B(a)g+f  jy  csr ? ad  coque 


ii  ( a ) </ 


> IX— 1 , pro 


L.I  «.ut,.»,..*.  .«..«ram,.. 

> n +1. 


, rH  est , si  vero  opposita  sint  , tum  # 

* 

Si 

11  sintqu 


eaedem  maneant, 

Si  jam  expressiones  prqquov  *»  «* B puncto 

sint  que  m quovis  termine  divcrsaPe  quo- 

insignitae  una  plurcs,  e^edi  1 crescente 

que  , inter  quas  tamen  u aclbit  , a \ 

priore  n,  ex  it  fiat-f  (pro  *>1  > > ^ per  hoc 

quaevis  Utera  puncto  ^ nsi-1' | \ « r\ni nus^ipsl uJ"* 
litatem  unitate  otajorem  qu.v  s term  ^ H. 
per  ipso  v majus  dividetur  , sit 

Iorum  , ( saltem  quo  nullum  «t  jinuj  j^q  g. 

terminus  aliquis  ipsius  « divimtur  , 

« u(a)jL  fie.et  P"L*>1  , quod 
ex  ^ fieret  — , ex  — ticrel  ** 

pi  i. ire  vaioro  majus  est  t reipsa  autem  a pet^tjtstt 

majus  dividitur  . udeoqu.  V»  » u «dl.ue  = 
est.  Consequ.  crescente  /#,  tanto  ior 

4<^>N-l,  Si  exgr.  tam  uu)?  q^m  * * sit; 

s 

. . . ; adeoque 

et  si  opposita  sint  , tum  s ^ 

in  casu  utroque  est^a^-~~~  * et  ^‘ncu(a}^  + J 

1 . u(a)tf — ufa^ir£^JL 

< N > sive  ' u(«0?+* 

Attamen  pro  casu  antea  relato  , valorem  quoque 
talis  ,i,  ejusdem  odato  s et  N)  pro  omnibus  ^ ex- 
hibete Tyron  ibus  supervacuum  non  erit.  Consule- 
retur  prius  casus  simplicior,  nempe  x , pro  u-  x. 
^st  id.,  quod  antea  uC1)?  era*  > ^eic 
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caturque  hoc,  K ut  supra.  Erit  (ut  ibidem)  £ 
5 id  est  ponendo  pro  x » erit 


* < 


2q — 2&x 
K(k—\)x 


n 


2qu — 2 kx 


; atque  si  ipsi  n substituatur 


[(NfO  (k—\)  + 2k]x  , 

~ - — — --  , posito  C sed  statim  demon* 

strando)  dato  quolibet  majus  tale  N accipi  posse, 
ut  hic  valor  integer  >J<vus  sit,  per  quem  variabi- 

kx 

lis  absoluta  dividitur  , atque  sit  , ut  exP°* 

Jj  y 

nens  seriei  (ut  supra)  — sit  •<  1 ; erit 

_irr,  x 2y(N+l)(/&— \)  + 2k 
s <K(^ — I ):  — <£- — 2*;  id 


est  O 


K 


( N + 1)  — 1 )~\2k — 2A  ~ 5 et  S<  Ntl  iU“' 

de  K>(N  + l)^,  atque  etsi  K et  s opposita  sint, 
s ex  k nonnisi  unum  s delendo  , manet  K+$>Ns  ; 

sonsequ.^-j  (abstrahitur  scilicet  heic  a de- 

terminatione ^ et  ^ sensu  p.  31). 

Quod  vero  ipsum  N quovis  dato  majus  ita  elige- 
re liceat,  ut  n dato  quovis  majus  >£nim  sit;  patet 
sic. 


Si  fi  sit  : est  pro  p et  1 , par — fi  fi>  a — fi» 

Nam  a et  tunc  aut  utrumque  rf*  aut  utrumque 
•— < est;  atque  erit;  (pro  fi  et  co  aut  utroque  >J*vo  aut 
utroque  ^ vo  ) a=/3+<o , aut  a= — fi — cu  ; in  casu  pri- 
mo est  px — + — fi^zzr.  pca  + fi(p — 1)  , et.  a — fi 

— — p — cof|3z^: — co  ; quod  est  jxcofj3(jx — >1 ) ; nam 
p — 1 , ita  p est  , atque  w\fi  est  aut  utrumque 
>{<  , aut  utrumque  >h  ; in  altero  casu  autem  est 
px — fi~  —pfi — pa—fi  — — poo — fi ( p -f  1 ^ , et  a — ■ fi  zzr 
— >2 fi — co,  quod  item  est  — pv — j3(p+l);  nam  p:o)>  co  , 

et  2 fi  ^ |3(|x+  i ) , quia  p )>  1. 


% 


Multiplicetur  jam  n per  p;  erit 


J((k — 1 


K(*— l)g 
'Iqn — 'ikx 


> 


superius  s <(  — ™—  , et  hoc erit  et  quod» 

**  ^ ’ £4 /i /it*  ^ ^ JL 


, si  2qn  y 2&r;  nam  denominator  prio 
2 qpn — '2kx  1 

r is  est  minor  (per  praec.).  Si  igitur  2 qn  y 2 kx  , ac 
K(k—l)x  : . ^ JK 

2pqti — 2/*a? 

K(i_ i>  ^ . K 

V1S  tale  s < et  tanto  fortius  <™  ;nam 

denominator,  ubi  p est,  major  adeoque  quotus 
minor  est.  Quaerendum  itaque  tantum  maximum 
eorum  n erit,  quae  pro  quopiam  q requiruntur,  ut 
idem  omni  q satisfaciat;  nempe  illi  q quoque  in- 
serviente majore  n , quod  minoris  n indigeret. 

Ut  qn  y 2^  sit,  sumatur  prius  v^{k — 1 ) (Nfl), 

unde  N==«JL  — 1,  atque  accipiatur  v y vel  =z5k; 
k — 1 

substituendo  bunc  valorem  ipsius  N in  valore  su« 
periore  ipsius  ?l  , erit  2qn  = 

(k—\)x+  2kx_  va^2ix  , quod 

fi"—"  1 

si  vzz  aut)>  +•  5 k sit,  est  y 2kx  , nempe  5k{‘  2k 

y 2k , sive  opposita  sint  *;  et  k sive  non. 

Itaque  si  tale  2q?i~(v^2k')x  sit  superius  a,  et 
*2kx  sit  p ; de  a — p et  yu — p dicta  aplicari  poterunt, 
K(>£ — 0.r 
2qu* — 2kx 

Poterit  autem  n ntvis  magnum  accipi  , adeoque 
] etiam  tantum^  ut  exponens  seriei  <(  1 sit,  (nempe 

hic  fit  < 1 > si  ?i  y — ).  Nam  ex  2qnzz(v*2&)xy 

est  nzz  — — - 5 atque  pro  hoc  ^ est 

— 2^;  sit  n'  prius  n pro  c=?5£ ; pro  novo  , 

— 2&r  . . , . (t>+2>n.3- 

erit  t?  = nani  substituendo  in  ; — - * 

38  Mq 


et  ~~  ~~~ o z — decrescet,  crescente  **. 
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erit 


(2r/mr — ■2&r+2&r}*  , ^ 

it  - — — = pn \ Crescit  vero  cre*  i 


2 QX 


scente  n euam  rN— ^ 


0 2qpnf-—'2kx 


x{k-~\) 


I; 


_ r«2fl7i' — 2£.r  , . v 

nam  lioc<s3>  t'— rT  rr  ~“1  » < 9U1  valor  Pr,oris  N 

^ i i j 


est  pro  e priore),  imo  dato  quovis  majus  esse  po- 
test ; si  nempe  p accipiatur  — II  te 

Wx(jk-^U[k^ ')  + 2** . substituendo  patet,  N 


prodire.  Si  valor  ipsius  p negative  prodiret,  pol 
nendo  oppositum  ejus  ^ erit. 

Ut  vero  n integer  prodeat  , p ita  eligi  potest  ut 
\m'  integer  sit;  atque  si  prius  v tale  estr,  ut  iN  ■= 

t ^ daret  n negativum;  erit 


di 


k — 1 


2? 


— N = 77 — > at(iue  valore  superiore  i- 

*{k' — 1 ) 


psius  n ponendo  — (N  + l'  pro  N + l,  erit  2 qn  ~ 

lv~  (i-l)+C*-OJ  (*-l)*+2 i*_ 

~ —vx+±kx% 


ut 


> 


erat  vero  **  , ut  a + 2£  « sit,  quia  e > 2 un- 

f t* 2k)x 

de  w = — - — ~ ^ est.  Denique  valor  i- 


2(j 


psius  n pro  omni  q quod  non  < zx  ( 188  ) idem 
reperitur  sic.  Sit  zx=q\  quodvis  aliud  q est  y z&} 


sit  £=  — (pro  ry  1),  sitque  q aliquod  quodvis 


7-5  est  r]>  r',  sitque  r — r"r' ; erit  K(£ — 1)* 


2x  rfN+na.-i>+2^]  _ \t(k — \)x 

— *r  “■ — ■ — ‘r~“- — - — 2kx — — ■ — ■ 

» * Jljc  2 qn — Ikx 


fut 

(*) 


K — — - ; si  vero  pro  r'  ponalur  r"  r'  in  dcnO’ 


Nfl 
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minatore  infimo  divisoris  , denominator  ipsius 
K(£ — 1),  manebit  2 qr"n — 2kx  . Consequ.  si  pro  n 


2x 


ponatur  valor  [(N+l)  (k — l)*f2 Ax2*  —2/]  , 


idem  et  cuivis  r/  satisfaciet. 

Idem  ad  (A)xzszu  aplicatur  modo  sequ : sit  pro 


u 


certo  q (188)  (\)q — (A)(?—  x)~  u 77  , id  est 

11 

pro  certo  n per  quem  variabilis  absoluta  x divi 
ditur  , cum  qua  , u in  dependentia  simuitanea 

( 193  ) est , fiat  pro  hoc  qy  u=z  et  — 

■ • kll  , y . ,, 

ut  exponens  seriei  — sit  \ 1 > atque  etiam  2q?& 

> 2 hi  in  f ~~y  - * ut  dicta  apliccntur.  Hoc 

2<jn  ~lku 

pacto  manifesto  tantum  n erit  ita  augendum  , ut 

. „ ^ TfN+n  rt—  D-f 

sit  »"=  aut  > — —-7— 5 pro  %x;  et 

hoc  n"  adeoquc  illud  n per  quod  hoc  ponitur,  idem 
omnibus  satisfaciet. 

11.  Quod  duv^zudv^vdu  ( 197  ) patet  sic.  vSit  7/ ~ 
(A)r,  erit  seriei  ex  uvzz.  de- 

rivatae terminus  generalis 

(\)mx  . (B)wix — (A)  (m*—  l)x  . (B)  (m — 1 )x  = 
(A)q  . ( B)^~[(A  )q — u]  [(B)<7 — ; nam  pro  mx 
fut  supra)  q poni  potest,  atque  (A ) (m — l)x  “ 

(A) mx — f(A)mx — (A)  (m — l)^~(A)7 — ir,  ita 

(B) (m — l)x=(B)y— v.  Conseq.  terminus  generalis 

seu  differeritiale  verum  est  (A)y.(B)<? — (A)<7.(B)? 

+ u(B)^+v(A^ — -uv=u  (B)^fv( A)q— vtt.  Sed 

lt(B  )y+-v(  \)r/  (B)q^(A)q  . 

quovis  dabili  majus 

fieri  potest:  consequ.  — 7—:  1 ; 

1 uCB)7+*(A)*— uv 

H H 


i 
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atque  mi  pro  q et  « pro  m , atque  « pro  (\)x 

^ m .■»  ^ D \ ..  / t rv  /■»  a ^ . a.  ^ - 


— “ ''  ^ w • » W J|  ' * A. -e  ^ J ^ ^ V|  i m ^ «■/ 

et  v pro  (B).r  ponendo  , est  dwt’~uHV“  ; et  si  ex 
gr.  ii  /; z et  v r r 'L  5 csl  J ut~pvfru  (quoad  £ ), 

* 


et 


Ex  gr.  si  uznax  et  v = ^ 1—  *a)  2 5 est  Jz/r— 
t -1 


a(I— jc2)^  — «#(l — ^f2J  2 

Si  accedat  et  ?/v  dicatur  />. ; erit  <bipz)  — 
pjri*sj/>w  + ; et  ita  semper  ad  uuo 

plura  eundo  , patet  reguJa  (197). 

* III.  Quum  de  logarithmi  differentiali  ( 208  ) 
dictum  sit  , differentialia  functionum  trigonometii- 
carum  quoque  adnectere  liceat ; quum  a primis  Tri- 
gonometriae  elementis  imbuto  facile  intelligi  pos- 
sint. Sit  variabilis  absoluta  , arcus  x per  n divi- 
sus; atque  tam  differentialia  quam  derivatae  et 
integralia  (ubi  non  aliud  monitum  fuerit)  , quoad 
x hic  arcum  denotantem  inteiligantur. 

Imo.  Si  d sin  x quaeratur:  erit  item  mi^zq  ut 
antea,  et  terminus  generalis  seriei  ex  sinor  deri- 
vatae , est  sin  mi — sin  ( m — !)x~  sin  q — sin  (q—x)  = 
sui  q — sin  q cos  X + cos  q sin  X $ atque 
X cos  q 


I. 


sin  q — - sin  q cos  X*j*cos  ysinX 

Nam  sin  q — sin  q cos  X rz:  sin  q(  1“  cos  x)z:  sin  q [!• 
1 


fl — sinx2)2  1 quum  cos  x=r  1^(1 — sinx3),  omnia 
pro  radio  1 intelligendo. 

1 

Est  autem  (1— sin  x2J^(quum  8«n  x3<l  sit)  = 


1 — 


sin  X 


1 . 1 .fi 

'~T  sui  X4  — — *-—  sin  X - - 
4 8 


, atque  si 

limes  summae  omnium  post  — — sinx8  sequen- 


timn  s dicatur,  pro  dato  quovis  N fieri  — — ^«inx* 


JL 

*Ns  potest;  adeoque  (I—  ainxaj  2 per  1 — f/sinX3 


exprimi  pdtest , ipso  u quantitatem  aliquam  Inter 
o ct  1 denotante  ; eritque  1 — cos  I — ii — wsinx*) 

— u sin  x * * atque  sin  q — sin  q cos  x — sin  q u eia  Xa. 


. x eo»  q 

**  sin  Sin  q cos  X + cqs  q sinX 


X cos  q 


sin  qM  sin  X*  + cos  q sin  X 


quod 
cos  q 


1 (per  81  ) ; 


nam * — \ 1,  C 261  ) et  — - = 1 atque 

siu  X cos  q 


cSLl — dato  quovis  majus  fieri  potest;  nam 

sin  q*U  sin  X 

sin  x quovis  dato  minus  fieri  potest , « vero  est 
<1  y adeoque  sin  <72*  sin  x o manente  dividen- 
do cos  q • 

~ X COS  WX  I _ . 

Consequ.  r— — 7- TT 1 < -sr  »©n 

* sin  WX — sin(m — i Jx  W 

fpro  dato  quovis  N)  potest;  adeoque  x coamx  ter- 
mino generali  seriei  ex  sinar  derivatae  aequipollet; 
adeoque  (juxta  saepius  dicta)  Xcosa?  est  differen- 
tiale  ipsius  sinar,  et  quidem  sensu  stricto,  fquum 
forma  quoque  requisita  gaudeat ; et  c«s  x derivata 
(quoad  x ) ipsius  sin#  est. 

2 do  . d cos  "X  sin  &■>  et  J cos  x~  —sia  x.  Nam  ter- 
minus generalis  seriei  e cos  x derivatae  est  = 
cos  q~~~  cos  ( q — X ) — cos  q — cos  q cos  X — ain  q sin  X m 
cos  qt&  sin  X a*—  sin  q sin  X (per  praec.  ttsinX3  pro  1 — 
• 1 \ t 1 X 81  n 

cosx  ponendo)t;  atque 


sin  q sin  X 


1 ; nam 


sin  X 


X sin  q 
sin  q sin  X 


1 , atque  etiam 


cos  qu  sui  X 
sin  q 
sin  q 

0. 

sin  q sin  X sin  q 


i, 


1 , adeoque 


cos  qu  sinX  cos^^sinX 


dato  quoyis  majus  fieri  potest ; nam 

u est  <1  , atque  sin  x o . 

|H  H * ' 


sin  q 
cos  q 


manet 


J£  I 

3tio,  d ta ng  , J tang  # rrr  j , Nam  ter» 

CQ&tf,  /** 


COS  2? 


suiiius  generalis  seriei  e tangar  deriva?ae  est  tang  7 — 

r n _8ia  7 r «ia  (tf — x)  6in(7cosX  — co8<7sinX  ^ | 
tu  n g X / _i  1 | _tt  ™~r ' " \ -»-—  ~ j ii 

cos  y V-  co8  (y — x ; costfcosXTsintfsinx  J 


ei»  y coa  7 cos  X *f  sin  q 9 sin  x— cos  q siti  q cos  x+cos  y2sinx 


cos  y^co3  X + cos  q sin  q sin  X 


_sin  x(gin  7*-hco9  y2)  ^ sin  x 


cos  q 2 cos  X*t  cos  q sin  q sin  X cos  y*cos  X^cos  ysiuysiuX  *> 


(nam  sin  y3  + cos  y2—  1 ) 5 hoc  autem  per  ~~2  c^a 


visum 


1 ; fit  enim  quotus 


sin  x cos  g a 


x ’ cos  y2cos  xfcosy  sinj?  sin  X? 


r— 5T  , quod  1 


, v Sin  x , COS  q * * 

( 80  ) ; nam  1 , — . /— ■ s 1 , et 

v y X cos  q ® cos  x ’ 


COS  f/  rQ<$  x 


cos  y s*n  q sia  x 


——quovis  dato  majus  fieri  potest;  fiat 


ex  gr.  cosx>~ — , crescente  n fit  cosinus  scmper 


major  tendens  ad  limitem  1 5 denominator  autem 


Consequ, 


cos  x 


=d  tang  x , et  J tang  # ( quoad 


x ) = 


cos  # 


■A  4to.  d COt  # : — 2 

sin  ^ 


i et  J cot  x ( quoad  x ) 


— 1 


r— r-;  * Kam  terminus  gericraiis  seriei  ex  cot  x de- 
am'jr 


COS  q 


rivatae**  est  cot  y— cot(y~ x) — — 7- 

i ^ SUl  y 


8 


ren 


sin 


fer 

dei 


( 253  ) 


cosysinycogx  coey°»fnx — sinflcosycnsx — slny*ginx 

sin^  * coav— — sin^/cos^/siiiY 


sin^  * cosx— sinycos^sinx 

— sin  x . , , 

, ci#  uem  (ut  an* 


sin  ^*cosx — sin  q cos  ysin  x 


te  a)  aequipollet  -r^j- » nam  prius  per  posterius 
dividendo,  quotus  /*— n1.  Consequ.  diffe- 


Slil^ 


rentiale  et 


—1 

sin  q 3 


derivata  est. 


Cs 


5to.  Sed  differentiale  derivataque  alicujus  fun- 
ctionis trigonometricac  quoad  aliam  quoque  sae- 
pius quaeritur.  Denotentur  hic  brevitatis  caussa , 
sin  x per  s , cos  x per  c , tang  x per  t , cot  x per 
C , atque  literae  eaedem  puncto  insignitae  differen- 
tialia  denotent. 

Erit  ds  (quoad  C)  = — C cs*  , et  is  (quoad  C)  = 
— cs®.  Nam  (251)^-  1,  et  C : id  est 

9 j 9 * i 

t 1 ; atque  hinc  — r~  : — r id  es| 

*X  “X  —C*  V 

, — x 1.  Consequ.  ts*C  ~ /,  et  *— csfC  differenti- 
ale sinus  quoad  C , atque  cs*  derivata  est. 

Ita  reliquarum  functionum  trigonowietticarum  dif- 
ferentialia,  tam  quoad  x quam  quoad  alias  earun- 
dem  reperiuntur. 

6to-  At  ex  his  arcus  quoque  differentiale  deriva- 
taque quoad  functiones  trigonometricas  ejusdem 
prodeunt.  Nempe. 

i X C f 

Ex  1 , sequitur  1,  seu  X s-^- 


j • 

\ 1 ; consequ. -£  x , et  -J-  differentiale  , ac 

C c 

derivata  quoad  s ipsius  x (nempe  arcus) 


C 254  ) 

I ^ 

et  hinc  J~— ^-C^uoad  »)•=*  ; adeo  que  quum  c = 


(1  ~s*J  * , et  — =(1— 2 , est  f(l 


je 


(quoad  arcui;  est  videlicet  differentiate  pu- 
rum (194  ),  et  per  theorema  binomiale  evolvi»11 

potest,  quum  # exgr.— sin  30°—  accipere  li 


f 

rei 


ceat;  atque  tum  (per  198  ) integrari  potest. 


Simili  modo  est  d#  (quoad  c)=s 


et  derh 


vata  —i  est  Nam  erat 
$ 


•x* 


/****\  1 , adeoquo 


2. 


— r-  /^\  I , et  hanc  x s — 
c s 

Est  porro  di;  (quoad  #)=  tc*  , et  derivata  (quo- 


ad i)  est  cs.  Erat  enim  \ A-**\  1,  et  hinc 


seu  \ 1.  Consequ.  xS  tc® , et  fcc* 


x 

diffe- 


rentiate arcus  i? , atque  c®  derivata  (quoad  t)  est. 


Est  amem  c*=f  l+^y^ssl ; (1+ 


c®+$ 


ten 


=1 = c®  ('nempe  ca+*a=l). 

C 

Hinc  JT x seu  c 2 (quoad  t)~  (l+£®)“* 

(quoad  r) ; quod  per  theor.  binomiale  ( ut  supra 
212  ) pro  1 (imo  etiamsi  =?1  sit  ( 152)  evol- 
vi , atque  integrari  potest. 

7 mo.  Singulosque  casus  considerando  , patet,  ten- 
dentias  ad  limites  dictos  pro  quovis  q , quo  majus 
n accipitur,  et  hic  eo  fortius  valere  (ut  supra)# 

IV.  Sed  juxta  superi  U£  ( 200  ) promissa,  demon- 
strare superest  ; quod  si  arcus  ipsi  x respondens 


n> 

cm 

po 

k 

k 

led 

J«or 

m 

[tel 

be 


tu 
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C1  r et  corda  ejus  c dicatur,  — — 1 5 si  n 


r OO;  et  tum  differentialia  dicta,  lineae,  superficiei 
f planae  a linea  et  abscissa  ordinataque  clausae  nec* 
non  tam  superficiei  quam  soliditatis  per  lineam 
circa  axem  revolutam  ortae , stabilienda  sunt.  Ut 
vero  hoc  fieri  possit,  quaedam  de  lineis  et  partirn 
ii  de  superficiebns  dicenda  sunt. 

Imo.  Dum  recta  cum  curva  comparatur , per  lon- 
gitudinem curvae  inteliigitur  limes  , ad  quem,  sum- 
ma cordarum  ("ab  una  extremitate  curvae  usque  ad 
lalteram  ita  se  invicem  excipientium  , ut  cujusvis 
finis  , praeter  ultimae  finem  , sit  novae  initium) 
tendit , si  cordarum  quaevis  /^-\  ©.  Si  plures  quo- 
que rami  sint , per  cujusvis  longitudinem  limes 
talis  inteliigitur,  et  summa  limitum  erit  tota  cur- 
va ad  rectam  reducta.  Demonstrandum  itaque  est 
dari  limitem  ejusmodi , eumque  nonnisi  unicum  es- 
se , quibusvis  modis  tendant  cordae  singulae  ad  li- 
tfmitem  ©. 

Dum  superficies  curva  G cum  plano  comparatur, 
inteliigitur  per  superficiem  curvam  Q limes  se- 
quens : ponatur  A (una  cum  area  intellectum^,  ita 
at  apices  ejus  in  C cadant  , et  quodvis  latus 
ejus  sit  latus  novi  AH  verticem  in  C habentis,  at- 
que cujusvis  AU  novi  hcc  pacto  prodeuntis  , late- 
ri , novum  A verticem  in  C nec  ullam  portionem 
cum  ullo  praecedentium  communem  habens,  im- 
ponatur, et  cujusvis  area  tendat  ad  limitem  o;  si  jam 
detur  tale  rectangulum  a,  ut  nequeant  AU  modo 
dicto  ita  sumi , iit  summae  eorum  limes  sit  > a, 
sed  possint  ita  sumi  pro  dato  quovis  »,  ut  summa 
eorum  ab  a minus  ipso  co  differat  ; tum  per  aream 
ipsius  C dum  cum  plano  comparatur;  ipsum  et  in- 
teliigitur; nempe  limes  summae  Alorum  dictorum 
quorum  nulla  bina  quidquam  areae  commune  ha- 
bent , et  quodvis  <\  ©. 

In  plano  autem  qualiscunque  figura  sit,  ad  re- 
ctanguium  ejus  area  reducitur  . cui  si  non  termi- 
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nata  , saltem  interminata  aequalitate  ait  3Z  ( 21  ) 
et  quidem  ad  rectangula  altitudinis,  aut  baseos  e- 
j usdem  (unitati  rectarum  aequalis)  reducuntur  o- 
mnia  , ut  arithmetice  clare  tractentur,  ita  solida 
cujuscunque  superficiei  ad  parallclepipedum  redu. 
cuntur  , cujus  basis  eadem  pro  omnibus,  Lio  cu- 
jus latus  <=  unitati  rectarum,  aequalis  est.  (22) 

2do.  Formae  curvae  definitio  paulo  inferius  da- 
bitur ; sed  concavitatis  convexitatis  , tangentis  , 
subtangentis  , normalis  , subnormalisque  conce- 
ptus hic  explicandi  veniunt.  Sit  abscissa  & varia* 
bilis  absoluta. 

Concava  dicitur  linea  versus  x,  si  arcus  quili- 
bet,  in  cordae  suae  plagam  unam  , et  abscissa  ar- 
cui respondens  , plagam  cordae  alteram  cadat ; si 
vero  arcus  quilibet  cum  abscissa  ei  respondente  in 
cordae  plagant  eandem  cadant , convexa  audit.  Per 
abscissam  arcui  respondentem  intelligitur  pars  ipsi- 
us x , inter  ordinatas  L*e*  ab  extremitatibus  ar- 
cus demissas  contenta. 

Hinc  si  concava  sit,  e quovis  puncto  intermedio 
arcus  ducantur  cordae  ad  ejus  extrema,  et  ex  his 
demittantur  ordinatae  ad  x Lies , recta  fines  ha- 
rum conjungens  % erit  corda  arcus  totius,  et  basis 
Ali  , quod  cum  prioribus  duabus  cordis  efficit;  ca- 
di tque  hoc  A in  plagam  baseos  superiorem,  si 
pars  abscissae  arcui  respondens  inferius  sit ; atque 
/\lus  basi  oppositus  est  <2R  (per  R rectum  intel- 
ligendo).  Est  itaque  /\lus  , quem  curvae  versus  ab- 
scissam concavae,  cordae  e finibus  arcii9  ad  pun- 
ctum intermedium  efficient,  < 2R ; pariter  patet 
y\lum  quemvis  ejusmodi,  curvae  versus  abscissam 
convexae  , esse  >2R  (omnino  versus  abscissam  in- 
telligendoj.  Potest  vero  etiam  per  hoc  ipsum  de. 
definiri  curva  concava  et  convexa  , quum  ex  hec 
sequatur  id , quod  in  definitione  dictum  est ; pos- 
suntque  alia  criteria  quoque  dari. 

Si  lineae  nulla  portio  recta  sit,  e talibus  portio- 
nibus constare  debet,  quarum  cujusvis  aut  crescunt 
ordinatae,  aut  decrescunt  (ad  dextram  intelligcndoj» 


u 


Nam  feratur  ordinata  y ad  dextram  continuo  eun- 
do L liter  ad  x , atque  e fine  primi  y feratur  pun- 
ctum p in  dicto  y , ut  sit  semper  in  fine  ordina- 
tae , illi  abscissae  respondentis,  ad  cujus  finem 
tunc  dictum  y pervenit:  p in  eodem  puncto  hujus 
y manere  sub  nullo  tempore  continuo  potest;  nam 
tunc  alicui  portioni  ipsius  x recta  responderet  ; 
itaque  p aut  sursum  movetur  aliquamdiu  , aut  de- 
orsum ; in  casu  priore  crescentibus,  in  posteriore 
decrescentibus  ordinatis.  Si  vero  prius  sursum  mo- 
\ veatur  ; aut  usque  ad  finem  sursum  movebitnr  , 
aut  non  : sl  non  , tum  datur  ultimum  temporis  pun- 
ctum P (p.  15)  , ante  quod , quodvis  punctum  tem- 
poris tale  est  , ut  p post  illud  in  y sursum  motum 
sit  ; itaque  P tale  non  est , quia  si  tale  esset,  pun- 
ctum p ex  eo  loco  in  quo  sub  P est  , adhuc  sur- 
sum  moveretur ; adeoque  adhuc  ultra  P deberet 
punctum  temporis  ultimum  dictum  accipi.  Post  P 
itaque  p sursum  non  movetur,  neque  in  loco  ma- 
net; adeoque  deorsum  movetur.  Quod  porro  con- 
tinuari posse  patet. 

Si  vero  ordinatae  crescant  ad  dextram  : sive 
concava  sive  convexa  sit  curva,  /\lus  quem  ^ cum 
corda  e fine  ejus  ad  dextram  ducta  facit,  obtusus 
est.  Nam  si  acutus  aut  rectus  esset  , ordinata  se- 
quens ad  dextram  ab  altera  extremitate  cordae  de- 
missa , esset  priore  minor,  aut  ei  aequalis. 

3tio.  (Fig  29)  Ad  scopum  praesentem  hic  sermo 
de  recta  lineam  curvam  in  plano  sitam  tangente  est, 
(definitione  generali  inferius  tradenda).  Si  curvae 
detur  talis  arcus  ap  , ut  inter  hunc  et  certam  re- 
ctam Q'p  in  eodem  plano  sitam  , ex  p nulla  recta 
duci  possit  ; arcum  hunc  dicitur  <fp  tangere  , imo 
et  totam  curvam , si  aut  p ejus  extremum  sit,  au 
detur  arcus  ap  talis  continuatio  p6  , ut  inter  hanc 
et  continuationem  rectae  a'p  nulla  recta  duci  pos- 
sit. Pars  abscissae  autem , quae  ab  ordinata  ex  p 
;ili  ad  lineam  abscissarum  [_ii  usque  ad  sectionem  tan- 
gentis et  rectae  abscissarum  est , dicitur  subtan - 
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gens  ) In  casu  sec(ionis;  si  vero  sectio  non  si t, 
subtangens  00  ia  dicitur.  Normalis  autem  dicitur 
recta  ex  p ad  tangentem  Liis  ? ct  pars  iineae  ab4 
scissarum  ab  ordinata  dicta  ipsius  p usque  ad  se-  1 
ctionem  normalis  et  lineae  abscissaium  dicitur  sub- 
normalis . 

Gaudet  vero  curva  , quovis  puncto  , recta 
tangente • 

Sit  enim  apb  talis  arcus,  ut  aut  totus  conca- 
vus. aut  totus  convexus,  aut  ap  concavus,  et  pb 
convexus  sit.  Vertatur  in  casu  primo  corda  <ip  cir- 


i ti 


J, 


ca  p sursum;  cadent  scilicet  arcus  cordaeque  ex  p 

es  , 


incipiendo  sequentes  omnes  supra  praecedentes 
Iiueaque  abscissarum  infra  cordam  primam  et  omnes 
cadet  ( 256).  Erit  vero  (pagl5J  ultimum  aliquod 
p punctum  temporis,  intra  quod  recta  mota  ap  j/; 
semper  in  aliquam  cordam  cadit:  tum  vero  innui-  |et 
lam  cordam  cadere  poterit;  quia  arcus  hujus  cor- 
dae sursum  caderet  ( 256  ) , adeoque  adhuc  daren- 
tur cordae  superius,  et  p non  esset  ultimum  tale,  L 
ut  dictum  est.  Nulla  recta  autem  inter  a'p  (si  re- 


cav 


d 

ctu 


atti 


U 


cta  mota  ap  tunc  in  a'p  sit  ) atque  arcum  pa  duci 
potest ; nam  si  posset , non  esset  a'p  ultima  , intra 
quam  mota  ap  in  aliquam  cordam  cadit,  adeoque 
ante  p esset  ultimum  illud  temporis  punctum  , in- 
tra quod  mota  pa  circa  p semper  in  cordam  cadit. 

Sed  continuatio  quoque  rectae  a'p  tangens  ar-  jj* 
cus  p6  est,  si  apb  proprie  sic  dicta  curva  sit.  Nam 
si  tam  ap  quam  pb  concava , aut  utraque  convexa 
sit,  et  (pro  casu  primo)  pc  secet  (tanquam  conti- 
nuatio rectae  a'p)  ipsam  pb  in  c ; vertatur  pc  sur- 
sum circa  p,  ut  tamen  corda  maneat , perveniem 
do  in  pb ; vertatur  item  deorsum  a'p  circa  p,  sed 
ad  /\him<cpb,  quantumvis  exiguum,  perveniat- 
que  in  pe  ; erit  y\  epb  (superius  intelligendo J<2R; 
nam  prius  ex  211  subtractus  est  /\  epb,  et  postea 
hoc  minus  additum  est.  Crmsequ.  initia  arcuum  ex 
p inter  crura  y\li  2 rectis  minoris  cadunt;  itaque  i 
per  definitionem  formae  curvae  infra  tradendam, 
curva  non  erit. 
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Si  vero  (Fig  30)  continuatio  ipsius  a'p  sit  pq 
et  possit  duci  recta  pr  inter  pq  et  p6  ; tum  pari- 
ler  /\  a'pr  (deorsum  intelligcndo ) est  < 211,  et 
initia  arcuum  ex  p inter  crura  erunt. 

; Idem  patet  si  arcus  uterque  convexus  sit.  Si 
vero  ap  concavus  et  pb  convexus  sit.  Pro  (Fig  31) 
vertatur  pq  usque  in  pr,  et  a'p  vertatur  minus  us- 
que in  pk  ; A £pr  (superius  intelligendo)  <C*2R  (ut 
a antea).  * * 


Pro  (Fig  32)  autem,  si’ nempe  pc  corda  sit 


continuatio  rectae  a'p ; vertatur  pc  circa  p usque  in 
pb  ; erit  y\  a'pb  (deorsum  intelligengo)  <2R  ; atque 
pnitia  arcuum  ex  p item  inter  crura  continebun- 
tur* 

4to.  Crescentibus  ordinatis  , tangens  cum  ©r- 
dinata  Lii  nonnisi  in  puncto  coincidere  potest; 
et  quidem  nonnisi  ad  punctum  primum  , si  con- 
cava sit , et  ad  ultimum  si  convexa  sit. 

Nam  sit  prius  concava  : quaevis  ordinata  sit 
post  primam  ; ab  ea  retrorsum  decrescentibus  or- 
dinatis, pars  ordinatae  continuatae  supra  curvam 
(cadens  , etsi  per  quadrantis  intervallum,  circa  pun- 
ctum quod  in  curva  habet,  moveretur,  curvam 
attingere  nequit. 

In  convexa  autem  nonnisi  ultima  ordinata  tan- 
gens esse  potest.  Nam  quaevis  alia  ordinata  sit , 
ducatur  ad  eam  e puncto  curvae  antrorsum  Liris; 
aiJordinata  ipsa  circa  punctum  curvae  usque  ad  hanc 
L.rem  mota , adhuc  curvam  non  attinget.  * 

5to.  Sed  neque  ad  ordinatam  potest  tangens 
|_ii3  esse  crescentibus  ordinatis  alibi , nisi  in  con- 
vexae puncto  ultimo  et  primo  convexae. 

Nam  si  in  concava  tangens  ad  aliam  ordina- 
tam Lris  esset;  ordinatae  sequentes  (antrorsum  ) 
minores  essent ; in  convexa  autem  retrorsum  ma- 
jores essent. 

Gtn.  Tangens  cum  ordinata  non  coin.cid.ens  secat 
ordinatas  omnes*  Nam  recta  rectam  secans  , secat 

V I l * 


it 


in 


'I11 


iiti 
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omnes  huic  paralcllas,  (omnia  juxta  elementa  Geo- 
metriae communia  supponendo). 

Hinc  tangentes  ejusmodi  e finibus  cujusvis  ar- 
cus  secant  se  invicem.  Nempe  crescentibus  ordina- 
tis tangens  ad  a cadit  inter  rectae  ordinatae  par. 
tein  superiorem  et  arcum  ap  in  concava  , in  con- 
vexa autem  inter  ordinatam  ipsam  et  arcum  ; tan- 
gens ad  b autem  secat  rectam  ordinatam  puncti  a 
continuatam;  hoc  autem  fieri  nequit,  nisi  tangens  ad 
a inter  rectam  dictam  et  arcum  cadens  sccetur. 


Facit  autem  crescentibus  ordinatis,  tan- 
gens cum  ordinata  antrorsum  /\ium  obtusum  , re- 
trorsum acutum.  Nam  si  acutum  aut  rectum  face- 
ret ; essent  sequentes  ordinatae  antrorsum  in  con- 
cava minores  , et  retrorsum  in  convexa  majores. 

7mo.  Sit  tangens  t et  corda  c,  fFig  33)  (intel- 
ligendo  per  t heic  tangentem  ex  initio  arcus  ordi- 
natarum crescentium , usquequo  rectam  in  quam 

ordinata  finis  arcus  cadit,  secat):  erit  — — / — 1 


si  n — \ 00'. 

Nam  in  Alo,  cujus  latera  sunt  £,  c,  X — y , est 

t 


t : c—  sin  [ 2R  — a — ( |3  — u)  j : sin  a ; id  est 


sin[2R — a— -C/3— 


sin  a 


Hoc  autem 


1 ; nam 


2R— ot  et  a sinu  eodem  gaudent,  a vero  est  con- 
stans , manens  nempe  etsi  tangens  eadem  per  or- 
dinatam aliam  priori  (dato  quovis  propius)  paral- 
lelam secetur  ; j3 — u vero  /^— * \ o ; nam  crescente 
n , decrescit  x , atque  corda  tangenti  dato  quovis 
angulo  propius  venit.  Itaque  2R — a — (/*—«>  ^ 
2U — a;  si  vero  duo  anguli  sint  y et  et  o\ 

sin(y  *±  w) 

| . nempe 


erit 


sin  y 


sui 

Iff 


/— i , nam  cos  c o /■— > 1 , si  w 
' # • 


o,  et  cot  y est 


' erminata  , cujus  factor  sin  w a— n o , 


IUnde  quum  c sit  = (x*+y2)  2 ’ s*  demonstre- 
tur  differentiale  arcus  verum,  semper  inter  cordam 
et  tangentem  cadere , utpote  illa  majorem  hac- 
- que  minorem  ; erit  arcu  s et  diffcrentiali  vero  s 

I . J. 

(y  Y2  ) 2 

dicto  , etiam  ^—4— — / — . 1. 

* 

At  demonstrandum  prius  est , dari  limitem  , 
qui  per  longitudinem  arcus  intelligitur,  eumque  in- 
ter tangentem  cordamque  cadere.  (Fig  34). 

Sint  «+j3,  £,  d tangentes  pro  ordinatis 

crescentibus:  erit  a\b\c\A.  Nam 

et  £;>  d\  quia  sit  (Fig  35  ) p$  continuatio  cordae 
op  ; tangentem  b infra  p$  cadere  oportet , ut  et 
ab  altera  parte  tangens  sit;  est  autem  /\  ptq  acu- 
tus, cui  Lri9  objecta  cadit;  estque  /\ 

>►«;  ; consequ.  /\  pr£> • «? ; atque  liinc  si  $tk  fera- 
tur sursum  inter  easdem  ordinatas  , donec  p in  6 
cadat , situ  ipsius  priori  parallelo , et  pt  ac  t>c 
in  plagam  ejus  eandem  superiorem  cadentibus:  ma- 
nifesto t infra  c cadet,  (propter  AlUn*  ad  t ipso 
v majorem)  ; eritque  pr  < 6c. 
ai  i Duplicato  n , pariter  patet  novam  "tangentium 
summam  esse  minorem  ipso  a+  b + c+d  , atque  i- 
01  dem  repetenda  scinper  porro  , summam  tangentium 
01  semper  decrescere ; summam  cordarum  autem  sem~ 
ra*  per  crescere  (propter  summam  duorum  Ali  laterum 
nt  3tio  majoremj  ; esseque  cordam  quamvis  tangente 
)V1  respondente  minorem , (propter  Alum  cordae  acu- 
tum  , quem  cum  ordinata  sequente  facit,  majorem 
"(illo,  quem  tangens  cum  eadem  ordinata  efficit). 

Hinc  summa  tangentium  S7  et  summa  corda- 
Iruni  s'  dicta  ; tam  S'  sine  fine  decrescens  , quam 
e s1  siuc  fine  crescens  , limite  gaudet ; quum  illud 
|u|  primo  .s'  semper  majus,  et  s'  primo  S'  semper  mi- 
nus maneat. 
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Sit  S'  S , et  $'  r — * s ; erit  S=r.  'Nam  sit 
terminus  generalis  seriei  ex  S'  derivatae  (u')mx  , 
et  ex  s1  derivatae  sit  (u  )«ix;  erit  ( u')lxf  (u')2x  - - 
+ (uO«x  /^S,  et  (u)lxi(u)2x  - 

(u  'ymx - Ti  e? 

— * — 1.  Itaque  S zzzs. 


s; 


sed 


(u)/wx 
Cadit 
inter 


adit  vero  (230)  differentiate  verum  ipsius  s 
(u!)mk  et  (n)mx  , nempe  (u'jmx  > (u)mx ; 

f 11  )//^x 

consequ.  [et  — ^ — / — n 1 , id  est  (quum  \u)mx 


cordam  denotet,  et  haec  rr(x9+y2j  2 ) • erit 
l/(x9+  x2J^s)^xp^(l  + differentiale,  ac  de- 


rivata arcus  quoad  abscissam  x est  (l+Jy*J  a ; 

nam  y=xJ#+w,  nempe  y« — xJ y dicatur  co;  eritque 
l 


(x2-f  v2)  2 


A-*"\  l ; nam 


x2+x2Jv2 


(x2+i2J  y*) 


nam-r;  =rl,  et 
x"  1 


xJ  y 


i; 


\ 1 , quia 


ta 


dato 


xJ^+w 

quovis  > fieri  potest;  consequ.  fPer  80  ) 

(x«b/)a  A ^ , x2+x2J;/* 

M+S'  ^ 1 ’ “I"*  1 ■ 


. . „ xat(xJy+w)* 

adeoque  etiam  radix  2di  gradus  A — \ 1 ; et  hinc 
i i 

xfl  + %2)  2 differentiale  sensu  stricto,  (l+J^*)  2 

i JL 

autem  (sive  (1+^2)  2 ) derivata  arcus  est. 

Quoad  convexam  idem  eodem  modo  prodit,  si 
tangentes  ad  ductum  ordinatarum  decrescentium 
accipiantur. 

Potest  etiam  idem  per  summam  tangentium  se 
mutuo  inter  ordinatas  secantium  ostendi. 

8vo.  Sed  limes  iste  etiam  semper  idem  'est  ; 
nempe  utcunque  accipiantur  cordae  se  invicem  ino- 1 
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do  superius  dicto  excipientes,  summae’  earum  li- 
mes idem  £ superius  erit.  Nam  sit  certo  modo,  ac- 
ceptis in  curva  punctis,  limes  cordarum  major  aut 
minor  quam  prior  limes  s quantitate  «. 

Si  major  fuerit : tum  dari  oportet  cordas  tales 
modo  certo  positas,  ut  summae  earum  differentia  a 
s i limite  $ + ca  sit  <<*>  , nempe  summa  ipsa  sit  y s ; 
rilquod  vero  absurdum  est:  nam  accipiatur  omnium 
, partium  ipsius  x e cujus  finibus  erectae  ordina- 
1111  ;tae  cordas  terminant  , illa  qua  nulla  earum  minor 
est;  item  accipiatur  n modo  priore  tam  magnum  , 
ut  in  minimam  partem  dictam  ipsius  a;  quoque  ipsa 
x ad  minimum  numero  p cadant , quem  ulvis  auge- 
re manifesto  licet.  Erigantur  ordinatae  e finibus 
cujus  vis  x ; terminabuntur  pro  quovis  arcuum,  or- 
dinatae extimae,  aut  in  finibus  eorum,  aut  termi- 
fjj|nabitur  una  tantum  in  arcus  fine  , aut  neutra.  Si 
pro  omnibus  arcubus  , ordinatae  extimae  ia  eorum 
finibus  terminentur;  erit  ductis  novis  ad  minimum 
P cordis  pro  quovis  arcu,  earum  summa  major  eo 
quod  ipso  s majuserat;  adeoque  major  limite  il- 
lo quo  semper  minor  manet. 

Si  una  tantum  duarum  ordinatarum  extimarum 
aut  neutra  terminetur  ad  cordae  finem  ; ducantur 
ubique  ubi  ita  est,  a finibus  ordinatarum  extima- 
rum cordae  ad  proximos  arcuum  fines ; erit  tum 
summa  cordarum  novarum  major  summa  priorum; 
nam  quaevis  harum,  est  summa  novarum  ei  respon- 
dentium major.  At  quum  cordae  non  omnes  ita  ut 
jHsuperius  positae  sint  ; sit  numerus  arcuum  priorum 
v:  in  totidem  locis  tantum  fieri  potest,  ut  ordina- 
tae  extimae  dictae  per  duplicationem  numeri  n or- 
tae, cum  ordinatis  ad  fines  arcuum  non  coincidant; 
i si  sit  cordarum,  quae  hoc  pacto  ex  s'  (261)  desunt, 
um  nec  plures  quam  numero  constante  v esse  possunt  , 
summa  «/,  et  earum  qnae  accedunt  (nec  plures  quam 
St  numero  2v  esse  possunt)  summa  sit  ?/;  erit  u' >u 
rpropter  2 laterum  Ali  summam  3tio  majorem),  at 
st; ;H  adeoque  p ita  augeri  poterit,  ut  u' — u dato  quo- 
uo  vis  k minus  fieri  queat;  si  ex  gr.  arcus  ita  accipi- 


ato 


inc 


« 


^ 7 

antur  , ut  nullius  corda  ulla  sit  \ , erit  u'<* — 

et  cjimiTi  sit  est  u' — u <Z  k . Est  autem 

quodvis  5'+«' — u>s+ca  , et  utrumque  ^vUm  est, 
ita  et  $ atque  s'+u'—  u — s et  s + co — s , »£va  sunt, 
atque  u — s majus  ^vum  est  quam  s+co — s , 

id  est  quam  u)  ; sed  s' — s / — 'O  , ita  u' — u / — o; 
itaque  s'  + u' — u — s a— \ o;  adeoque  quantitas  quae 
omni  dabili  minor  fieri  potest , maneret  majus 
>J<vuin  quam  determinatum  w. 

Sed  nec  minor  esse  limes  alio  modo  potest.  Sit 
enim  limes  s — co ; ponantur  cordae  prius  modo  pri- 
ore,  ut  sit  s'^>s — w,  nempe  s ' sit  (omnino  >{<vum) 
= 6- — co  + a,  quod  quum  s limes  ipsius  s ' sit,  pro 
certo  a >f<vo  et  ipso  w minore  fieri  potest-;  ponan- 
tur tum  cordae  modo  altero  , ita  ut  in  quemvis  ar- 
cum plures  cadant , quum  illas  quoque  quam  pro- 
pissime  accipere  liceat ; dicanturque  sensu  ut  an- 
tea u1  et  ?/,  eo  discrimine,  quod  pro  cordis  alio 
modo  positis  intelligantur ; sitque  summa  harum 
s — w — z (pariter  >^vum):  erit  s — w — z+u' — u quo- 
que , et  co+a;  atque  subtrahendo  posteri- 

us ^vmn  e majore  >£vo,  manebit  ^vum;  nempe 
n' — u — z — a semper  esse  deberet,  quamvis  a 
constans  >J<vum,  adeoque  — <x  constans  nnyum  sit,  u ' — u 
autem  ^ o , et  z quoque  ' N o , ( qunm  s — w 
limes  summae  cordarum  modo  alio  positarum  sit), 
adeoque  u'—7/, — z -\  o , et  quantitatem  constan- 
tem ^ vam,  >{<vam  reddere  nequit. 

9n0.  Sit"area  avlinea  (cujus  ordinata 
atque  ordinata  et  abscissa  x comprehensa  nz(A}#; 
erit  functio  differentianda](non  ut  antea,  sedi  in 
concreto  data;  estque  differentiale  verum,  nempe 
terminus  generalis  seriei  ex  (A )x  derivatae,  (A)w»x 
— ( A)  (m — lix  ; atque  manifesto  est  (Fig  36)  ^ 
yx<'  A )/>&x — (A )(m — l)x<(#+y)x9  (per  y in- 
telligendo  dilferentiam  ipsius  y ab  ordinata  sequen- 

f/ 

te,  nempe  e fine  ipsius  x erecta).  Sed — \ I; 

y\y 


1 

\ 


* 

|iu 

tei 

S 

fO. 

\f 

aei 

,(» 

l(» 

esi 

»1 

Ici 
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fi 

liu 
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conscqu.  — (A)  (w — J)x 


id  «st 


x(B)wx 


1.  Est  igitur  x(B)tf 


( A )mx—(  A)  (m— l)x 
differentiale  (et  quidem  sensu  stricto)  ipsius  (A)r, 
et  y~ (B)#  derivata  ejus  quoad  x est. 

lOmo  (Fig  36)  Ita  si  (A)#  soliditatem,  quae  per 
revolutionem  lineae  circa  abscissam  generatur,  de- 
notet : per  yx  et  f#+y)x  describentur  cylindri,  quo- 
rum soliditates  sunt  y2^x  , et  (y+y)2^x;  est  au- 
tem ^37i<(A)/rax — (A)  (m— l)x  <C(y+y)2^^* 

Sed——  1,  adeoque  y — : /^***\l  ; 

y*y  (yfy)  (yfy)nx 

1 ; itaque 


yHx 


consequ.  ^ A)mx—(A)  (»» — ]Jx 

y2itx  termino  generali  seriei  ex  ( A)x  derivatae 
aequipollct , nempe  si  y^(B ).v , est 
(B)(*ftX)2.fiX  , . * 0*1 

v — — ■ * — 1 ) atque  x*(B)#*  id 


(A)wx — (A)  (m — ljx 
est  xfyz  differentiale  sensu  stricto  ipsius  (A)#,  et 
ny2  derivata  quoad  x est. 

limo.  Si  (A)#  superficiem  revolutione  lineae 
circa  abscissam  ortae  denotet:  sit  prius  (Fig  34) 
linea  concava  , crescentibus  ad  dextram  ordinatis. 
Dicatur  t tangens  #+|3  , et  C corda  ei  responderis, 
item  corda  tangenti  n respondens  dicatur  c\  et  c" 
sit  corda  tangenti  b respondens.  Describuntur  re- 
)j  volatione  schematis,  coni  truncati,  qui  dicantur, 
‘con.  trunc.  ipsius  ( a+fy  id  est  ipsius  t , ita  ipso- 
irum  a , b , c\  c".  Est  autem  superficies  coni  trun- 
cati , facto  e summa  radiorum  basium  parallelarum 


et  tt  atque  latere  coni  truncati  , aeqUalis.  Erit  ita- 
que con.  truue.  ipsius  + =fi(«+j3)  (y*y'+^),  ita 

coni  truncati  ipsorum  b , et  ipsius  G ac  ipsorum 
v\c'  erunt  na(y+y*+X')  , ^b(if^ryu + fiC (;/+//")* 
V(y  + y')  , nc'\y'  + y").  ^nde  con.  truue.  ipsius 

KK 


!l 
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f«tP^>con.  trunc.  ipsorum  a et  J;  nam  /3>i  (p. ,261), 
/+A>y:iV'}  quia  A>V',  atque  et  y'+V>y'\  quo 
continuato  natet  sum  ni  a tn  cimorum  truncatorum  per 
tangentes  descriptorum  decrescere.  Est  etiam  ma- 
ni lesto  conus  truncatus  cordae  C < summa  cono- 
rum  ! ru  n c. 'ipsarum  c'  et  e";  itaque  si  duplicato//, 
numerus  cordarum  semper  porro  duplicetur,  cre- 
scet summa  conorum  trunc.  per  cordas  descripto- 


rum, manet  tamen  semper  minor  summa  conorum 


trunc.  pir  tangentes  simultaneas  descriptorum, adeo- 
que  minor  cono  trunc.  per  affi  descripto  , quum 


summa  plane  dicta  sit  lioc  minor.  Datur  itaque  li- 
mes summae  conorum  truncatorum  per  cordas  de- 
scriptorum, atque  C n(yfyf,X  ( A)m\ — (A)  (m — J)x 

C 

<!  fTi(y  + y"+  X).  Est  autem  — — \ 1 (p.260),  ex 

t 


?/+y 

v+yJ'i* 


itaque 


E tt  (y  + ?/') 


y"  + X ) 


1. 


Consequ* 


(?/+?/") 


^Ajw/x 


•'  y - • A~-s  J 


atque 


quum 


"V 


‘2?/ 

i 


1,  et  C = (x*-  + ya) 


fit 


i 


(x3+y2J* 


2v/7T 


lialc 
e t m 


limitis 


ut  supra 

t 


id  est  i ( 1 + #*  ) 2 . 2#fi  differen- 
conorum  per  cordas  lineae  se  invi- 
(■255  ) excipientes  descriptorum 


i 


2//?t(1+;/'  * J 2 autem  derivata  quoad  # est. 

Quoad  convexam  quoque  idem  prodit.  Superfi- 
cie quaeritur(Fig  37),  quae  erit  limes  viae  cordarum 
se  invicem  excipientium.  Vertatur  in  hf'  tangens  fjf. 
et  si  duj)Iicato  n tangentes  tv/,  b/"  oriantur,  verta- 
tur b/"  in  b/7"  circa  Lrei»  b ad  ac  pro  fin- 
gentibus bc  , cd",  W, 
au 


plicato  iterum  //,  artisqne 


I clllj 

eg-,  vertatur  quaevis  circa  Liem  c puncto  tactus 
y missam  ; et  idem  continuetur  semper  duplicato 
//  et  tangentium  r.un  ero  duplicato.  Consideretur 
jam  conus  nunc,  ipsius  f'b  , tum  summa  conorum 
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truncatorum  ipsorum  6 d\  b/'",  tum  summa  cono 
rum  trunc.  ipsorum  hc' , ul"\  bc‘\  tg'\  patet  conum 
trunc.  primum  esse  majorem  summa  sequente  co- 
norum truncatorum  , et  hanc  majorem  summa  se» 
jquente,  atque  hoc  continuari  sine  fine  posse;  nem- 
pe manifesto  conus  trunc.  6 f constat  c cono  trunc. 
>1  bd'  ct  cono  trunc.  i llf , et  posterior  est  =n( <VW\f  a' ) 
d'f\  summa  conorum  trunc.  bd'  et  bf"z=z  cono  trunc 
i id'  + *(pv+f"a')\>f"  ; atque  W<d'V  et  /"'a'</a' , 
W (quiaw>  acutus  quam  v est,  adeoque  h supra  i 
radit)  ac  ( b/y" ~ b/") df)  (per  261)  ; ita  valo- 
res  reliqui  e quibus  coni  truncati  exsurgunt,  cre*» 
icunt  excepto  et  illis  quae  manent,  ex  gr.  in  pri- 
ma duplicatione  manent  bd'  et  basium  radii.  Duca- 
ur  |__ris  ex  a ad  y\  erit  quaevis  conorum  trunc, 
lumma,  semper  major  quam  via  ipsius  <\L  Lude 
imitem  decrescentis  summae  dictae  dari  constat  ; 
licatur  is  ( \).i\ 

Dicaturque  terminus  generalis  seriei  conorum 
runc.  dictorum  (u)mi  ; erit  (u ) I x + (u  )2x  - - ~ 
f(u)wx  /"— \ ( A)#;  denotetque  (a)//*x  conum  Uroec, 

mrdae  ; facile  patet  quod  /N~"V  1 ; adeoque 

ler  superiora  etiam  fa)x  + Ca)2x  - +(a )nx 

J i JL_ 

’A)a?;  atque  hinc  est  et  hic  2 diffg- 

i JL 

•entiale  limitis  viae  cordarum  , et  2^y(l  + /r)  2 
;st  derivata  quoad  x. 

Inierim  tamen  proprie  de  trapeziis  tantum  , 
|uae  ( 255  ) in  Ala  apices  in  superficie  habentia 
lispesci  possunt,  sermo  est,  atque  limite  summae 
>orum:at  omnia  dicta  valent,  si  pro  arcu  ~2n  : ( jx 
ntegr.  GO  ) trapezia  simultanea  considerentur. 

Imo  etiam  et  hic  limitem  eundem  esse  ut  su« 
>ra  demonstrari  potest  , utcunque  ponantur  Ala 
ub  conditione  ibidem  dicta  : partes  nempe  eorum 
n plana  ad  abscissam  e finibus  ipsorum  x Qontcn* 
ae  considerari  debent  ; quod  tamen  brevitatis  stu* 
ilio  omittitur. 
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32mo.  Si  e Jineac  S puncto  quovis  demittatur 

S i i»  z ad  planum  (idem  P pro  omnibus  punctis 

ipsius  S) : complexus  s sectionum  omnium  z cum 
P , vocatur  'projectio  ipsius  S in  P.  Si  in  P sita 
recta  acceptis  a puncto  certo  incipiendo  abscissis 
x , aequatio  ordinatae  y pro  s data  sit,  atque  da- 
ta etiam  aequatio  sit,  per  quam  e cujusvis  y fine 
erecta  Lris  s (nempe  distantia  puncti  ipsius  S a 
P)  determinatur:  manifesto  rota  S in  spatio  deter- 
minata erit.  Ordinatae  omnino  accipiuntur  in  P in 
una  ipsius  x plaga  >^ve  , et  Ve  in  altera,  ita  ipsa 
z accipiuntur  in  una  plaga  ipsius  P tfcve  et  ^ ve 
in  altera  ; ita  ab  initio  abscissarum  accipiuntur  ab- 
scissae in  una  plaga  >i<ve  et  «ve  in  altera. 

Si  s=z(a)a; , et  S=^(A):r.  atque  (a )mi  — 
Ca)C  m — l)x  denotetur  per  /,  et  (A )wx — (A )(m — l)x 
per  S;  erit  \/ (x2+y3)  ; atque  e finibus  ipsi- 
us / erectae  ordinatae  z ( usque  ad  fines  ipsius 
S ipsi  s respondentis)  dicantur  z et  z' , et  corda 
ipsius  / dicatur  c;  erit  Lris  ab  extremitate  ipsius 
z ad  z1  missa  ~c ; orieturque  A rectangulum,  -cu- 
jus unus  cathetus  est  c alter  est  i pro  z'~  z+  i , 
hypothenusa  autem  est  corda  ipsius  S ; quae  itaque 
cst  =lS'(c5+  z2).  Sed  c2  ~ x 2 fy 2 Consequ.  s ~ 


* 

fi 

/iei 

k 


l/'(x9+  y2+i*)~  xl^(l+ y3  + z*)  pro  y £yx 


et  i ~ *x.  Estque  hoc  dilferentiaje  ipsius  S * neni« 
pe  limitis  summae  cordarum  ; atque  derivata  quo- 

i „ t JL 

ad  x est  (Ify  + z2)  2 . Nempe  et  hic  ut  supra  li- 
mitem dari  demonstrari  potest  ; si  pro  ordinatis  z 
crescentibus,  tangentibus  plana  ad  abscissam  L*ia 
ordinatas  z sequentes  complectentia  quas  secent  ob- 
jiciantur : sed , brevitas  necessaria  uberius  exponere 
vetat. 


V.  Notandum  est  , saepius  esse  . ut  expressio 
dfff  rciitialis  strictioris  (adeoque  derivatae  , quum 


x sompcr  finitum  et  nunquam  o sit,  sed  dabili  quo- 
vis minus  fieri  queat)  pro  ccvto  Valore  ipsius  x 
fiat  ===  o aut  QO  ; vel  o:o  ; imo  si  derivata  Ima  , 
j2da  accipiantur,  saepius  quaevis  usque  ad  ali- 
quam fiat  — o , pro  valore  certo  ipsius  x , aut  de* 
rivata  Ima  , 2da  finitae  vel  o sint , et  ab  aliqua  inci- 
piendo omnes  GO  tae  fiant.  Sunt  autem  valores  ejus- 
modi ipsius  xy  nonnisi  in  punctis  discretis,  (patet 
e|.  si  functio  linea  expressa  per  ordinatas  cogitetur)  ; 

i atque  vocantur  haec  puncta  singularia  , quum  li- 
nea ad  puncta  bis  respondentia,  qualitatibus  tali- 
bus gaudeat,  quibus  reliqua  inter  haec,  non  gau- 
dent; sunt  quoque  ibi  differentialia  cum  veris  haud 
aequipollentia  , at  derivatae  Imae  ibi  quoque  limites 
sunt  quotorum  e differentialibus  veris  per  x divi- 
sis. 


Superius  ( 184  ) dictum  est  differentiate  verum 
esse  terminum  generalem  seriei  e functione  aliqua 
derivatae;  itaque  si  n sufficienter  augeatur,  (quum 
x e talibus  portionibus  constet,  quarum  cuivis  re- 
spondentes ordinatae  aut  crescent  ab  initio  usque 
ad  finem,  aut  decrescent),  hoc  nunquam  =0  esse 
potest:  at  etiam  differentiale  strictius  , dictum  est 
esse  terminum  seriei  totidem  terminorum  genera- 
lem, differentiali  vero  sub  certa  saltem  conditione 
acquipollentem  ( 188  ) ; conditio  quae  ibi  simpli- 
citatis et  claritatis  caussa  per  zx  expressa  est,  quam- 
vis omnia  per  partes  eo  reduci  queant,  generalius 
. . %(u)wx 

ita  exprimi  potest : si  — 1 pro  quovis  mx 

a certo  valore  a ipsius  usque  ad  certnm  va- 
lerem b ipsius  miy  ita  ut  quae  excipiuntur , ?ion- 
is  nisi  punctum  aut  puncta  discreta  sint , aut  simul 
vel  sine  illis  pars  ipsius  X talis  sit , quae  dato  quo- 
vis minor  fieri  potest*  tum  (u)#  dicitur  diffe - 
iti  rentiale  generalius  ipsius  ( A)#  a valore  a ipsius 
x usque  qd  valorem  b\  atque  manifesto  (A  )6 — (A )a 
— (B)a,et  — (BjflfCAJjjSi  tam 

(A)(m~rjx  1 qUam 


( U ) *»x 


c 270  ) 

* 1.  Imo  valor  ipsius  m 


^ B ) mx  — B [m — 1 ) x 
extendi  potest,  ut  etiam  o et  integros  **vos  deno- 
tare queat;  ut  sit  pro  >£x, (A)2x— (A)  (2— 1)£  , U 

( A)lx—  (A)  (1— l)x,(A)ox — (A)(o — l)x,(A)(o — l)x 
— (A)( — 1 — Ox,  (A  ) — 2x—(A>)  ( — 2 — l)x  — 

Si  ex  gr.  (A)#=j/ ( x — 1);  valores  omnes  ima- 
ginarii erunt  ab  x~o  usque  ad  ; at  etiam  dif- 
ferentiale  integraleque  imaginarium  accipi  a valo- 
re  o ipsius  x usque  ad  1 poterit,  aut  vero  abscissa 
i post  .t“1)  a o crescens  accipi  poterit,  aut  ut 
dictum  est  ab  .r— 1 usque  ad  certum  valorem  t 
accipietur. 

Erit  autem  aut  certus  seriei  , cujus  terminus 
generalis  est  (u)/^x,  terminus  mus  ~o  , sed  ita 

. (u)  ( m — ljx 


p 

ll, 

: Uti 


ut  si  ipsi  m substituatur  m — 1 , sit 


(a)  (w — 1 )k 


1 ; aut  sive  pro  x=zo  fiet  expressio  differen- 
tiatis = o si  in  ea  o substituatur  ipsi  sive  id  pro 


|of 

noli 


..  . . 00 o — i)x 

alio  tali  mx  fiet  ita  ut  ^ non 


ex  gr.  d(6— x)2=2(b— aO*,et  pro  x—b  fit  — l)x 
—b-x,  ac(n)  C n — l )x  fit — 2x 2, f a)  ( n — 1 ) x autem 
fit  \b— (6— k)Y—  [6— (S—  2i)]*=  — 3x3  ; atque 
2x*:3x*  non  /• — \1,  sed  est  =2:  3.  Nempe  (A )wx 
—( \)  (m — l)x  dicitur  (a)/nx- 

Quoad  casum  primum;  pro  (u)/»x— x(u'>»x 


i) 


cs,  (Jl<S=l^pL 1 , adeoque 
x(u)(» — QX 


^ (u')  (m — 1 Jlx 


r,  ,,  . T e 1 (A)«JX — (A)(m—  I )x 

rru'>«x=o].  Sed  —i— -i. — — — ’-±- r 

*-V'  ijx Z)X 


1 (si„neutrum  o aut  OO  sit).  Nam  (Fig,38  ) 
i t 


, + ^f/r-r)  et  x2)  a ; atque 

i 

1 ; quia  £ ^ 1,  namque  et 


t - 


A*— x 8 


0 


84  ) 
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1 (eodem  modo  patet,  mi  260).  Itaque  (per 

consc<J-  ;5r  ^ ct 


, —1  id  est 


v— C>  + X j 
y + X 


1. 


5'l  Si  vero  pro  x ~ k ( ubi  k etiam  o significare 
potesO  fiat  expressio  derivatae  =o , atque  non 
§it  casus  is  , ubi  si  tantum  uno  x ultra  vel  intra 
k accipiatur  clifferentiale  verum  , quotus  ex  hoc 
per  expressionem  diflerentialis  strictioris  tendat  ad 
I : poterit  accipi  co  utvis  parvum  >J<ve  aut  w vepro- 
uti  casus  poscit  (ex  gr,  pro  £=o,  sumatur  >{<vc  ), 

. ( A ■>  f/'  + co4-  x) — (A)  ( £+  w ) 

it  sit  r-ry/,  ■■■;  1-r — — - /•— n 1 ; nam 

1 x(u  J x) 

mlla  pars  continua  ex  k incipiendo  est  (per  liyp), 
ibi  hoc  non  valeat.  Inde  vero  est 

A 3 C*+  «+  ^ (U' ) Q+w  + xj; 


l 

I 


x 


ed  ( u')  (£  + co  + x) — (u#)  k A'**’**,  o ; itaque 

A)  (&+«+x  )—  (A)  (klea)  1 

! — — — — — — v [(u')&=oJ.  Itaque 


>atct  ordinatarum  puncto  ubi  k terminatur  quam 
inopissimarum  incrementa  per  x divisa  hoc  pacto 
id  limitem  o ^=(u ')k  tendere. 

Interiin  si  (Aj(^twtx) — (A^)f£t°0  dicatur 


f , et  ( A.)  (£  + w)— (A)/*  dicatur  z\  erit 


1. 


\am  y fieri  Pro  dato  quovis  N potest ; 

• (*+--)*  r ■ (Nt-r> 

iam  pro  y= ~=-  , fit  y — « = ^ — * 


JLi\ 


; potest  autem  y,  et  z ita  sumi,  ut  y stipe- 


Z fy 

et  ipsum  -quantitate  mmore  quam  ^ . &st  vero 


( 272  ) 


»»nc  ? a— n 1 ; itaque  quum  JL  dato  quo- 

vis  mirius  fiat  dum  71  00  , **—  dato  majus  ina** 

x 

ncrc  nequit;  conscq.  quum  » non  o sit,  dato 

’ x 


quovis  minus  fit,  id  est  4-  / — , o.  Si  K dato 

x x 

quovis  majus  fiat , -f-  dato  minus  non  manet,  fit- 

X 

que  dato  quovis  majus. 


Pariter  patet  , si  (u')  £=00  ; sit  ex  gr.  k~o  ; 
tum  item  ca  dato  quovis  minus  accipere  licet,  ut 

(A)(u>fx) — (A)w  A (A)(oo-j-x)* — (A> 

- — r-rrrrr^—  r — x adeo  que  . — — — 

x^u')  (co-hx)  ^ x 

A— \ (u ')(w  + x).  Sed  si  (u')o~  00  ; tum  (u')(cofx) 
dato  quovis  majus  fieri  debet,  dum  o>  + x / s o ; 


atque  et  hic  ut  prius  /^-n  1 aplicatur.  ^ 

•2» 

Quod  differentiae  ordinatarum  finitarum  , abscis-i  sta 
sarum  differentia  ad  limitem  o tendente,  a-*-\  o; 
atque  ut  ordinata  00  ta  fiat,  antea  omni  dabili  ma-  r 
jor  fieri  debeat;  partim  de  qualibet  fnnetione  spe- 
ciatim  demonstrari  potest,  ("uti  etiam  factum  jam 
de  pluribus  est),  partim  inferius  demonstrabitur;*  sa 
intuitui  vero  per  ordinatas  in  plano  , in  quarum 
qualibet  uno  puncto  terminante  valorem  functionis, ! 
complexus  eorum  interrumpi  nequit,  exhibetur. 


VI.  Quum  tamen  haec  exemplis  geometricis , 
singularitatem  ejusmodi  punctorum,  ostendentibus, 
illustrare  supervacuum  non  sit : sit  (Fig  39  ) cor- 
da ex  p incipiens  , vertaturque  usquequo  tangens 
fiat,  et  sit  subtangens  s , ac  y=(A)wx;  erit  y :x  i 

— , V '•  s',  adeoque  s'~  — — y;  est  autem  A— ■'o;  <! 

y 
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x« xy:x f/  . y 

atque  itaque  ~f-~ 

y y : x y:x  y:x 

y 


e-*  » , et 


-.7/^  *.  Erat  vero  X.  Jy  ; atque  hinc  (ju- 
y:x  x 

xta  77)  dc  tali  y loquendo,  quod  neque  co  , ne- 
que o est  , nempe  si  quod  —o  esset,  augeatur  quae- 
vis ordinata  quantitate  h (ut  in  Fig  40);  erit 


V ... 

r\ 

y 


v v ^ • . 

-i — , et;  s n: — - , Eritque  szn  o , 6i 

J u «y 


omni  dabiil  majus  , adeoque  Jy  zz  OO  fiat; 


item  s fiet  00  , si  omni  dahili  minus  , adeo* 
5 x 5 

que  Jy—o  fiat. 

Ostendit  (Fig  30  *)  casum,  ubi  szz$'~oq  ; at  ibi 
°|quoque  omnia  aplicari  patet. 

Pro  casu  ubi  y— o autem  res  (juxta  Fig  41) 
quoque  considerari  potest.  Sit  certa  abscissa  con- 
cis «stans  a,  cui  respondeat  y;  erit  x;y=a:S'9  et  &' 
• • 


ay  . y 

-r-;  atque  $1  -v 

X x 


00  , erit  8~aCO  , nem 


tangens  ipsi  y parallela  , adefeque'  [^ris  ad  abscis- 
sam; est  autem  hic  (A )x=(A)lx— (A)oi==y  , at- 

. y X 

pie  pro  — : />*■%  CO , est  q. 

X v 

Est  ejiam  (Fig  42)  s iy~l  ftang  item  f 

k! : ,=1 : tang  //.  Unde  tang  e—  ^ , quod  item  (per 

:or-|  __  y \ y . # 

em  I — > "“7T  > est  — y : 77  =%  ; atque  tang  «=  — — 

y 

:x  1 

jy  * 


LL 
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Quantitates  tangentis  T . normalis  N et  subnor- 
malis,  e Alis  rectangulis  prodire  patet. 

Sed  si  consideretur , qualisnam  curvae  ductus 
ante  et  post  punctum  tactus  sit:  erit  (Fig  43  ) 

s :#'+w  ; et  hinc  y'+«=  ~y+ 


S 

HJ!  ~y+xy*  Sit  y^z(A  )x ; erit  (per  Tayloriamttn 
£ 

paulo  inferius)  2/'=(A)  C x+  x)  — ( A)*+x  J( A)x  + 


v 3 


•s  2 


/ 3 3 


* J3  ( A)*  - - —y+xy+ 


et  summa  terminorum  2 priorum  =y+w;  itaque  si 
terminus  sequens  »-»  sit , (quod  fit  si  derivata  2da 
hh  sit)  curva  ductum  infra  tangentem,  si  vero  de* 
rivata  2da  )^Ya  sit , supra  tangentem  e puncto  ta- 
ctus incipit;  quum  quemlibet  terminum  nisi  o sit, 
s :mma  omnium  sequentium  majorem  fieri  posse 
demonstretur.  Si  vero  derivata  2da  imo  et  postea 
sequentes  o fuerint  , promi  prima  quae  non  o est, 
vel  >h  est  , curva  versus  abscissam  convexa  vel 
concava  erit.  Idem  et  ante  punctum  patet.  Erit 
nempe  ibi  £ : y^z.£-*+x  : y^+ca* , et  hinc  2/"-fco'zs 


t 

y—yy%  atque 


t Z 2 2 V 3 3 

fA)  Gr- x)=y—  xy  + -^-3 — — J 


et  hinc  si  derivata  2da  non  sit  of  et  **  sit , erit 
et  ramus  ad  laevam  concavus  , si  >£<  , convexus  ; 


2 u 

si  vero  y~o  , et  y non  sit  o , atq 

. 3 

erit  ad  dextram  incrementum  +-?r 


ue  sit  ex 


3 

y , ad 


gr.  >fc, 
laevam 


al|tem  oppositum  ejus,  atque  idem  eveniet,  si  deri- 
vatae ipsi  o aequales  in  derivata  numeri  paris  de- 
sinant; erit  itaque  post  punctum  tactus  ramus  ad 
riexfram  convexus , ad  laevam  concavus.  Vocatur 
ejusmodi  punctum  flexus . 

Patet  etiam  , quod  si  derivata  2da  sit  functio 
certi  valeris  , nec  o aut  QO  , inflexionem  non  esse; 
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quia  si  vaior  te  sit5  Jinea  utrinquc  convexa  , si 
►h,  utrinque  concava  erit.  Si  derivata  2da  sito  aut 


o 


00,  vel  sub  formam  — veniat,  pro  valore  certo 


a ipsius  *;  accipiatur  tum  una  vice  xzza+v,  al- 
tera vice  autem  m , pro  w >J«vo  et  quantum- 

vis exiguo  ; et  quaeratur  pro  his  valoribus  ipsius 
* , nurn  rami  e fine  ipsius  , utrinque  conca- 

Vi , aut  utrinque  convexi  sint , vel  unus  concavus 
et  alter  convexus  sit. 

a|  Dantur  etiam  alia  puncta  singularia  : nempe 
/'|  si  duo  rami  ad  certum  punctum  tangente  commu- 
ni gaudeant  , et  aut  utraque  aut  Una  tantum  con- 
tvexam  faciem  alteri  obvertat,  dicitur  prior  cuspis 
Imi  generis  , posterior  2dae ; et  cujusvis  duae  spe- 
cies sunt,  prouti  versus'  abscissam  convexi  fuerint 
rami , aut  concavi ; pro  cuspide  Imi  generis  , tan- 
gens inter  utrumque  cadit,  pro  altera  non.  (Fig 
45,  46,  47,  48. ).  . 

Si  plures  rami  tangentibus  ad  idem  punctum 
diversis  gaudeant  , vocatur  punctum  multiplum 
quod  fieri  posse  manifestum  est,  si  functionis  plu- 
res vaiores  (ex  gr,  per  radicalia)  fuerint,  qui  pro 
certo  valore  ipsius  x (disparentibus  ex  gr.  certis 
radicalibus)  , ad  unicum  redigantur  ; uti  exempla 
fi  ostendent.  Pertin  ent  vero  etiam  cuspides  ad  pun- 
cta multipla ; at  cuspidis  ramus  uterque  tangente 
1 eadem  gaudet;  et  dantur  ejusmodi  puncta  multipla, 
ll!  ut  rami  ex  eodem  puncto  prodeuntes  diversis  tan- 
gentibus gaudeant ; est  autem  omnibus  punctis  mul* 
i tiplis  commune , quod  ordinata  quae  ad  tale  pun- 
ctum est  , derivata  quoad  omnes  ramos  inde  pro- 
deuntes non  una  gaudeat  , uti  quaevis  alia  etiam 
ordinatarum  plurium  eidem  puncto  respondentium. 
Dantur  etiam  puncta  izolala  dicta;  datur  nempe 
functio  talis  , cujus  ex  gr.  a valore  certo  ipsius  x 
usque  ad  certum  (aut  in  GO  ) , nonnisi  pro  cerro 
aut  certis  valoribus  detur  vaior  realis;  atque  si  ta- 
lis valor  o sit , y punctum  abscis  ae  ibidem  deter- 
minetur.] 


LL  * 


( 2W  ): 


EXEMPLA.  Imo  Si  ordinata  y sit  z=zh\ax% ; erit 
pro  h ^vu  et  a tfevo  linea  versus  abscissam  con-  !if 
Ve^a  , et  concava  si  «*■<  sit  5 et  quidem  utrinque 
ad  3t^o  incipiendo  , tam  pro  x *J*ve  quam  pro  x\ 

ve  incipiente  ; exurruntque  duo  rami  utrinque 
aequaliter  , ordinatis  crescentibus  in  00  ; transibunt 
autem  per  axem  ad  distantias  a capite  abscissarum 
aequales,  ei  a fuerit  , ubi  ax2—  — b , quum  ibi  |et 
y—o  sit  ; ac  tangens  erit  axi  parallela  pro  x — o9 
Wfi»  derivata  Ima  ( quae  breviter  J atque  ita  2da 
dici  potest  c * ) est  2 pro  x~o  ; autem 
~2a  , quod  >J*  est  pro  a,  *J<vo  et  w si  a *+  fuerit  , 
adeoqxs  linea  in  casu  primo  ex  x~o  incipiendo 
versus  abscissam  convexa  , in  altero  concava  erit»  i 
Latet  vero  J2  esse  pio  quovis  valore  ipsius  x \ 


cla 


-p*vmn  pro  a ^yo  et  «—  pio  a nyo;  interi m post 
pro  >m  a , transeuntibus  ramis  in  alteram 
Mees  |;'s;,am  , erunt  Iii  ad  partem  axeos  illis  re- 
spondentem convexae at  ut  ita  loqui  fas  sit  5 id 
quod  faciei  axeos  superiori  concavum , inferiori 
convexum  est ; c r; w p ; run?: , axis  . deorsum  sibi  pa- 
rallele ad  distantiam  d moveri  ; quaevis  ordinata 
incrementum  d capiet , et  pro  5 net  bfd  manente 
curva | atque- '«J2  pro  qr;.r/is  abscissa  infra  curvam, 
etiam -pro  parte  antea  infra  axein  cadente  ►*  fiet , 
et  curva  versus  superiorem  axeos  faciem  concava 
erit. 

Est  autem  linea  hac : plane  parabola,  (Fig  44) 
si  .axi  3 a vertice  parabolae  ad  distantiam  b suina- 


X 

tur  ad  axem  X Lri s ; nempe  si  Y2—  pro  pa 


a 


rametro  7 et  atque  y=i+X;  est  |F= 


2do  Si  pro  inflexio  est»  Nam  »J~ 

3.v2  et  quod  pro  >j<,  pro  ^x^Yum 

est  5 ad  e ci  que  pro  curva  ultra  xzzzo  forma  con- 
vexa, et  concava  pro  ^ incipit.  Est  autem  tan- 
gens parailela  pro  xzzo\  quia  J~o  ; est  quidem  tunfi 
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f , 

et  ged  si  x crescat  >%*ve  au  t *-»ve,  fiatque  m 

vel  m quantovis  minus,  prius  dicta  valent. 

a _2_  2 

3tid  Si  y^h^.v  % 5aut  y~L\x  3 , aut  y~  i— , 
rietur  pro  #=o  cuspis  Imi  generis  ; primum  dat 
Fig  45  ) 5 sequens  dat  (Fig  46  ) , tertium  exhi- 

3 ~ 

bet  (Fig  47  ) ; nempe  J prioris  est  ™ x 2 , 

juod  pro  xz=o  fit  o , adeoque  tangens  axi  paral- 
1 3 ~~— 

eia  est;  , quod  pro  x~o  fit  00  , at 


►i  pro  # ponatur  ifc  ca  quantovis  minus;  fiet 

:ujus  duo  valores  sunt,  unus  ^ alter  , alioquin 
aequales  , et  prior  denotat  convexitatem  rami  su- 
perioris , qui  e valore  >J<vo  ipsius  ^X.%3  ipsi  6 ad* 
iito  generatus  est,  posterior  concavitatem  rami 
nferioris  , qui  e factus  est.  Patet  quoque 
pa  |pro  hh#  ordinatam  imaginariam,  at  pro^-p 

x 3 sive  >}<  sive  »-«  sit  x , ordinatam  unicam  respon- 
lere  abscissae  cuivis  , et  ab  x~o  utrinque  aequa* 
et  iter  excurrere  ramos  i est  vero  pro  boc  casu 

»12 

3 


X 3 


s ? qtiod  quidem  pro  *==o  fit  GO,  at  substi- 


— T,  quod  pro  #==;o  fit  00  , effici tque 

tangentem  axi  Luter  insistentem  ; estque  tflin  J2^? 

■ 2 ‘~4 

A tuendo  (ut  prius ) w , fiet  pro  w tam  ifyvo  quam 
— vo,  WYum,  adeoque  curva  utrinque  concava.  Pa- 
tet vero  , quod  si  in  expressionibus  ipsius  y po- 
nJ:  natur  a pro  dicta  pro  x=a  fiant. 

■itlU 
COII 


tau 


4to  Si  vero  ^5  —a*  8 , J pariter  00  ta  pro  ^=<7, 

~4 


inii  tangentem  item  Lrem  dabit,  sed  J3  erit 


9 
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tgtyum  ab  s£~o  incipiendo  utrinque  , adeoque  curvj 
utrinque  versus  abscissam  convexa. 

5i0  Si  9/^=xm+x  2 5 prodit  pro  x^ct  , cuspis  2di 
generis , et  tangens  axi  parallela , (nempe  ad  di- 

standam  o ).  Nam  J=2*+-~  * 2 , c»  J*=2+ 

3 5 _J. 

— - x 2 > atque  prius  fit  o pro  «o  } posteri- 

us  fit  =2,  ostenditque  ramum  utrumque,  versos 
axem  ab  #=0  incipiendo  convexum  esse;  nempe 
abinde  pro  abscissa  v a quavis  , l^x5  duos  valo- 

res  habet,  pro  H<va  autem  imaginarium  fit.  At  ra- 
mus superior  e radice  >J<va  ex  x5  exsurgens  tantum 
manet  semper  convexus  ad  axem  , alter  autem  tau- 

8 ® 

tum  eousque  manet  talis,  donec  # :=  ^ fiet, 


nempe  ubi  J*  fit. 


a lrK  ^ ^ 15  8 

:2-_-JxV-2 * ~15  ~~° 


ibique  inflexio  est  , nam  addito  to  utvis  parvo, 
et  altera  vice  subtracto  w e valore  dicto  ipsius 
erit  pro  vice  prima  HVUm  et  Pr0  altera;  nem- 

pe  2«  — .Kq£y  + «0  «-vnm  et  2*—^^ 


i a 
f 


— »)  tj<vum  est;  tangens  autem  non  est  tum  axi  paral- 
lela , nam  J=x  2.(  ~~k  4.  JL..(  -^)  3 non=o.  Fit 
15  J 2 io 


praeterea  ordinata  adhuc  semel  o , nempe  tunc  es- 
se debet  x2  m}/^z:o,  adeoque  x*~lS x5  , at- 
que x^zzzx8  3 quod  nonnisi  pro  #<=0  , et  #=1  fie- 
ri pfttesf. 


t 


6to  Si  + x2  + IS* x5  ponatur,  linea  eadem 

prodibit,  cuspide  ad  distantiam  b ab  axe  exorta,  et 
tangens  erit  ad  distantium  b parallela  axi;  sed 
ramus  inferior  non  pro  transibit  per  axem, 


i 

! 
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% 

verum  pro  illo  ir,  pro  quo  fiet  b+ id 
est  b9  -f  #4+2a  *b~^x5.  Ita  in  superioribus  potest 
o ipsi  b substitui.  (Fig.  48). 

7mo  Si  (x*- — x4);  oritur  pro  iT—o,  punctum 

multiplum  ejusmodi  , ad  quod  non  ut  in  cuspidi- 
bus , quae  ipsa  quoque  puncta  multipla  sunt,  ra- 
mi tangente  cmntnuni  gaudent  , sed  tangentes  ra- 
morum ex  eodem  puncto  ubi  x~o 
Nempe  pro  x=o  item  pro  .r=»  1 et  x=  — 1 est 


, diversae  erunt 

Nempe  pro  x~o  item  pro  #=«1  et 
Bt  pro  x~  1 , sive  pro  — «(quantum- 


iSili 


/mi 


tds  exiguum  sit  «}  valor  fit  imaginarius  ; nam 
^ :±rl±ro;)^ — ftlirw)1  (±rl±>)2  est  « Viim  ; cre- 
aj#  jscente  autem  x a o usque  ad  1 >{<ve  , ubique  ordi- 
patfie  duae  aequales  erunt  , una  >{<ya  supra  , altera 
n va  infra  axem  ; erit  autem  linea  versus  abscissam 

-i 

concava;  nam  J est  s — 2#3)  , quod 

'it  •—  pro  x~o  , disparente  factore  priore  radi- 

*ali  , et  altero  factore  quoque  simul  in  o mutato  ; 
juomodo  valor  Verus  sub  imagine  ista  generali 
(iiantitatem  quamvis  denotante  latens  ^reperia- 
ur  , de  eo  statim  dicetur  aliquid  ; at  hic  , mo- 
lo in  casibus  similibus  usitato  , factorem  signo  ra- 
licali  subjectum  eximendo  , valor  iste  facile  repe- 
2 x*  1 — 2x9 


itur:  nempe 


X' 


|/  (A'1— X4}  ~ ^1—  .%'*)  ’ 


quod 


i 

>ro  xzzio  fit  — 1=:  tangenti  anguli  tangentis  (273)  , 

[ui  idcirco  est  = — — recto  , quum  ibi.  sit  tangens 

= radio  ; atque  si  pro  x ponatur  « quantovis  mi- 
nis ,!  et  tendens  ad  limitem  o , ad  dextram  ^ye 
d laevam  *-<ve,  manifesto  angulus  tangentis,  tarn 
>ro  ramo  ad  dextram  quam  ad  laevam,  i , 

taque  duae  erunt  tangentes , ad  idem  punctum 
jpsi  x~o  respondens.  Erit  porro 

*4>F'l  «d  est  ?(.**—**)  = — 


\ar~- 
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(x — 2-r8^  f.r — 2.r3  ) 1 


) 


(x2-— 
fx— 2x3  j* 


[I—  6*»  — 


X 


mX 


i/  (x*-x4) 
j , ubi  factor  prior  est  pro  valore  $*tq 


ipsius  lsy'(x*~x4)  i posterior  autem  <-«  est;  nam 
reducendo  ad  denominatorem  eundem  , et  termi- 
num ultimum  per  dividendo,  fit 
l—x*—6xi+6x4—(  I— ix*  + Jx4)  _ 2*4-~ ^ 


i — x2  i 

M vinn  esse  facile  patet,  (quum  tantum  de  # < ] 
quaestio  sit);  est  nempe  tum  a4<>A,  adeoque  etiam 
2.r%>2a4,  tanto  fortius  vero  superat  — 3x*  ipsum 
2x3.  Est  igitur  linea  pro  ordinatis  dfc^vis  supra  axem 
versus  ipsum  concava , et  quidem  utrinque  ab  x^zo. 
quia  x' ) eadem  sunt  pro  sive  ^ sive  i~i  fue- 
rit; pro  ordinatis  n-iyia  autem,  erit  alter  factor 

(nempe  quoque  m,  itaque  J3erit>{q 

et  linea  quoad  faciem  axeos  superiorem  convexa,  seu 
concava  versus  inferiorem,  uti  ( 276)  dictum  est; 
nempe  tota  supra  axem  concipi  potest,  axe  deor- 
sum ita  lato , ut  punctum  aliquod  ejus  au  axem 

priorem  describat  (_rem  * nam  hanc  esse  or- 

dinatam, maximam  statim  patebit.  Referet  hinc  li- 
neae istius  pars  quoad  1 realis  (105J  formam 
signi  00  ; pars  imaginaria  quoque  facile  patet;  (177J 
Interest  quippe  saepius  reaie  imaginariumque  ex 
eadem  expressione  sibi  invicem  respondentia  con- 
siderare. 

Est  autem  linea  ab  xzzio  utrinque  synmctrice 
aequalis;  quum  et  x\  sint  eadem,  pro  eadem 
quantitate  ipsius  x sive  >J*va  sive  *-»Ya;  atque  pro 

K ~ ir  ^/~£ utrinque  tangens  axi  parallela  est;ncm« 

r Oy3 

pe  pro  Uoc  valore  fit  — -^—o\  et  sub- 


/ 


i/  (.v*— X*) 


c *I  ) 


stitufo  p,"-*1»  ipsi  * in  y—ls^(x*—x*)  , 'ordina- 
tam quamvis  aliam  minorem  esse,  quam  pro  zt 

* ,,  11  I . 

— ; nempe  tum  est  y pp  — -jO=K  — — 

mi- . I 

IT  5 81  ver0  Pro  l>arto  ex  gr.  >ftva  ipsius  * ad  de- 
xtram considerentur  ordinatae  intra  Jp  — — P 

2 ’ 


« 

< t 

iajrit  **-*4  = (p-2-*)S~(^-o>y 


J 


+ co*  — C - 


1 4 u>  _p^to®  4co3 


4 2j^2  ‘ 2 


4 -3 
i^‘2 

— co4« 


t/2 


2co 

2 1^2 

1 

4 


+ “4)  =-T— 2»»+ 


eo4,  quod  < priore  -j-  est;  nam  2j/2.co3— 2w* 
M vum  est,  pro  valore  ipsius  « minore  quam 
j/2  ’ na,n  etsi  ^ = (/2  Ponatur  j erit  2j/2.co3= 
2m2,  et  si  valor  ipsius  co  adhuc  minor  fractio  vera 
sit,  erit  26»  *>  2J^!2.»8.  Ita  si  ultra  * 


an  | 


1^2 


: ac- 


ci piatur  + “=*,  erit  *2— *4=—  — 2«*  — 2fc* 

4 

t— co4,  ubi  omnes  termini  praeter  primum,  (qui 
njjvaior  ipsius  *2— *4  pro  *=  est)  ~yi  *nt. 

8vo.  Ast  etiam  pro  J=  00  fieri  maximum  Vei 

2 

, Imimmum  potest.  Exemplum  superius,  y~l~-x  3 
! 2 

dat  maximum  , et  y=6+x  3 dat  minimum  pro  *=b; 

nempe  y pro  quantumvis  parvo  pisito  do- 

2-  2 1 ? 

iiec  co  o l fiatjordinatam  co  & utrincyie  minorem 

pat  5 quam  b—o  ^ \ postea  vero  fient  ordina» 

MM 
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tae  utrinque  — vae  crescentes  in  CO  ; ita  y-h f f £ ce')  5 
dat  pro  quanto  vis  w ordinatam  ipso  £ majorem. 

De  quo  tamen  plura  inferius.  i 

9no.  Punctum  izolatum  exSiihet  y~\/  (x9— *2), 
pro  nempe  tum  ° 5 et  initium  abscissa- 

rum solus  valor  realis  erit,  usquequo  A=1  fiat, 
et  tum  item  y^o  punctum  in  abscissa  dabit,  unde 
linea  ordinatis  crescentibus  ramo  uno  superius  ab! 
teroque  aequali  inferius  incipiet  ; ab  autem 

sive  *—•  ve  in  GO  , sive  ^veutque  ad  1 crescat  va- 
lores  omnes  imaginarii  sunt;  nam  (>— a)3  et — *2J-; 
utrumque  ~ est,  (>&*)3  autem  pro  *<1  est<** 
a deo  que  Kenvo  erit.  Est  autem  J — 

-L(3a*~  2x) 

- quod  item  imaginarium  est  tam  projjto 


(#3 — xz) 


i 


h*  quam  pro  ; nempe  ante  et  post  punctum 

izolatum  incrementa  imaginaria  sunt.  Est  autem 
T„  0>x — 2 (&r*— 2*)* 

J = zr^TZi^Ti \ — ? V,od  P* 1'0 


2b"^(#3 — ^2)  2t^  (a;3 — 

#;>!  aliquamdiu  tantum  MVum  est;  nam  multipli* 


cando  per  2J/ (a;3 — x2)r  erit  (Sx — 2— 

(3^—2*)  3 2 C3^~2)s  = 

^ j 

— 2 a: — 6ff+2 — (9#*- — 6#+4)  __3a-2— 2.r--2  . , 

1 “ X— 1 5U)l  V 

quum  sit  3 & — 1 e3t , adeoque  tantum  de 

numeratore  quaestio  est;  et  facile  valor  reperitur , 
usque  ad  quem  crescente  a;  ultra  1 , 3x  2 — 2x — 2 
semper  postea  autem  semper  est;  itaque  eous-  | 


que  lineae  lamus  superior  concavus  postea  semper 
convexus  erit.  Est  nempe  3x2 — 2a; — 2=o  pro  x — 

I 7 

— (per  resolutionem  aequationis  quad- 


raticae  inferius  tradendam,  et  substituendo  quoque 
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atet)  ; quod  >1  , nam  ~ est  ; dicatur  a , 

t addatur  prius  wm  fum  ; erit  3x2 — 2x — 2 = 
‘7  j(a — co  ) 3 — 2(a — *co) — 2~3a4 — — 3co2 — 2or}*2co  — 2 
isJvjed  3a2  ~2a— 2— o erat,  et  co (2—  6a)  — 3 co 2 — < vmn 
ia}  st,  quum  <C>1  sit.  Si  vero  ponatur  af  co  , prodibit 
ii£,'(6a — 2)+3co2,  quod  est.  Itaque  inflexio  est. 

10mo.  Sint  denique  adhuc  exempla  ad  subtan- 
entem  finitam  : Parabolae  pro  parametro  p est 
l i T l -i 

=y;  2 x 2 , et  «!  = ^ 2 ^ 2 *,  adeoque  subtan- 

JL_  1 -1 

ens  = p 2 x 2 : ~ 2 # 2 ^z2cf,  quod  ad  verticem 

t o ; et  derivatae  ibidem  valore  QO  to  reddito  , an» 
ulus  tangentis  , tangenti  00  tae  respondens  rectus 


.W  U 

st 


tci 


Si  y = a*  sit,  quod  lineam  iogarithmicam 


xhibet,  in  qua  abscissae  logarithmi  ordinatarum 
uoad  basim  «sunt;  est  J log  («* ) ( 199)= 

**’(#  log  a)~a*  log  «,  (log  a quoad  e intelligendo  p. 


58)  unde  s 


a 


a*  iog 


= r — — ; et  sub  tangens  pro 
a i o£« 


uovis  x est  constans  = modulo  systematis  , cujus 
Iasis  a est  (163J.  Pro  a~e  fitlog«=l,et  1^ 
ul  it  etiam  tangens  anguli  quem  tangens  cum  axe 
icit  = l pro  x=o  ; nam  e°  log  1,  et  angulus  ipse 
«it  dimid  us  rectus  ; atque  dum  x >J<ve  T"— \ 00  , 
m^mg  /\li  tangentis  * — *\  QO  , adeoque  a— ^ R(per 

angulum  et  per  R rectum  intelligendo)  ; si  ve» 
Wijl>  * — • ve  a-**\  00  i tu  si)  e~M  x a — v o , adeoque  tang 
li  tangentis  /— -n  o , et  /\  o , fitque  axis  «- 
/ mptotci . 

Nempe  si  detur  talis  recta  2(,  qua  pro  axe  sum- 
t , dum  abscissa  a^  :X>  , ordinata  a-»-\  ©(adeo- 
I tjie  non  fit  o p.  29)  : dicitur  li  vsymptota  lineae 

MM  * 


ffj 


- 
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jeri’ 

rem! 


lo ' 


*V 


gene&atae.  Sermo  liic  tantum  de  asymtota  recta 
plano  est. 

Fosset  quoque  dici  : si  inter  rectam  GO  tam  li 
et  ramum  r lineae  cujuspiam  , nulla  recta  cadat  , 
quae  sufficienter  producta,  aut  cum  neutro  quid 
quam  , aut  nonnisi  punctum  unum  utrique  commu- 
ne habeat;  tum  li  dicitur  asymptota  ipsius  r , si  r 
nihil  cum  r commune  habeat  ; Si  vero  punctum 
commune  habeat  , tangens  audit. 

E definitione  priore  patet  ; quod  si  linea  ab- 
scissarum . et  angulus  ordinatarum  ita  accipi  queat, 
ut  a certo  valore  a abscissae  usque  ad  certum  va- 
iorein  j3.  eundo,  ordinata  /s-^-\  GC  priusquam  abscis- 
sa ~|3  fieret,  pro  abscissa  =.]3  vero  fiat  QO  ; or- 
dinata ista  asymptota  erit.  Nempe  et  ordinata  huic 

quam  proxima  secabit  curvam,  Exjgr.  si  y~  — - •> 


eundo  a valore  certo  ex  gr.  1 ipsius  x usque  'ad 
x~o »,  fit  priusquam  x^o  fieret,  y omni  dabiii 
majus  , et  pro  x~o  fit  00  ; et  quicunque  fuerit  an 


gulus  ordinatarum  , recta  e puncto  ubi  est  , 


ordinatis  reliquis  parallela,  asymptota  Irneae  per 
aequationem  dictam  generatae  est. 


■i- 


1:1 


ubi 


Sed  pro  valore  ipsius  x crescente  in  GO  , re-  it 
CJta  Q GO  ta  ad  axem  ex  initio  abscissarum  Lris  exv  ^ 
plorandae  asymptotae  inservit  : nimirum  quaevis 

recta  P in  eodem  plano  , est  aut  ipsi  Q parallela, 
aut  ad  certum  angulum  v secat  eam  9 et  quidem 
ad  certam  distantiam  Z ab  initio  abscissarum,  aut 
supra  aut  infra  axem  , aut  in  axe  pro  rL~o,  Si  v 
rectus  sit,  ordinatae  ipsius  V omnes  aequales  erunt. 
Ordinatae  curvae  et  rectae  P,  dicantur  y et  Y pro 
eodem  abscissae  fine.  Si  v non  sit  rectus  , P seca- 
bit axem  , ad  certum  angulum  qui  (pro  angu- 
lo ordinatarum  recto ) ipsum  v ad  rectum  comple-  ; 
lyit,,.  (per  v duorum  anguiorum  deinceps  positorum 
minorem  intelligendo) . 

Nisi  yero  asymptota  ad  axem  Lris  sit,  (quo  in  i 
casu,  ne  cesse  est  , a valore  certo  ipsius  x usque  ad  I 


$erfum  , ordinatam  curvae  fieri  d>lo  quovis  majo- 
rem) : talia  Z et  u quaerenda  sunt  , ut  Y — y a cer- 
to valore  ipsius  x incipiendo  in  CO  nunquam  fiat 
~o  , sed  a-— > o. 

In  (Fig  49)  est  s : y=s~—x  : z , et  hinc  z~y — 

x^y  (propter  «y=  xL  ) ; erat  vero  iy  — tangenti  il- 

Jy 


siri* 
ini  1 


ad 


Jius  anguli  , ad  quem  tangens  axem  secat  ; et  hinc 
st  (dum  x O0  ) z — Z , ac  iy  tang  u , 

erit  Z — (y — x tang?/)  s o.  in  (Fig  50)  item  est 
K:Z=:Ktx:Y,  et  K ■.  Z~  1 : tang  u ; atque  hinc  Iv— 
Z 

, et  Y=:  Z + x tang  n ; unde  Y — tang  u 


tang  u 

—y^=.7j — (y— x tang  ii)  , quod  ut  plane  dictum  est. 
o . Consequ.  71  asymptota  est. 

Fxemplo  sit  hyperboia  aequilatera  pro  axe 

Jl  2 "JL 

11,11  #=(#5  + .r)  2 ? J = C4--)  OH-.f)  2 = 


x + 


1 4 — 


1 f,aort  r*' 1 dum  ^ 00 ; 

X 

itaque  tangens  anguli  u est  1 , adeoque  u—  dimi- 
dio recto,  Z autem  ; nam  z~y — x^y  ~ 


( *2  +xj 

1 


L (#+“”“■  )x  — 

y t x zfxJ  ~~~  \/\xz  Jrx) 


, quod  / 


•—  dum  x 
£ 


i 

Tx  _ 


00 


^0+7) 

Si  igitur  tam  z~y — xiy  quam  j y \ limite  non 
00  to  gaudeant,  recsa  per  finem  ipsius  Z ad  angu- 
ui  j ium  qui  ipsum  u ad  rectum  complet  posita,  asym- 
ptota  erit.  Si  u — o sit  , manifesto  y — xdy  y 

—l*  9 *atque  ium  ex  Z— (y~  x tang  u)  o , fit 

Z —y  / — % o.  Si  Z~o  esset  , poterit  ord.mata  quae- 
vis. constante  h augeri,  ut  Z =b  fiat.j 
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•Si  vero  H asyrnptota  sit,  ramus  idem  nulla 
alia  gaudet.  Nam  quaecunque  alia  recta  sit,  sive 
parallela  ipsi  71  sive  non,  si  ordinatae  hujus  cum 
Y et  y iisdem  abscissae  punctis  respondentes  Y' 
dicantur  , Y' — Y , adeoque  Y' — y non  ^ — * o. 

Imo  demonstrari  etiam  potest  ; pro  x / — -\  GO  , 
asymptotam  nonnisi  tunc  esse  , si  nec  z nec 
a— ■ \ GO  ; uti  aplicatio  ad  alios  casus  , ubi  curva 
versus  axem  convexa,  atque  et  Z infra  axem  ca- 
dit , facile  ostenduntur  ; sed  ne  figurae  multipli- 
centur, rem  attigisse  sufficiat. 

Ex  gr.  In  parabola  pro  parametro  =1  ; est  y^z 

JL  ! 

x 2 , et  }yz=~—-*  quod  A-*"\  o,  atque  z=y — xJy 


V X iS  X j. 

«U0d 


\ GO  ; itaque  tan« 


gens  ipsam  z ad  distantiam  data  quavis  majorem 
ad  angulum  recto  quam  propissimum  secat , ten- 
dens eo  ut  axi  parallela  fiat  , quod  tamen  ad  di- 
stantiam omni  dabili  majorem  , id  est  in  nullo 
Joco  determinato  fieri  potest,  ut  ibidem  asympto- 
tam praebeat. 


Exhiberi  quidem  linea  pro  quovis  finito  Z , et 
angulo  u potest  , cujus  ibidem  asyrnptota  sit  ; si 
nempe  yzz  Z + x tang  w+co  sit,  (per  <a  functionem 
i ius  x talem  intelligendo  , quae  "no  , dum  x 
00  J , tunc  enim  y — x tang  u =Z  + ca  , et  y — 
tang  u Z , atque  tum  Y — yzz Zfx  tang  y zz 

Z — (y — a?  tang**)  a — \ o.  Et  facile  patet,  ordinata- 
rum simultanearum  lineae  pro  qua  y — xJy  /^-\  00 
differentiam  non  tendere  ad  o , ut  asyrnptota  ea- 
dem gaudeant.  Ex  gr.  pro  casu  praesente  parabo- 

lae5  Zf#  tang  w + w — x 2 - y — 00  (pro  quovis  Z). 

VII.  Sed  per  superius  ( 279  ) promissum  ali- 
quid de  valore  quoti  duarum  functionum  u et  v , 
dum  pro  x~  b , utraque  o fit,  adjiciendum. 
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Si  pro  quovis  x sit  vz~u , atque  a certo  va« 
lore  a ipsius  antequam  x~b  fiat  , semper  sit 


u 


zzz,  * — - , pro  xzz.b  vero  u fiat  =o  , et  v^o  ; vaior 


quoti  verus  sub  forma  ^ — quantitatem  quamvis 


j/7j  denotante  latens  reperitur  sic. 

Ex  u^zzvz  sequitur  + (249  J , quod 

pro  x~b  fiet  '= zJv^  quia  tum  v—o  ; atque  hinc 

. t , 
si  non  sjt  iterum  Ju=o=Jv  pro  x — b. 

Si  vero  utrumque  o fiat  , operatio  dicta  iterum 
atque  iterum  repeti  potest. 

Ex  gr.  Formula  summae  seriei  geometricae  pro 
exponente  x , et  numero  terminorum  p atque  ter- 

arf — ^ 

mino  primo  — a,  est  • — — ; quod  pro  x — 1 fit 

X 1 l 


series  autem  est  a+a  + a 


P-1 


■;  atque 


a)  uo 

T("*— 0 cst  ~ — i — —P*  pro  x==1  5 quae  p,a* 

ne  summa  vera  est. 

2 2 q 

Ita  si  — ; fit  hoc  quoque  pro  a; 

a — x o 

at  ~2cc  pro  ; qui  plane 

J(a —xj  — 1 * 'it 

valor  verus  est  ; nimirum  eousque  semper  ot  + .r 
fuit  quotus,  (nempe  ^a  + ar)("a — #)~a2« — x%)  , et 
dum  x/ \ a,  quotus  r — ' 2a  ; crescente  vero  po- 

stea ipso  x , item  semper  u + x fit  quotus  in  GO  , 
Uti  etiam  pro  , est  2ot=a  + x. 

Saepe  evenit,' ut  quotus-^-  formam indu- 
at pro  valore  certo  ipsius  x ; atque  hujus  quoque 


/ 
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valor  reperiatur,  reducendo  adformam  ; ncrfciL 


1 


pc  _ 


Vllf.  Hactenus  ordinatae  omnes  parallelae  e 


na 


F 


rant  : mentio  etiam  facienda  est.  ordinatarum  < 
puncto  exeuntium  , pro  abscissis  aut  in  recta  u ie 
prios  acceptis  ; aut  in  peripheria  radii  1 e punct(  i 
ordinatarum  communi  tanqiiam  centro  descripta 
ita  ut  via  puncti  a certo  puncto  peripheriae  dictat 
(pro  principio  abscissarum  posito)  semper  porre 
moti  (sive  sive  ^ ve  incipiendo  conti  Otiando 

que  motum)  , determinet  abscissam 

Exemplo  quoad  prius  sit  parabola  (Fig  49  ] 

L 

ubi  y~x  2 pro  parafrietro=l.  Est  kfx  : y^l : tang  q 

l 

et  hinc  k tang  q + x tang  q~yz=zx  2 , atque  x — k: 
tang  q2+x*  tang  q2-F2koc  tang  q2  ; zr  e quo  exprimi 
x per  q et  k , atque  expressio  talis  ipsius  x in 
i 

y~ x 2 substitui  potest,  ut  y per  k et  q expressum 
prodeat  ; atque  hinc  etiam  ordinata  quaevis  ab  pro 
principio  abscissarum  a et  angulo  q , quum  sit  =s 
i/  [_( £*f  x)24-#2  J per  h et  q exprimi  potest,  Ut  iit 
expressione  nonnisi  q sit  variabilis. 

Exemplo  quoad  posterius  sit  Spiralis  Archi* 
medea  , et  Spiralis  logarithmica.  In  priore  est  or- 
dinata y—(iU)  in  posteriore  autem  y~au  ; in  utro- 
que certam  unitatem  ponendam  esse  e superioribus 
manifestum  esr.  Prior  aequatio  eadem  , quae  rectae 
pro  abscissis  in  recta  et  ordinatis  parallelis  est  ; 
posterior  eadem  quae  lineae  logarithmicae. 

Fiet  Vero  y=zdu=^o  pro  u~o  , et  y== ct  pro 
u~z  2 - - - 

l pro  uzzio  , et  y~a  fiet  pro 
2 c/c pro  1 


wnl  , et  y = 2 pro 


Ita  fiet 

/4^:1  , atque  y=^n 


pro  u 


It 


( 289  ) 


nt  antem  fiet  y = «-*,  et  pro  u=z—2  fiet  y*=ta-*  17„. 

de  si  sit , y qq  , dum  * u, s QO 

at  y^  o dum  - « ,^oo;  atque  si  «<  I sit  ’ 
res  inverse  est  . nempe  y o dum  * QO 

et  2,  00  dum  M „ ^ _co  : in  ntroque  casu  au- 

e tem  y dum  / — x o,  nunquam  =o  fiet,  adeomio 
« nec  unquam  in  principium  ordinatarum  , centrum- 
a«que  peripheriae  radii  l,in  qua  abscissae  u accipi- 
antur , perveniet  in  quantumvis  excreverit  abscis- 
sa  a.  a 

Si  vero  «=  1 tum  in  perpetuum  in  periphe- 
ria  radii  1 terminabuntur  ordinatae 

Est  autem  manifesto  #=  logy'  C quoad  8 ) si 


a 

MIC  |i 

¥ 
liet 
por 

ilii 


19 


m 


Haec  est  illa  linea,  cujus  evolutam  ipsi  ae- 
lualem  esse  lac.  Bernoulli  detegens,  eam  cum  in- 
criptione jJaec  eadem,  mutata  resnrsit  Senulrrn 
uo  incidi  postulabat  , ut  quum  semper  renascatur 
esurrectioms  Vitaeque  nunquam  interiturae  snei 
lymbolum  esset.  1 

Quomodo  vero  subtangentes  pro  talibus  curvis 
t reliqua  determinentur,  instituti  ratio  silentio 
•raetertre  jubet. 

i0nJV"PeriUS.CP^83}  et  Proxime  C274jmen. 
one  1 heorematis  Tayloriam  facta,  exponen- 

'«">  «I»  valere  certo  . ip.J  * u". 
We  «d  valerem  certum  p,  ,i,  p,„  jjsJem  fi„ilis 

■ ,B,y .*  ’■>  (F)0+a>)  = AfB(>+M)6  +C(.r+to  ) c 

nixIiiT^f!  SiVC  ’ale  fuerk’  ut  evolutio  bino- 
>10,1  ( ld°  ) m 0,n,1!bus  terminis  locum  habeat, 

ut  lrmTP?  eSt;  pr°  “<X)  ’ at(luc  haec  series 
ut  terminata  aut  convergens  sit:  erit 

a»J8(F>--. 
2 2.3 


F)  — A + ttj  «jf  F_}a3+ 


Nam  terminis  CperlSO)  evolutis,  et  serie  e 
HOV.S  teimino  orta  verticaliter  deorsum  «cripta; 

\ , 

N N 
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(F,)(#+  w)=AfB^;  + Cxc 

• - O® 

) + + (c—  OcC*®-3— 


cc 


00’ 


t [fi— 2)  (6—1)  bBxb‘3  +(  c— 2)(e— l)cC* c*3  - * *>a3 


in 


Est  autem  Jinea  superior  =(F)ff,  2da  vero  o 
2 J*(F)ar  , 4ta  = _»8  JY  F)*>  6 


3tia  =■ 


co 


2 


2.3 


tFt* 


«H-i  «P(F)a\ 

2.3--^ 


I Nempe  etiamsi  A + B + ^ COrbO  • * * Du' 

*series  QO  ta  sit ; accipiantur  termini  numero  certo  ^ 
et  quidem  taJi  pro  quovis  dato  N , ut  summa  ter 

1 

minorum  illorum  S dicta,  sit  (F)  (x^r ( 


atque  etiam  summa  totidem  terminorum  seriei 
A + Ba^  Cxc  s dicta  , sit  (F)#— *Fa 

j 

tet , cuivis  termino  lineae  horizontalis  2dae  ut  fa 
ctore  omnibus  iis  communi  , ita  porro  cujusvis  li 
neae  liorizontalis  termino  cuivis#  adjecto  factor  p 
communi  ad  finem  posito  ; esse  seriem  verticale» 
cujus  primus  terminus  est  , seriem  convergen  { 
tem  (per  hypOj  cujus  summa  a-*~nB(#+w)  ? 11 
seriem  verticalem,  cujus  primus  terminus  est  Cx 
esse  seriem  convergentem  , cujus  summa  A^*\ 
C(x+&  )c  , et  ita  pon  o ; atque  seriei  , cujus  m 
mini  sunt  lineae  horizontales,  summam  A-”"\  A + 

( *+  uf  + C(x^y  (usque  ad  ultimum  tei 
minorum  numero  certo  cceptorumj. 

Sed  est  etiam  , et  cCx  |S( 

JC#C  , et  ita  porro  usque  ad  ultimum  ; atque  bin 
( 197  J est  + cC  *^=:  J[B^6  +<Vh-- 
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zzzj*.  Ita  in  quavis  columna  quivi?  terminus  de- 
orsum sequens  , derivata  praecedentis  est,  et  quae- 
vis pta  linea  horizontalis  (praeter  factorem  ulti- 
mum communem)  est,  si  linea  prima  non  numere- 
tur, = 


Unde  manifesto  s + 


3JVf*  w8  «S3<?- 


2 23 

S.  Ast  etiam  ipsi  s ubique  (F).r  substituendo, 


f \ — — ■ — X — 1 \ / ' 

seriei  summa  ad  limitem  eundem  tendit , ad  quem 
S;  nempe  a- — v (F)  (#■-(- &0-  Nam  consideratis 
terminis  seriei  utriusque  simultaneis  , quilibet  pri- 
)ris  per  ei  respondentem  terminum  posterioris  di- 

mus  . . 1 ; nempe  ^ . 1,  /~1  5 

iam  si  Js — J(  F)^  (pro  dato  quovis  N)  nequeat  fle- 

* i sit  ^ maximum  tale  ut  «ta—"j(F)#  sit 

N 

’ erit  S JWXJ  — *T 


seu  * — 


F>  < 


(F) 


(contra  bypothesin  , quum  (F)# 


o ).  Pariter  patet,  quod 
>orro.  Consequ.  quum  etiam 


J2(F> 

S 


1 , et  ita 


u 


co  ® 

equitur  fper  154)  etiam  (F).r  +®J(F 


(F)  (#+w). 


i 


Valet  autem  boc  de  casu  quovis  , ubi  suppo- 
ita  locum  liabeut;  nempe  de  quavis  functione^, 
nae  forma  dicta  exprimi  potest , atque  de  talibus 
aloribus  ipsorum  x et  ut  dictum  est. 

2do  Interim  tamen  quaecunque  functio  (<&)#  fuerit 
' erie  analoga  evolvi  poterit  ; et  quidem  juxta  lii. 
a Gratige  ubicunque  subsistere  libuerit,  valoribus 

! NN  * 
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complementi  maximo  minimoque  quasi  finibus  in*, 
ler  quos  continetur,  assignatis.  Unde  quando  com- 
plementum /"-“>  o dum  numerus  terminorum 
^ OO  , series  converget  , ut  ( 130  ).  Est  nimii 

V)o'\x^{kk)u^{k)oAc xj( £)©f— ^ ^ 


l 


jum 


=z(Vo  + xJWo+-pSiU'>0+  4~  +-  *9 . ■ 

2 2,3  2.3  - 


J {kju  ; per  (k)o  intelligendo  id  quod  fit,  si 


in  {k)x  ipsi  x ubique  o substituatur,  et  per  mo 
intelligendo  liic  non  derivatam  ipsius  C^)o,  sed 
id  quod  fit  si  in  J(k)x  ipsi  a;  ubique  o substituatur, 
( quod  etiam  ad  ambiguitatem  tollendam  stellula 
praeposita  distingvi  posset)  , per  u vero  intelligitur 
quantitas  quaepiam  a o usque  ad  x inclusive. 


,r. 


Nam  (k)x  = (k)[(x — poni  potes! 
= (£)(# — xz)  + x P ; ^ dici  F 


potest ; est  vero  manifesto  P:=zo  pro  z~o  , quia 
tum  (£)  {x — xz)  fit  — ( k)x. 

Ita  poni  potest  (kjx~(k[(x — xz J + 

(k)(x — xz)  + xz^( k)  (x — 'xz)-Jtx2Q  ; nam 

C k)x  C k)  (x—— “XZ  )~—xZ  tJ(  k 3 (x  “ x % ) j . . -v 

— - — • -g— — dici  Q po. 


test;  quod  continuari  posse  patet,  [ut  prodeam 
R,  S,  T cum  derivatis  ipsius  (k)  (x — xz)  ac  po- 

tentiis ipsius  xz  altioribus.  Est  autem  jetiam 
pro  , nam  ut  prius  expressio  *tunc  ad  (k)x 

redigitur;  idem  de  11,  S - - - patet.  i 

Hinc  si  ( k)x  constans  ponatur,  et  derivatae 
utrinque  quoad  z accipiantur;  erit 
0=— -.V  j(  k ) (x — )f  xj(k )(x—xz) — X*zJ2(k) (x — xz\ 
-5-#®JQ;  id  est  oz zz — x2z^  (k  ) (x  — » xz  ) +x  2 JQ 
adeoque  JQ=s*JY k)  (x — n ) ; et 
(k)x—{k)  (x — AraO+ar*  J(k)  (x — xz)  + 

x2  (x — xz )• 


1 
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Ita  poni  potest  (£)*=(£)..(*_.**)+** 


W)C 


)+ 


s ~ Z 1 *.'  ^ (A’ ) X -i  J 


+ 


3J\A)(x-xz) 


2.3 


.. . . + (x—xz)+  *pzp 

2.3 ( p — I ) 2.3  - - p 

Jp(ts)  (x — xz)  fa,i,+1T;  nam  subtrahendo  terminos  ad 
^ dextram  oinnes  praeter  ultimum,  et  divipendo  per 
a^1-,  quotus  T dici  potest  (ut  antea ) ; quod  item 
manifesto  =o  pro  z~o  fieri  debet  , summa  cete, 
rorum  terminorum  ad  (A)x  redacta. 

Accipiendo  autem  derivatam  utrinque  quoad 
fiet 

xJ(t  y Cx — xz)fxd^£)(x~-xz)  — x2zJ  ~(  [x — xz) 
+ J*(*X*— **>— ( x-*-x*)+3**z* 

2 2 2.3 

- &%=rfw  «'T*  * 

vxP  zP-1  Jl P(£)  (x—xz)  — a.pH  zp  Jpfi  (A)(x-xz) 


IU 
II 

tu  P 


es 


1.3  - -(p—2)p  2.3  - - -p 

+ xPnjJ  ? ubi  quum  primum  par  terminorum 

1 ‘ta  2dum  et  quotum  vis  ~o  sit,  fiet  JT-- 

, 5 i 


2.3 p 

k)  (x — x%)  ? adeoque  T = 
r *F  J^l(kXx-xz) 

2^31.  - ’ nempe  post  terminum 

*P  %P  dP^){x—x^\  , .„PH 

complementum  est-- — 

f zP  JP^l(k)  (X — *<*). 

gl  valor  ipsius  * accipiatur  nonnisi  a c 
usque  ad  1 (niciusivej  ? et  dicatur  (>+l)*M  va- 

or  ipsius  'JP+lC&y  (x-~xz)  maximus  (sensu  alge- 
)raico  uti  pag.  Si,  ubi  0 >- — U,  et  minimus  valoi 
Bjns  icatur  (/>+!)*  N;  tum  pro  nullo  valorum 


llr  ' 

K 
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l 

dictorum  ipsius  * est  %P  ( /?*H  ) * N > Jf  zP  jPt} 
(h)  (x — xz)>  fzP  (/;f  0*M.  Sed  et 

constantes  sunt,  adeoque  _fzP 

<yPil 

n*M,  et  /*P(ptl)*N=^  OfJ)*N. 

Consrqu.  complementum  nempe  pro 

_ xPn(pU)±M  *P+vCptO*N 

non  est^  — ~±—^±rr  et  non  - » ■ \rz\ , 

1.2  ~ - -pipi  i)  - « -pipt1) 

nempe  tum 

At  si  u quantitatem  quamlibet  denotet  a © u« 
sque  ad  x\  quum  a; — xzz=:x(} — z),  pro.valore  ipsius 
z a n usque  ad  1 accepto  , manifesto  per  u valoi 
quivis  ipsius  x — xz  denotari  potest;  itaque  sut 
continentur  omnes  valores  ipsius  JP^1 
C&)(x— xz\  adeoque  etiam  et  Q>f  I)*N. 

Poterit  igitur  complementum  per  xP^1  JP+1 
(k)u  exprimi;  ita  ut  si  maximus  minimusque  va 
lor  hujus  quaeratur,  complementum  inter  hos  con 
tineri  pro  quovis  <& , adeoque  et  pro  1,  con  is 
stet.  Sed  pro  «=1  fit  x — xz—o^  et  (&)  (x — x%)  = 
{ijo,  atque  J(k)  ( x— **)=J(£>0. 

Consequ.  + 


»3/ 7 \ 1 *pjni)o 

J <*>•  - • ‘+  2^r+  s..-Uj+-T)- 


Ex  gr.  Sit  (/i)x—(afx)t*  . er,t  i10c  =(£)0  4 
2 2..J  - - ^ v 

+ ...  + zl £a)jL  nam 

Z 2.J  - - v 

J(k)x—V.(a+xWl,  &&ZlJ(a 


II V 

-2  Cl 


' 


2 


«'Cjadeoqtic  *«!'(£)©  = » p« 


x*  J*  (^)o  =JL 

” » T 2 


(p—  ljof1 * * *'2  &c*  - -Complementum  ®)v(£)« 

,utem  estZLfcJi^-^-— C«  + u)Pvi  «>ius 

'aiores  omnes  prodibunt,  si  ipsi  u valores  a o u- 
que  ad  # substituantur;  eritque  manifesto  valor 

• . #Wp — O (V — vtO  „p-v  pt 

erus  inter  — ■ v ® 

|»Vl*— 1 > ■ - - r P— vtll  (a+x)?-». 

2.3  — -v 

3ti0  Hinc  substituendo  e superiori  (F)  Gr+w),  k 
psi  F , et  x ipsi  »,  atque  » ipsi  x;  prodibit  for- 
nula  eadem  pro  (A)»  = CF)(*+w),  quae  prius; 

iempe  (-£)«=(F)  (*+»)  = (i)o  + toJ(.A)o  + -~- 


’*(/;)(,  - -+  HL .Jv(i)o=*  (F)*  +»J(F)*f 

2.3 --v  ^ 


lsf  FYr  - - - + — — JV(F>,  (per  « quantitatem 

J'  2.3  - - v 

quampiam  a o usque  ad  co  intelligendoj,  ubi  ter- 
ninus  ultimus  complementum  est ; quod  si  — \ 
icries  convergens  est  , alioquin  etiam  maximum 
ninimumque  valorem  , inter  quos  verus  contine- 
ur  exhibens. 

4to  Quod“comp!ementum  dictum  in  exemplo  prius 
illato  pro” x<.a  semper  o , (excepto  si  p in- 

teger sit  qtio  in  casu  fit  post  aliquem  terminum 
semper  —o) ; c superiori  ( 150.)  patet:  attamen 
jUoad  alio  i casus  necessc  est  de  valore  facti  e fa- 
ctoribus , quorum  numerus  /— "\  GO  , uti  liic 

V V-  p— v+i 

i ’ 2 v 


-)  aliquid  dicere. 
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Sint  factores  A,  B,  C ; erit  ABC  - - - :=s 

^log  Af  log  b - ^ 153  y Itaque  si  logA-f  logB-i  i 

a — Not,  turri  ABC-  - — s ea  ; adeoque  si  a = 0. 

tum  ABC---  's— ~\  1,  si  a.—  00  , tum  ABC--  />— y - 


0 


00  , si  a- 


■00  , tum  ABC 


o , nam  1 di 


visum  per  ( e elevatum  ad  quantitatem  ^vam  in  o 
mni  dabili  majus  crescentem)  o. 

Distingvantur  factores  hi  , (qui  singuli  cert* 
finito  eodem  minores  sint,  nec  ullus  =o  sit,  e 
omnes  >J<ve  accipiantur)  in  2 species : imo  in  tales 
quorum  quivis  <1  ; 2do  in  tales  quorum  quivis  >1 
(nempe  factores  quotvis  unitati  aeqUaleA  non  mu 
tant  factum). 

Lege  factorum  data,  poterunt  plures  in  unur 
mutari  , et  si  (praeter  numerum  certum  factorur  Ipsi 
reliquorum)  factores  , quorum  numerus  dabil 


quovis  major  est  , ad  Imam  speciem  pertineant 


erit , si  innumerabiles  ejusmodi  factores  inter  eo 
dentur  , quorum  quivis  certa  eadem  fractione  ve 
ra  minor  est ; factum  ex  iis  o,  adeoque  etiar 
factum  ex  his  et  ceteris  qui  numero  finito  sunt 
s~ -s  o. 


Si  factores  ii  , quorum  numerus  dabili  quovi 
major  est,  ad  2dam  speciem  pertineant:  tum  si  in 
ter  eos  innumerabiles  dentur  tales,  quorum  quivi 
>l  + j3  (per  p quantitatem  etsi  <1  sit  intelli 
gendo  eandem  pro  omnibus);  erit  factum  00 
At  sijfactores  Imae  speciei  innumerabiles  sin 
1 

quorum  quivis  est  atqUe  ab  aliquo  a eorun 


dem  incipiendo  sequentes  6,  c ---  crescant  tenden 
do  ad  limitem  1 , erit  ipsorum  a\  b'  - - - quilibe 


< si  I — a dicatur  1— b dicatur  b' 


Est  autem  log  azz  log  [i — (1 — a'']  - log  (1 — «' 


a 


/ a 


a 


>3 


~ — a’ — . _ ( per  , ita  log  b 

A i) 


— -6'- 
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jpft  h'*  c;  . . ; 

atque  primus  terminus  eujusvis 

2 3 


arum  serierum  est  > summa  sequentium  ; liam 

?/2  , r//3  «'3  . . . 

t*  + - — jt*  5 quia  exponens  seriei  pri* 

2 «5  2(1  ) 

2,*’  , 3«' 

ius  est  , sequens  est  — — et  ita  porro ; est 
«i  4 

empe  ubivis  exponens  <V,  adeoque  summa  seri- 
i vera  minor,  quam  si  exponens  ubique  a!  esset. 

a /2  2 

st  autem  a’> — .\  quum  d<r~z~  5 nam  divi- 

2(  1 — a ) o 


U' 


2—o 


endo  per  est  1 >7777 77,  et  substituendo — - 

1 — (t ) 4 

j . , , ^ 2 N 2— eo  . 2f  3 — 2+ w) 

«,  (pro  «<— ) estl>— 5 ; 

. ^ » o 

2 — eo 

empe  1 > 3+2«  • 

Unde  quum  termini  omnes  wvi  sint,  nonni- 

I de  quaestio  fit;  atque  si  hoc  J ■> 

D , ttnn  ABC  - --  a h c - - * A— ^ e“  , adeoque 

— s o\  si  vero  a-~n  a finitum  quoddam, 

Ic , et  ABC  - - abc  - - ^ — s P Aa  finitum 

uoddam  , si  factum  e reliquis  factoribus  quorum, 
umerus  certus  est-,  'P  dicatur;  signum  facti  au- 
3in  e signis  factorum  liquet. 

Si  vero  factores  innumerabiles  speciei  2dae  sint, 
si  2 

uortim  quilibet  est  <1  +— - , atque  a certo  a eo- 
e j 3 

Htn  incipiendo  sequentes  c decrescendo  ten- 

unt  ad  limitem  1 ; et  a—l  dicatur  d\  h — 1 dica- 
lr  //  &®c;  erit  log«— log  — l)j  log  f ]+«')= 


a 


/2 


' 1 


0‘*  //3 

2 ■ 3 S ita  log^d'-— +T---^c; 

ritque  (ut  prius)  et  bic  cujusvis  seriei  primus 
j ijajor  quam  summa  sequentium,  etsi  omnes  *j<vi 

00. 


( 298  ) 


essent;  est  autem  --  ifvum,  atque  si  a'\ b*.  *. 

/ — a;  tum  pro  a finito  , abc  - - - temiit  ad  e de*  |r‘ 
vaium  ad  ijvum  aliquod;  nam  etsi  omnes  sequen- 
tes termini  n-i  vi  essent,  summa  eorum  ab  «;f 
superaretur.  Si  vero  - - /N— -\  GO  , tum  abc *•. 

quoque  fit  omni  dabili  majus;  nam  terminus  2dus  ae 


seriei  Jogaritlimum  ipsius  a exprimentis  , est  majjjeo 


jor  summa  sequentium  w voruin  ; et  idem  terminui 

1 

est  minor,  quam— -lia  pars  prioris,  nempe 

„'2 


f!l' 

ki 


<i 


/4 


C—ii9) 


,9  est  > sumina  w voruin  post 


sequen 


rj  /O — co)2 

tium,-  nani  per  a’  dividendo,  1- 


r 2—  u> ) 


_*2— oO*  


— 1,  quia  hoc  , 


ubi 


numerator  est  <4,  et  denominator  20-  Idem  de 

2 2 

b et  reliquis  patet.  Porro  quum  a'  ^ L 


iiiii 


«'*  *lcZ  b>  2b’  p.. 

^->'■»  2 <J.2,  TT<3.2  ,= 


. 


// 2 v/  2 

^ +— + - <“(«'+^+^‘0.  Undequun;  • 


2(«' * + //*■ +£*---) 


simma  omnis  MVi  sit  <C 


2 


; /r 


1 


et  boc  sit  <-^  (a'+#  + c' ) ; manebit  additis 

3 N 


2 


serieb us  omnibus,  majus  >{<viim,  quam  — 3 ( a'+b 


itu 


ii 


4 + c' ).  Conscqu.  si  / — v GO  ? etian 

O0  5 adeoque  et  A PC  - - - abc  - - GO 
5io.  Aplicando  boc  ad  theorema  binomiale  (140) 


d 


2 


«silo  «=1  ; eri*.  ( /,)x—(  l+xj1*  =■  (i)o+J(i>  + 


posi 


2.,  - -V 
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. n.  (p— 2}  Cf— 

2 3 *"  v 

;t  ultimus  terminus  complementum  est;  nempe 
u nullis  terminis  potentiae  ipsius  1 sunt  adseri- 

. ptae  , quamvis  proprie  J(/c)x  fuisset 

ideoque  J(lO0  ==  ix(  1 +o)^’1.  Erit  autem  cornple- 

lltlll  . . . . r 1 

nentum  istud  pro  quovis  fx  sive  i^vo  sive  hhVo,  si 

;<1  fuerit',  semper  tale-,  ut  o , si  v ; 

it  i superius  demonstratum  est:  at  aplicetur  ad 

—iz  1 ; unde  aplicatio  ad  alios,  casus  pater. 

Sit  p vuiii  et  >1  ; erit  coeflicientis  /ni  for- 

\|  , p'  p'+l  p'+/> — 1 / • ^ . -y 

ilinula  ”•  — — , (si  factores  >£ve  accipi- 


mtur  , et  jx'~ — jx  sit)  ; ubi  factor  quilibet  est  >1, 


....  ,■>»,«  el±^=i  - i =fc'- 

r P P 


o.  Sit 


: J 


— - id  quod  « dictum,  erat,  erit  b , et 
P /yfi  5 

fx'-+/;+l  A , fx' — 1 „ fx' — | 

; = atque  «'  =;■  £~— , b'=^~  , c'  as- 

If  — ^c;  atque  a:+6'-t-c'- - =C[x'—  ] ) (~r7+A-  + 


IL'— 1 

,+-i 


’ * . vr 

- ^ * * * 1uod  7 — '00  , quum  -Tf+^+X" 

--  /— '■v  OOC*53).  Itaque  quum  potentia  ipsius  3>  i 
n hoc  casu  neque  augeat  neque  minuat  ; comple- 
nenium  continebitur  inter  quantitatem  omni  da- 

)ili  majorem  per  ( Ifo)^  ~1  multiplicatam,  atque 

;andem  per  (1+1  )^~v  (quod  omni  dabili  minus  fie- 
i potest),  multiplicatam. 

Aliud  est,  si  a<l  sit,  tunc  enim  t 144*)  p 
ta  accipi  potest,  ut  quum  totidem  factor  ?s  x sin»,  , 
4 -p  — 1 

P 


sit  <1  ; atque  postea  quii  bet  factor 


0 0 * 
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certa  eadem  fractione  vera  minor  maneat.  Nem- 
pe  pro  p hvo,  est  formula  jni  factoris  acce- 


pti 


. x(p' — Ifp)  — l)t# 


v ( p'— • 1 ) 


P 


ubi  patet  quod 


k r 


p 


decrescat  crescente  p , (sive  p'  > 1 sive 


p'<l  sit 3 <>  et  ^ ^ o , si  p a— -\  GO  ; iinde  factor 
a— x ; est  autem  p' — 1 pro  p'>l  adeoque  fa- 1 
ctor  decrescit  , tendendo  ad  limitem  x . Si  itaque 

fractio  vera  f^=x^X  , et  ' — -<A.  fiat,  erit  in 


< * 


posterum  quivis  factor  </,  consequ.  factum 

k 

At  si  x>l  , ex  gr.  x^z~j—  pro  ut  (p. 


m 


252)  dictum  est,  incrementa  semper  crescent:  nam 

. -n  . . , . (e — n)k 

juxta  literas  ejusdem  paginae,  erit  1-t 


C n + 1 ) h 


> i+ 


( e — n — 2)k 


, et  quidem  (ex  gr.  pro  k , h >i<vis  ) 


prius  erit  miniis*^ vum  pro  e >{«,  vel  e -*  et  <1,  et 
certo  dato  semper  minus  pro  en  et  1;  Cpio  e— — 1 


exceptio ^est,  ubi  semper  constans  1- — ^ ma- 


net). Reducendo  nempe  ad  denom.  eandem  , fit 
numerator  prioris  (/4-+ 1)  (/4+3}/42f  (e — w)  ( /4  + 3 ) 
posterioris  autem  fit  (/4+1)  (//+3) h 2 + 

(/rj-l)(e — n — 2)A£  ; unde  deletis  aequalibus,  manet 
pro  priore  , 2 kh( e — ?i)  et — 2M(/4+i)  pro  posterio- 
re , quod  utrumque  h-*  est ; nempe  n est,  ita 
h*  h modo  >5^va  sunt,  (et  facile  ,pro  h **  vo  mutan- 
da mutantur)  , e — n vero  ^ est  pio  e >—  vo , si  ve- 
ro e >{<  sit  , poterit  n ita  accipi  , ut  e- — n *■«  sit. 
Est  autem  e — n semper  <C  //+ 1,  si  e >J«,  aut  et 
-<1  sit.  Consequ  pro  boc  casu  :2kk( t— /z  ) est  < 
— 2kh(nU). 

Si  vero  e et  l fuerit;  tum- — est  > 1 et 


n 
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decrescit  ( 143  ) , ac  a-a — 1.  Sit  >}<  w ulvis  par- 

e n . . e 4"  ! “beo 

\um,  pro  ^ — f Ifco)  ; nempe  si  n = 


-co 


^ 


‘= — (1  + co); 


esset , substituendo  patet  fieri 
i nfi 

poterit  autem  pro  e **  vo  et  , tam  parvum  acci- 

i)i  co  , ut  e i"  Ifco  aoeoque  — ; — tf<  sit*  ut  va- 

“ 03 

lor  ipsius  n >{«ve  prodeat  ; atque  quivis  integer 
^vus  valoie  isto  major  , valorem  ipsius  go  mino- 


i|  rem  dabit  , quum 


n-\- 1 


decrescat  et  / — v — 1. 


in  i 


_ . , / , , v ^ Jt, 

Est  autem  1 — (l  + wj-r— = — 7— 
N h h 


ccl 


; ubi 


h<Z&  , adeo  que  A—  k **  est  5 et^pdabili  quovis  mi- 
nus fieri  potest , atque  in  termino  sequente  fit  mi- 

h—k  . 

nus  ; et  ~~~  est  quovis  termino  sequente  minus. 

■ 

6to.  At  pro  9 si  e'  (denotans  oppositum 

ipsius  e)  sit  <i  ; erit  formula factoris 

= iq — ; ubi  — A 

/ V P 

ideoque  factor  a — v 1 , sed  est  semper  ^ 1 5 quia 

i' — 1 w est , fit  autem  — — — crescente  p minus , 


o (dum  p a-~ \ 00  ) , 


; 

i' 

ideoque  factor  major  ; et  superius  af^b^c’ pro 


X—e1  1-V  1— e' 

hoc  casu  erit  = — — 4-  — : — *“  4-  — — " • • = ’ 

p p+L  p + ± 

;i-o  <iuo,i  ^°°  ; con* 

equ.  pro  hoc  casu  factum  a-*^  o.  (297) 

Itaque  complementum  seriei  ipsius  ^l+l)*1  Ie- 
re hinomiali  evolutae  continebitur  inter  factum  di 
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cluni  , (quantitatem  quae  omni  dabili  minor  red- 
di potest)  per  (l  + i)e‘u  (quae  item  dabili  quovis 


minor  fit)  multiplicatum  , et  idem  factum  dictum 
per  (if o)  multiplicatum. 


Idem  patet  de  e >}<vo  , sive  ^ 1 sive  = 1 sive 
<1  sit;  nempe  formula  factoris  pii  est  — — - — - ~ - 


/fl 


-J. 1 9 quod  %*\e  accipiendo  fit  i 


e+1 


et 


„ 


Ctum  ( ut  prius)  / — v o. 


7mo.  Quod  vero  series  ipsius  (lfl)e  pro  e >- 
et  y 1 divergar  ; subsidio  criterii  elegantis,  seriei 
convergentis  recentius  ab  Oliviero  detecti  (nupei 
inibi  communicati)  facile  patet:  nempe  si  u^n  sil 
terminus  generalis  seriei  , cujus  omnes  termini 
vi  vel  omnes  n- vi  sint,  atque  iuu*n  o dum 


n 


GO  , tum  series  convergit,  et  si  prius 


non 


est,  series  divergit,  (pro  terminis  decrescentibus). 


Construatur  series  accipiendo  summas  parium 
oppositorum  se  invicem  excipientium ; nempe  in 


C 1 + 1 )e  pro  e mvo  evolutae  , erit  terminus  pri- 


mus 1 , sequens  erit  i-i,  et  tum  item»-*, 
summa  primi  +*  vi  et  sequentis  ^vi  , ac  sumina  se^ 
quentis»-<vi  et  >j«vi , et  ita  porro  dabunt  seriem, 


iit 


w+2 


* 


cujus  terminus  quivis  — -tus  exprimi  per 

JL 


(e^l)e(e — !)•--  (e— v') 

2.3«--  (//4-  i) 


2 termini  proximi  per 


(*  + 
e(e—  !)•--  re' 


poterit;  nam 


’») 


**et 


2 • 3 • - • (//  4~  1 ) 

e (e — 1 ^ ( e—n — 1 ) . . 

— - — — — p-r exprimi  possunt:  et 

2 . 3 - ->  (//4-1)  (//4-2)  1 x uiil 

__e(e — I)  - -fr-—  //  )(//•** '2fe — ii  — Q 

2 . 3 - - [n  -i- 1 ) ('/  4-  2) 


Immm  summa  est 
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eC p — 1 ) * - - ( p — n ) ( ef  I ) 


:ii 


2.3 ( //+1  ) 


; erit  aateni  ter  mimis 


iste  novae  seriei  -—tus  ; et  substituendo  — ipsi 
2 2 

si  « in  n.utfi.  et  valorem  dictum  ipsius  «*»}  erit 

-I  HUf#  + 2)  e(e—  I)  - (e— «) 


i-Ffij — 2.,.--c«+n  = ; '»l",d 


i 


. Cr~ i"  O . 71^‘X 

GO  , quia  est  constans,  -77  = 1 

’ 1 2 


et 


(e — 1 ^ (e — n) 


GO  (p.  299 


2.3  - - - C 1 ) 

Nempe  2 terminis  proximis  constructis,  fit  ex- 

. . ( e — //— 1)  ( e — n — 2)  . / 0 

dc  >onens  seriei  VT — r -r7  , , qm  pro  e < 2 

(u  + 3)  (»  f 4) 

rit  <1,  adeoque  termini  decrescent.  Pro  — 2 au- 

em  est  constans  , et  pro  2 fit  1,  et  termini 
rcscent. 

Consequ.  (l+l)fe  serie  binomiali  rite  exprimi- 
ur,  excepto  si  e-+  et  non  <(l  sit,  quo  in  casu  non 
liter,  nisi  complemento  addito  valet.  Nimirum 

Svo.  Si  e = —1  fuerit;  erit  ( 1 H)~l  — fietque  qui- 

Jt 

•y  - - / „ 

— 1 — /Vr  l 

ibet  factor  tus  = - ...  = — 1 ; atque  com- 

dementum  continetur  inter  tl/l  + o)*1"71  — +•  l 
t ^1.  fl+ , quod  0;  nempe 


ltl)'1 — 1 — 1 + (tompl.  inter  1(1 +0) 


! I' 


-1-2 


et 


fl  + l)“3,  nempe  inter  1 et-7-3 ) ; ita  ( lf  1)”  — l 

-1  + 1+  (compl.  inter  — 1,  et— ).  Quod  igitur 
lullius  vaioris  est. 

9no.  Superius  (pag.  212J  in  f 1+*  J”1 , z ^ l 
onemiu.n  est  ; si  ex  gr.  z — 1~«  , pro  co  >{<vo  lit- 
is parvo  valebit  formula  , atque  integrate  erit 
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<v  ® 5 

1 — ^ ^ ; at  si  oo 

3 5 


C 1 — m 


\ 


(I 


1 ' > 

1 C/c ; consequ.  C p.  154)  dum 

o-3  o 5 


I Tiro 


o , adcoque  z 1 , tum  1 — + — - 

4 5 


, 1 c 5 , . . ..Ijif 

atque  1- simul  cum  arcu  ipsi  z ibi- 

3 5 ] P ' 


dem  respondente  ad  limitem  communem  tendunt. 

111  1 

Nempe  1 — — = 2f  — + 

3 0 


I' 

,1'  iP 


zz:  2( 

^ 1.3 


1 1 

+ 


ili 

e&l 


5.4  * 9.1 


) ; et  seriei  pare2ithesi  inclusae  ter* 


r 


minus  wtus  per  — exprimi  potest  ; 

r (4// — 3^(4//— 1)  1 1 

nimirum  quivis  denominator  est  factum  e duobus 
imparibus,  quorum  prior  est  numerus  impar 
(2n — 1 )tus , cujus  valor  est  4 n — 3.  Fer  criterium 
seriei  conVergentis  Olivieri&wum  autem  , 

Consequ.  series  dicta  con* 


te- 


( in — -3  ) C4w— 1) 


vergit. 


lOmo.  Quod  ( i — l )e  attinet;  non  pro  e >£vo 
solum  valet  formula  binomialis  , sed  certo  sensu 
etiam  pro  d vo  valet,  e sive  ^ sive  zn  sive 

1 

sit  ; nempe  pro  e ^vo,  est  (I — l)e  — ~r  (pro 


1 


~e)0  quod  — GO  ; nempe  (pro  x 

00  dum  x Z' — > 1 ; fietque  etiam  (1 — l)e 
serie  binomi  ili  expressum  omni  dabili  majus,  ut 


statioi  patebit. 

Est  nimirum  pro  e ^vo  , (1  — l)e 


l|ar 

o 


e(e--l) 


c<' 


) - - (e — ut l ) 


2,3  - » - n 


addico 
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. , e(  e — 1 ) - • ~(  r — n) 

:omplementO,  quod  est  inter-- — — r- r~ 

'it oY~n  et  ~^e  O - — C v—n ) * , pr/ 1 — ? — 1 

170 ) 2.3-- -(*+i ; lj 

nleoque  inter  quantitatem  , quae  quovis  d abi  1 i mi* 
ni r fil  ^ atque  eandem  per  00  multiplicatam.  At- 
pie  hujus  complementi  fines  inter  quos  contine/ 

(iir  sentper  amj)lius  removentur  , quamvis  series 
: • u \ ergat  , et  complementum  / — v o : interim  ta- 
'uen  complementum  inter  fines  illos  continetur 
jiic  quoque,  etsi  ad  illud  aestimandum  nihil  va- 


ii 


vai  , | 


ossisque  aliter  facile  aestimari. 


Quod  autem  (1 — 1 )e  per  seriem  binomialem 
ite  exprimatur  pro  e >£vo,  patet  sic  : (i  — x)e 
ro  x ^1  rite  exprimitur;  si  # \ 1 , tum  et  a2, 


1 ; itaque  et 


— ex 

— e 


I, 


( e—  i)x' 


1 t atque  quivis  terminus 


e(e—\)  A 
2 : ~ 't 

eriei  ipsius  (\ — x}e  per  ei  respondentem  tcrmi- 
Um  seriei  ipsius  (1— l)e  divisus  ^1;  si  igitui 
ernonstretur  seriem  ipsius  fi — l)e  convergere; 
r onstahit  ( per  154)  seriem  ipsius  (1—  x)e  et  se- 
iein  ipsius  (1 — l)e  ad  limitem  eundem  tendere, 
usn  x t;  nempe  series  ipsius  vl — 1 )e 
'~0m\  o , quia  (1 — x )e  /'~^\  o , dum  x 1.  Con- 
ergit  autem  series  ipsius  (1 — 1 )e,  . Nam  ( 142  ; 
igna  eonsque  alternant,  donec  ex  e ipso  majus 
obtrahatur,  atque  postea  omnes  termini  simui 
L«vi  aut  simul  ^ vi  fiunt  ; fiat  hoc  ad  terminum 


e— I 


Uuin  ab  — incipiendo;  summa  eo  usque.  finita  est, 


2. 

i eo  que  ab  ut  de  t an  tino  quaestio  !it 


responsio 


per  302 ) facti  i 
e decrescent  , 


s est  ; n isnqn 
quia 


uoi  suoiract.one 


fi>  et 
tenui  ni  seriei  abin- 
ex  e prima 


V P 
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vice  prodit  fractio  vera  wva,  etsi  id  per  quod  di. 
viditur,  1 esset,  quotus  <(1  esset;  atque  in  posterum 
exponens  coefficientium , quum  numeratori  deno- 
minatorique  idem  addatur  , <(  1 manet  ; terminus 

(n — ni) tus  autem  hujus  seriei  erit  — - -7-- — 

7 J 2.3 — 


quod  per  n — m multiplicando  , fit 


y 


f/ — m e(e~- 1 ) (e — n ) 


; ubi 


n — m 


,1 

?t~k~  i 1.2.3  * • n ’ n + 1 


atque  factor  alter  discerpi  in  2 factores  potest,  quo« 
nim  posterior  o , prior  vero  finitus  est , ac- 

ceptus tam  in  numeratore  quam  in  denominatorc 

eousque  donec  ex  e subtrahatur  i > — , nam 

JL 


«i 


* e — 1 ^ . . e+w  . ex- 
tunc — 7-  < 1 erit ; sit  enim  1 = , erit  — r 

* 2 1 


2e — e — w.  e-j-co  e — w , _ 

. — ; unde  pro  quovis  >J<vo  - 


erit 


e — ? — / 


*+/ 


< 1 i si  vero  e<l  , tum  j 


e — -1 


jam 


< 1 


est.  Atque  liinc  , quum  ? < 1 et  /> — \— 1;  factoi 


n 


posterior  o (per  297).  Consequenter  totum  fa* 
ftum  A— \ o , atque  series  convergit.  (302) 


Pro  e-<vo(e;si  <C1)  )>  1 ? atque  hi 


hinc 


y i suntque  termini  seriei  ipsius  (l — 1)( 


e — n 
n 

omnes  , et  factum  superius  non  A-^  o pro  m~o 
itaque  series  dnergit,  et  summa  A-^  00  , uti  debet 

3 

nempe  (1  — 1 ) 2 = l:o  2 =:  OO  . Coinpleineutuu 


itp; 


per  formulam  autem  est  inter  omni  dahili  majus  ; 

I 

■jjTT"  multipI  caniOf. 


et  idem  per 
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lix  gr.  (I — l)'1  = 1 + 1+  1+1  - - * - 
(I— l)"2  — 1 + 2 + 3 + 4 - - - - 
(1— 1)-3  -=  1 + 3 + 6+10 

(1— l)'4  = 1 + 4+10+20 

'i 

Quod  continuando  , pro  (1 — I)-7™  arithmetica  series 
m — I)ii  ordinis  (133  ) prodibit,  1+1+1  - - - serie 
ni  ordinis  dicta:  nempe  ex  (I — 0 prodit  se- 


I" 

i 

lui 


i 


ies  primi  ordinis;  et  de  quovis  exponente  — m 
id  uno  altiorem  concludere  licet  , multiplicando 
1 — xYm  per  (1— ‘ -x)~l , x scribendo  pro  1.  Prodeant 
limirum  ex  (l — xym  termini  1+Ax  + B.r*  t Cx3, 
t exfl — x)~l  totidem  termini  1 | .rf  f x3  j 
it  patet  in  facto  eoefficientem  ipsius  x esse 
i+A  , ipsius  x2  autem  1+AyB , et  lfA+B+C  ipsius 
'3  ^c.  Hinc  //tus  termimis  seriei  ord.  mti  exprimitur. 


11  mo.  Sit  adhuc  unum  exemplum  pro  facto  e 

actoribus  innumerabilibus.  Sint  l-±~r~«  1±T  ~ > 

2 4 


Pro 


nli — L j — L i -JL 

“24^  iJ 


signo  superiore  erit  a' + hr+ c' ~ - 
pro  signo  — prodit  idem  (p. 


97);  utrumque  1;  itaque  factum  utrum* 

1C[  ue  tendit,  ad  limitem  certum  finitum  (non  o,  et 
trius  ad  majus,  posterius  ad  minus  unitate). 

12mo.  Ut  vero  dignosci  possit  , ad  quale  mnam 
rudat  limitem  partim  comparantur  ter- 

aini  cum  terrpinis  seriei  , de  qua  jam  constat  ad 
[ucm  limitem  tendat,  ut,  etiam  ( pag.  299)  factum 
st;  partim  alia  etiam  (praeter  superius  dicta)  cri- 
eria  seriorum  convergentium  di  vergerttiu mque  dan- 
jiir;  quae  quamvis  nosse  maxime  intersit,  brevi- 
j1  as  necessaria  nonnisi  supra  laudatum  Olivieri aiiuin 


P p * 
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prouti  mihi  nuper  communicatum  esf  ( \ i*  ] ractcr 


signa  muratum)  addere  permittit.  ff9 

De  serie  tali  sermo  est,  cujus  termini  o:  nes 


simul  Jf*\i  aut  simul  — < vi  sunt  , atque  termini  sciti. 


13 


per  porro  minores  fiunt.  Designentur  termi.nl  per 

z/*  1 zz*2--  • u^r  u#(  r+1 ) r]2 ) tt^lr  - M[ 

nempe  terminus  mus  per  u*n  ; atque  Hr  »11 

z/*(r+2)  - - - + w*2r  dicatur  It.  Si  series  convergens!/ 
fuerit  /manifesto  R,'"— o dum  qq  ; atque  lar . 

si  R " o,  series  convergit.  Est  autem  u$2r  <(  p “ 
quovis  praecedentium  , (adeoque  et  quovis  ad  iae-  |([ 
vam  usque  ad  v%r  inclusive,  et  / quovis  se- 
quentium ( per  Iiyp.)  , (adeoque  et  quovis  abinric 
ad  dextram  usque  ad  n*2r  inclusive)  ; atque  hinc 


r.u^lr  < H <(  nempe  R est  sutus* 


are 


ermt- 


norum  ab  ?/^r  usque  ad  z/*2r. 

Unde  quum  si  series  convergat,  adeoque 
R n o , atque  2R  -n  o;  tum  et  2/\?/*2r  (quod 
<(  2R  est)  o ; consequ.  n ponendo  pro  2r  , erit 

ii.u^u  o, 

Conversim  quoque  si  n,u*n  o ; series  con- 

vergit. Nam  sit  n~  r ; erit  r^i^r  a— -\  o,  sed 


• Dii 


r.v^r  )>  R ; itaque  R 


convergit. 
Ex  gr. 

n.  I 


n 


per 


(qu 


Series 


4-+ 


consequenter  seraes  |tos 

|l|qui; 

1 1 ;N 
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1 (P' 


X ani 
1 


non 


n 


o ; nempe  terminus  mus  est 


7/ 


et 


13tio.  Sit  denique  adhuc  exemplum  ad  ( p.29-1 ) 

Denotet  (a,t)T  arcum  tangentis  T (id  est  arcum 
(Ujus  tangens  T ess)  , ita  (a,t)  (Tfy)  significet  ar- 
‘iim  cujus  tangens  T+y  esr  , atque  (k)y  denotet  i-  / 

flem  (lnnH  ( r»  f 1 ^ rF  -4-  . 1 w:  f f r 1 1 i t i r r\  t»  n t ST*'  r > f 


dem  quod  (a,t)  (T  + 1/)  significabat.  Erit 

rk)y~(k  )0  + yJ(/)>  + .f*  • 
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■ 


Jv*i(k>  + 


2. 3 . - (v— l) 

ubi  u quantitatem  quampiam  a o 

usque  q denotat,  (k)o  autem  ~(a,t)  ( Tfo)~(a,t)T, 
et  significat  id  quod  fit  si  in  derivata  ipsius 

lrkJq  id  est  in  J(a,t)(T+^)  pro  q ubique  o pona- 
Jtur,  (quod  = ;J(a,t)T,  si  pro  T variabili  posi- 
ta acciperetur  derivata)  ; eritque  complementum  in- 


fer — 


<i' 


Jv(^)CTf^) 


et 


Jv(a,t)T 


2.3  - - - v ' 2. j 

Sit  x arcus  tangentis  T , et  x\z  — quadranti  ; 
accipiant  urque  derivatae  quoad tang x id  est  cots. 
Dividatur  quivis  arcus  de  quo  sermo  erit  (nempe 

i'3  % ita  ) per  n denoteturquc 


x ^ z 

— per  x,  et  — 

/i 


n 


per  t , adeoque 


n 


per  gz 


Erit  , et  J(k  o=J.r,  ^c;  atque  «/.r 

(quoad  cot  is)=  sins2  , nempe  (p.  254)  est  dx  =- 
Cos  x2  d tang  x , boc  autem  est  — sin  z 2 dcot;s, 
quia  cosarrsin#  , et  tang#~  cot  & ; &-x  autem  = 
2 sin  z.J  sin  z (quoad  cot£  intelligendo  utrumque). 

Est  autem  Jsiri  z (quoad  cot  z)z=l  — -cos  s.sin  z1 
(p.  253)  ita  Jsins  (quoad  cotpt)  est  = 

•cos  p*.(sin  pz) 2 ; at  quoad  cot£  erit  — pcosg# 
sin  z2  ; nam  d sin  pz  = — cos  ^z  Csin  pz) 2 dcot  pzf 


sed  d cot  pz  = - 


■p  Z 


(sin  psj 


a (252) $ et  d cot  as 


^-72-  5 adeoque  z - — sin^4  dcots?;  itaque 


(per  197  ) substituendo  $ 7 — 7 

^ (sinps/ 


ipsi  d co’ 


n tum  sin  s,- dcot  * ipsi  z,  erit 
— cus  p^.(si n pz  )2  d cot  p&  ~ yi  cosp*  § 
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— I*  cos  fjs.sin  s3dcot  z:  consequ.  eisi»  u2(qtlf>ad  cot  z. 
«st  = — fx  cos  pz  sin  z2, 

Unde  jam  derivatae  ipsius  z ( quoad  cot*)  fau 
ci ic  repeminiur  Nempe  «U^sins2,  er  **r  rz 
2 sin  £ J sin  z~ — 2 sin  &.cos z. sin  — s i s 

(nempe  sin  z cos  z+  sin  z cos  &=z  sin  2s). 

lia  d9a;zz- — 2 sin  z.J sin  z,  sin  2sfJsin  2s.( — sin 
=r2  sin  Us.cos  z sin  z3  f 2 cos  2 z.  sin  s4  — 

1 .2  sin  .z9  • sin  3&  ; nam  sin 2z  . coss  t cos  2z.  sin  s 
sin  3 as. 


.si jt  2z 


a 


er 


Si  vero  Jv  xzz.  £*1  .2 ( v — i)  sin  sin  vz  5 

U;m  (quoad  cots)  est  ±"  1.2 v 


n sin  (vfl)s.  Nam  differentiando  quoad  cot 


erit  ipsius  Jvx  derivata  =.  (quoad  cot^)  = 


. 2 - - v sin^v-1.  cos  2.sin  z2  sin  v*:p,l,2  - • (v — 1 j 


sin 


.v  cos  vs.sin  z~  1.2  - - - v (sin  vs.cos  « + 


»1 

inde 


cos  vz  . sin  z)  sin  .2  - - v sin  svtl.sin  (v+1  )z, 

nam  sinvs.cos*  t cosv^.sins  = sin  (vf  l)$. 

Itaque  (k  )^r=  ( a50  (Tf q)  = (k)o  f q J (k  ) o + 

^2J2  (kjo+r/^Ck)©--  f Jv(k> 

2.3 


2 

f q sin  £ 


2.3  - . 


i r/  sin  s2.  sin  2; 

2. 1 


^(a>OT 

addito  comple* 


mento  , quod  continetur  inter 

1,2  --,(y-i)yv  Jv(a,t)  T , et 
2.3  - * - v 

1^--— (v--0^  JvCa?t)CTfy). 

2.3  - - - ~ ~ 

liecrescat  T,  et  fiat  demum  o j fiet  s = qua- 
dranti, et  sin&=l  , sin  2z~o  , sin  — l , 

sin  Zfc  ♦ sitque  </~l  : tangenti  dimidii  qua- 

drantis pro  radio  i;  erit  (a,t)T=o,  fietque  arcus 
tangentis  dimidii  quadrantis  (pro  radiol),  nenipu 
— (dj)  (pro  hoc  casu)  (a30(o + </.); 


ict 


tom 


riei 


wnt 

iing 

snPl 


dic 
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3 


+T- 


- ( ut  303  ) ; atque 


fiet—  o+l— 

I'm 

;omp  (ementum  est  inter  o et 
!.2  . ((uod 
Ll. 2 - - - v 

Ium  v e-— \ cO  ,^quum  nullus  sinus  > 1 sit,  et  al- 

er  factor  =?=  — - — v &. 


Unde  tota  peripheria  est  octuplum  liujtis 
teriei  , et  peripheria  per  quartam  radii  ( id  est 

3er  — multiplicata  praebet  aream  duplo  hujus  se- 

'i ei  aequalem  pro  radio  1. 

14to.  Nec  silentio  praeteriri  potest,  quomodo 
Tayloricmum  ad  piures  variabiles  aplicetur;  atque 
nde  diferentiaie  functionis  piures  variabiles  invol- 
/entis  , sit  summa  differentialium  partialium  quoad 
ungulas  variabiles  seorsim  (reliquis  constantibus 
uippositis)  acceptarum. 

Considerentur  prius  duae  tantum  variabiles  ; 
ijAuque  (F)(x,y)  dicatur  (u)  , et  functio  eadem  , 
si  variabili  x addatur  uj  ipso  y constante  posito  , 

( licatur  (U)  , atque  si  iu  (U)=r(FJ  (a?+ »,  y)  ipso 
F V constante  posito  , addatur  A,  ipsi  y,  functio  fU) 
ta  mutata  dicatur  (v)  ; et  pro  ar,  y utroque  varia- 
bili , atque  addito  w ipsi  x , et  X ipsi  y , functio 
f;  f#4-co?  y^X')  dicatur  V.  Quaeritur  Y ex  fu)  , 
ltque  dV  et  JV  quaeritur. 

Est  ( 295  ) (F)  (x+u,  y)  id  est  (U)  = (u  ) + 

U#  ££  2 ^3  3yX  Q y 

Ku;  + ^1  (u)  + 273~(11) Ita  ( vJ=(U)  + A (U)  + 


o ■) 


(p 


qua-  - 
arem 


x 2 2o: 


X 3 3 

--  fin 

> A V ' 


2.;i 


- - zz:  ( F ) (x+ yr  X .) . 


Substituatur  cuivis  termino  series  posterioris, 


j+d  pilor  v.  fccn 


l*nor 


n e ju pe  pro  ^ ) | 


on  at  ii  r 
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l,X 


9 2,ff  1 ;f 

Cn)  + “(u)  + ~ (u) , pio  X (L)  vpnii 

1,A7 


2,* 


a 2.y 


x* 


XJ[(u)f«  (u)  +_-(u)..])  pro—  (U)  v** nii— ^ 
w2  2,# 

J[(  u)-f  w(u)  t\— ~ (u)  - - -]  , derivatas  quoad  y ac- 

cipiendo.  Unde  porro  continuando  . si  derivata 
vta  quoad  y derivatae  ptae  ipsius  ( uj  quoad  x ao 

V’T 

ceptae  per  (u)  denotetur  , est 

h* 

1 X 2 x 

CF)Cart«,ytXi=(u)+»  (u)  f (u)--. 

2 

-l>r  1->y  , . hr  3 i ,r 

+ X [(u)  + w (u)  +_i-  fu)  /o) — 

l yX  2 2jA"  2*3  3 , x 

12  V 2,y  - 2,y  3 2,v 

+ 4-r(u)  +W  (u)  + 2£_  (u)  + — - (u;  . - . 

^ 1,  at  ^ 2,x  3 3rr 


x3  I,3# 


3./ 


3,1' 


+~-QCn)  + »(‘0+  2-Cu)  + J2_(.0  - 


ljX 


2 2, AT  2.3  3v 


Quibus  rite  ordinatis,  fiet  (F)  (a;f o?  , y^)  ~ 
lyv  i,y  2 2,a?  l ty 

( u ) 4~  co  f tO  + X(u)  + + “(tOf  coXCu) 

2 '2  i^x 


3rv  X3  3>y 


>\K  . 


+ ~ C»0  +^AUJ  + ^00  + 


2.3'  ^'3'  2 2,7  2 


Nempe  terminus  generalis  est 
7'T7.  iZTTjT^I  ( u ) 5 ut  omnes  possibiles  ima. 

ptA7 

\ 

gines  i erarum.,  inter  quas  nonnisi  co  , X sint  , nu- 


mero  pfv  positarum  compareant,  at  — 0J ' 

i . * p 

XV  V ,y 

si  X desit,  et  si  a desit  ^2TT~CUJ  ponatur. 


Nimirum  si  co^  sit  sine  A, , tum  nonnisi  c li- 
nea superiore  accipitur  terminus,  eritqtfe' 
ut*  W 


(u).  Si  X sit  sine  u>  5 tum  X extrapa- 


2.3  - - -{* 
renthesim  erit  in  factore 


, et  factor  socius 


2 3 - - -v 

ejus,  ut  sine  eo  sit,  nonnisi  terminus  primus  cjus- 

v.y 

dem  lineae  horizontalis  erit , nempe  (uj.  Si  vero 
c/  Xv  sit;  tum  nonnisi  in  columna  verticali  ex- 

Xv 

tra  parentliesim  reperitur  , in  factore  — — , at* 

que  factor  socius  ejus  complectens  , nonnisi  in 


linea  horizontali  eadem  erit 


2.3  - - jt ' 

^ P\* 


Evi- 


denter  vero  quilibet  terminus  constat. aut  e factoribus 


C0‘ 


p,x 


1 «2  - - p 


ei  (u)  aut  ex  — 


X' 


i .2  - - -v 


v y 

et  (u)  , aut  ex 


P-J"  \J 

WfSTTT-p-  00  fJVTTv  • 

|X,tf 

Manifesto  autem  suppositum  est,  Taylorianum 
tam  pro  co  in  serie  prima,  quam  pro  X in  serit? 
da  ita  valere  , ut  complementum  /— -\  o ; (aii<>- 
uin  autem  complementum  et  hic  exprimi  posse 3 . 

Ut  differentiaie  prodeat;  substituatur — x ipsi  co, 
et  — y ipsi  X ; nempe  etsi  y iradependcns  sit  ab  x, 
[juiim  in  quovis  casu  simul  cum  x et  certa  jquan- 

q o 


T 
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litate  ponafur,  dependentia  in  omni  casu  sim ulta- 


nea  est  (192)  ; quapropter  y dici  (p )mx  potest, 


et  y=(p)*»x  — (p)  («-l;x  ; atque  (F)  (^3=00 
dici  (A  )mx  potest.  Quibus  positis  erit 
(A)mx — (A ) (m — I)x  , nempe  differentiale  verum 
ipsius  ( F ) (a;.?/)  aequale  ei  quod  remanet,  sub- 
tracta ex  00  tota  serie  quae  ultimo  prodiit,  ipsi  co 
ubique  — x , et  — y ipsi  X prius  suffecto  ; nempe 
dum  in  (F)(a?;<y)  ponitur  (m — i)x  idest  mx — 
pro  y ponitur  (p )(m — l)x  , id  est 

( p )mx — [(p)mx — (p)f  m — 1 )x  , id  est  y — y.  Atque 
boe  pacto  differentiale  verum  ipsius  erit 

hoc  . hy  £2  20x  2 ,y 

00-  [(u)~x(u)-y  (,.)  + — (u)  + - - ] 

J*  Jmi 

l^x 


hr 


2,X 


— x (u)-fy  (u)  — (u)  - - - ; et  facile  patet 


quod  duorum  priorum  terminorum  summa  per  to* 
tum  differentiale  verum  divisa  t — \ 1 (dum 

n > 00);  atque  summa  diffcrentialium  partiali- 
um quoad  singulas  variabiles,  sit  differentiale  sen- 
su stricto  , et  derivata  quoque  sit  summa  deriva- 
tarum quoad  singulas  variabiles  acceptarum. 


I au 

Unde  de  duabus  variabilibus  ad  3tiam  z9  et 
semper  porro  ad  una  plures  progredi  licet:  nem- 
pe (F)(.r,  y)  dicatur  X,  et  (V'  ( x9y9z)  dicatur  f, 
(0(X.*);  erit  d(fj  (X.z)  zzl  d(f)fX,s)  (quoad  X)1 
f d(O(X,$0  (quoad  z ) sed  d(f)(X,£)  (quoad  X)  | 
~ <\(F ) (&\y9z)  , si  differentiale  ita  accipiatur,  ut 
z constans  supponatur;  er  d(f)(X,  z)  f quoad  z)>  ^ 
^=d(F )(x.y.z)  pro  x,  y constantibus  positis.  Est 
auu*m  d(f)  (X,^J  (pro  z constante)  differentiale 
functionis  duarum  variabilium  x9  y ; quod  igitur 
summa  differentialium  functionis  (F)  (x:y,z)  quo*  Ji 
ad  x et  y seorsim  acceptatum  est,  cui  accedit  et4  Lr' 
iam  differentiale  functionis  ejusdem  quoad  z ac*  fPr 
ceptum. 
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De  lege  generali,  qua  functio  quolvis.  variabi- 
lium evolvitur;  videatur  La  Grange  Theorie  des 
S «’  fonctions  1813.  p.  130. 

Exemplo  tamen  facili  evolutionem  functionis 
duarum  variabilium  illustrare  libet. 

Sit  (F)  (x,y}  = aibxy  ; erit  (F;(#+co,  # + 

«+  b (#+co)  (^/fX)=:  «+  bxy-\-  bcay  bXx  + buX  ; quod 
isi  i “ • ■* 

si  — x substituatur  ipsi  w , et  — y ipsi  A, , fit  =r 

!ll!‘  a+bxy — kby — y^xfxy^  ; et  hoc  si  ex  a+bxy  sub- 
trahatur  , diffeientia  est  xby- f y bx — xyb  ? quod  3 
kby+ybx.  Prodit  etiam  manifesto  idem,  sive  ipsis 
x,y  simul  substituatur  x+u>  , y+X,  sive  prius 
tantum  ipsi  x substituatur  xY®  , et  tum  in  hoc  sub- 
ii stituatur  yiX  ipsi  y ; nam  si  tantum  ipsi  x substi- 
■ tuatur  x+&  manente  y sine  addito  X ; functio  non- 
nisi in  eo  differet  ab  (F ) (x+ca  , y+X)  , quod  pro 
it,  y + X soluin  y sit;  quod  si  addatur,  nihil  differet. 

( X.  Superius  ( 281  ) mentio  maximi  minimi- 

V que  fuit  ; nec  superfluum  est  Theorematis  Taylo- 
riani  aplicationes  quasdam  , ad  casus  saltem  sim- 
pliciores ostendere. 

seu  r 

\]i  Imo.  Si  functio  (F)x  talis  sit  , ut  pro  a et 

co  dahili  quovis  minore,  sit  (F ) (ri;w ) < ( F)x  5 
! aut  sit  >(F)x;  tum  (F)a  in  casu  priore  maximum 
,f  in  posteriore  minimum  est. 

el"  w2J2fF)a--- 

it!i  ! Nimirum  (F)(a+co)^(F>fcoJ(F)af—  V 1 

5 I 2 

et  (F)  (a— s9)=(F)«-<»J(F)«t 

,1  I • 2 

2 ubi  pro  © o , quivis  terminus  fit  major  sum- 
* ma  sequentium  , (si  is  non  sit  o,  nec  ullus  fiat 
ial  j 00  ).  Hinc  in  omni  tali  casu  , J(F  \v  pro  x=a,  (pro 
itt  casu  maximi  vel  minimi)  necessario  esse  de- 

ni bet  : quum  series  superior  ostendat  pro  incre- 
t mentum  -f<W(Fja,  inferior  autem  — w-s/CFja,  et 
ai  terminus  uterque  major  summa  sequentium  fiat,  dum 
w v o ; adeoqiie  si  ex  gr.  tam  w quam  (F)a  ^ 

QQ  * 
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sir  , et  pro  a 4-co  incrementum  ipsius  (F)a,  quan- 
imnvis  exiguum,  sit  pro  w .A — s o,  ^viirn  , pro  a — co 
erit  ^ viiin ; si  co  ^ sit  , erit  prius  incrementum 
r vum  , posterius  >J<vum. 

At  conversim  si  J( F)a?  (pro  x=a)  sit  =0,  non 
sequitur  maximum  vel  minimum  esse  : potest  enim 
etiam  terminus  sequens  =0  esse,  imo  etiam  po- 
stea sequentes  usque  ad  ptam  derivatam  ; suntque 
termini  pro  paribus  potentiis  ipsius  co  in  utraque 
serie  aequales, pro  imparibus  quilibet  terminus  est  ei 
respondentis  oppositus;  itaque  possunt  si  p nume- 
rus par  sit  , derivatae  eousque  singulae  nr.  o sine 
maximo  vel  minimo  esse,  quum  in  serie  superiore 
sequens  terminus  (major  summa  sequentium)  op- 
positus termini  illius  sit  qui  in  serie  inferiore  ei 
respondet.  Unde  pro  statu  maximi  vel  minimi,  de- 
rivatas omnes  usque  ad  ptam  pro  p impari , singu- 
las =0  esse  debere  patet,  et  quidem  ut  sequens  deri- 
^ata  non  o sit;^va  dat  maximum,  >}<va  minimum. 

Num  vero  maximum  vel  minimum  sit;  substi- 
tuendo co  utvis  parvum  tentari  etiam  potest,  eruto 
prius  valore  ipsius  a ex  J(FJ.r=0  posito  ; imo  ut 
supra  dictum  est,  quum  etiam  pro  J(F)x  =00  , 
maximum  vel  minimum  fieri  possit  , etiam  ex 

J(F)  x=  CO  = - — , id  est  — =o  quaeri  a po- 

test ; quamvis  (ut  plane  monitum  est)  conversim 
non  sequatur  maximum  vel  minimum  esse. 

2do.  EXEMPLA  FACILIORA. 

1.  Dividatur  x in  2 partes  a et  x — a tales  , 
ut  a?'(a*—x)  maximum  sit;  ponatur  J — x)J=o; 

erit  J(ax — x 2)  a — 2 u~o  , et  liinc  a—2x  , et 

x 


I 3 

I -I,- 

flaiii 

IN4 

Id  * 

im 

l 

1=T 

i rivat 
simii 
Sner 

: latu 


(S 


r 


2.  Sit  in  dimidium  circulum,  maximim  re/  j 

ctangiiloni  inscribendum.  Frit  area  (Fig  49)  rectanffr 

l 

1 


j 


( 3ir  ; 


uli  =z2a(r*  ~~x2)  2 , et  hujus  derivata  2(r2 — %v2)<l 


■2x*(r2 — xa)2=r.o;  et  hinc  r2 — a®  r zx2;  atque 


*=z.2x* , et  x — 


2' 


3.  Sit  recta  a in  3 ejusmodi  partes  b,  x er 
j* — b — x dividenda,  ut  ex  iis  fiat  maximum. 
[iManimetria  docet  esse  aream  Ali  = 

^ — a)  {s — b){s — c)  ? si  a,  b t c latera  Ali  sint  , 

1 . . _ oc 

et  8 — — perimetro  sit.  Itaque  pro  s , erit 

2 2 


F 


trea  = [“  ( *)  (a— 6— #)j2 


1 


2 

l 


=—  a2  (&—2by*  (a — 2#)2  (2£  + 2x — a)2  ; cujus  de  . 

ivata  (si  constans  omittatur,  utpote  quae  ad  ma- 
cimum  ininimumve  nihil  confert , quum  usque  ad 
inem  maneat  , et  demum  aequatio  per  eam  di  vi  - 

-1 

latur)  erit — (a~2x)  2 . (2b  + 2x — a )2  + 

L "1  L 

a — 2.t  )'z  • Q2b  + 2x — a)  2 zzzo  ; et  per  (a — 2x ) 2 


2bf2x  — a)2  multiplicando  5 fit  2b\2x — a=a — 2x  ; 

tii  I . a ^ 

it  hinc  Ax~2<x — 2 b , atque  x z=z  —t . Nempe  /3 

>ro  arca  maxima  aequicruram  erit.  Maximum  es- 
e patet,  quum  derivata  2da  *+  sit. 

1.  Si  /N>Ii  aequicruri  (Fig  50  ) hasis  z quae- 
atur  pro  area  maxima  : sit  a summa  laterum;  erit 
1 

a — z 


— y1  >et  #= — tc  5 atque  area  = 


Hi!"  ~(-1’ ‘ f s*-)2  = 5 J 
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[C 


a- 


z)1—zi  }2  =-'-»( oa— 2«s)2  ; cujus 


derivata  C factore  -----  constante  omisso)  est  — W 
4. 


1 -JL 

•2aa;)2  —«S  (a* — 2as)  2 , quo=o  posito,  mul 

1 

tiplieando  per  O2 — 2azJ2  , fit  tf2- — 2az  az  =o 


IM 


ae 


a 


et  hinc  a— 3*=:  o , atque  5=  ; nempe  pro 


m 


Icta 


rea  maxima  Aii  aequicruri  , A aequilaterum  est.  ( ^ 

;3tio.  Interim  (ut  dictum  est),  derivata  prim; 
00  esse  potest  , statu  maximi  vel  minimi  per  i< 
haud  sublato  : est  nempe  id  momentaneum  , pr< 
certo  puncto  ipsius  x , intra  et  ultra  quod  termi 
nato  # illico  derivata  finita  fiet.  Ex  gr.  (p.  281 
2_ 

erat  pro  h ~y  •>  derivata  GC  ta  pro  xzzo,  e 

simul  maximum  pro  signo — , minimum  pro  +•  A 
hic  quoque  valor  ipsius  x , pro  quo  hoc  fit , repe 


jus 

hra 


|UII1 

se 


2 - 

ritu r modo  sequente  ; Jy=  ±;  - ~ x 3 ~±T 


£ 

3#3 


quod  =ro  esse  nequit;  at  si  ponatur 

1 L 

l:ir  1 =±T  3 3*3  r=o  ; prodibit  x = o prc 

3#3~  1 


hac  aequatione  , (et  derivata  =00  );  atque  quum  nc  L 
que  ex  Jzzo  , nec  ex  J=00  sequatur  maximum  ve 
minimum  esse;  tentari  potest,  num  pro  illo  valor* 
ipsius  x ita  sit,  et  si  fuerit,  quodnam  sit. 


I » 


’ — — 7 1 » 

Vix  monendum  est,  maxima  aut  minima  prc  ( k 

!L I i I • • ..  ,1  „ * liti 


pluribus  etiam  valoribus  ipsius  .r  dari  posse,  uti 
etiam  maximorum  vel  minimorum  maximum  veJ 
minimum  posse  in  certis  casibus  dari. 

XI.  Sit  fas  apHcationem  Taijloriani  etiam 
/avios  tactus  ordines,  et  radium  curvaturae , i 


aut 
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CUJUS 


Mi 


J2. 


[uo  etiam  conceptus  evolutae  et  evolventis  nasci- 
ur  , breviter  addere. 

Imo.  Lineam  l dicitur  tactus  ordine  pto  tangere 
inea  L,  si  ordinata  Y ipsius  L sit  ^(F)#  , et  or- 
inata  y ipsius  l sit  =r(f).r;  atque  p.io  a = x sit 

F>=(fK  JaCF3«=  Ja(f>  V*  li- 

que ad  JP(F )a—  JP(  f)a;  et  J^1(F)a:  non  sit 

= 

Patebit  rectam  nonnisi  ordine  tactus  primo 
angere;  circulum  vero  dari,  qui  ordine  tactus  pri- 
10  , dari  qui  etiam  2do  tactus  ordine  tangat  cur- 
am ; nec  inter  hunc  et  curvam  e puncto  tactus 
Jluin  alium  circulum  duci  posse  , (uti  nulla  re- 

Ita  inter  tangentem  et  curvam  duci  potest).  La- 
ius illius  circuli  vocatur  radius  osculi  vel  curva - 
'irae,  et  circulus  ipse  osculator  audit;  nempe 
uum  de  quantitate  curvedinis  ad  aliquod  punctum 
• sermo  est,  circulus  iste  inlelligitur. 

2 do.  Ponatur  tam  in  (F)#,  quam  in  (f)a5  afx 
ro  a;  erit  ;f F)(a+x)=(F^a+  xJ(F)a  + 
x*J2(F)a+  x3  p f r . 

(F)a  - et  (Of*+x)  = 


PJa+  xJ(f)a  + — - (f)or+  x (f)o;  - - . Sitque  li- 

^ Jd.O 


ea  3 tia  cujus  ordinata  ?/=(k)x  , et  sit  (F)x 

f)x  — (k)x  fpro  x~<z)  , atque  J(F)#  = J(  f )x  , sed 
on  = <*\k)x,  sintque  (F)x  , (()x  , ( k)#  ifcvz;  et 
icatur  terminorum  (seriei  ipsius  (Qf#+x)  per 
Vaylorianum  evolutae)  post  sequentium  sum- 

ia  S,  et  terminorum  (seriei  ipsius  (k)(^x+x)  item 
er  Taylorianum  evolutae)  post  «/(k)#  sequentium 
icatur  ac  brevitatis  gratia  xj(f)#  dicatur  J,  et 
V(k).T  dicatur 

Frit  J , J'  aut  utrtimque  >{<  y aut  utrumque  « , 
ut  unum  >{<  , alterum  *+ . 

L Sil  prius  uuumquc  et  pro  co  >f<vo  sit 

co.  Pro  ulvis  JUrigno  poterit  X tam  par- 


0 */  . . J' 

vsiiis  accipi,  ut  &<;  — sit,  et  simul  etiam  $ 

JN  JN 


sit : atque  luna  J+S  et  > *( 

J 


J-J 


i\ 


);  nani  etsi  S 


esset,  ipso  — - minus  destrueret  ex  Jj  item 


N 


ti' 


't«  >b  et<^<;(j'f  J' 


J — j _ 


w J-  Hinc  p°ni  w N 

'i~q , J + S=«+;^  , j'f,y:=6  potest  (pro  a,p,h,q 
d^vid  );  et  patet  Cafp) — h K*  « — (6-f^)  esse  (sensu  p.31} 

Itaque  J+S — (J'+s ) > ^ ^ "^)  ; adeo 

que  si  probetur  posterius  t^vum  et  non  o esse,  priu: 
majus  >J<viim  erit. 

j — j r J'  t j'  -i  _ , j,  (j+j1) 

" ~Wi 

C2J'+W;  fN— 1>— 2J'  , T 

— , quod  >}< 


Est 


vero 


03 


JN  ~ 
est : nam 


JN  — N 
— x [J(f).r— J ( k ^ jt J , quod  z=:x  (h)x  poni  potest; 
(N — 1 )« — r(N — 1)  (i>  )x — 2JC  k)# 

N 


itaque 


JN 


=*v 


■J ; 


ubi  in  numeratore  N —1,  (h)#,  J(k)a;  >^<va  sunt,  cl 
(N — 1)  (10*  > 2«J(k).r  est  , simulae  (^N — 1)  ;> 

2J(k)#  . . 

accipiatur. 


iii 


( i*)x 


Itaque  in  hoc  Casu  (f ) f.r+x)  > (k^^fx),  et 
linea  3tia  A,  infra  lineam  l e puncto  communi  p 
cursum  incipit;  et  quum  idem  ad  Y=(F)^  aplicc* 
tur,  A infra  L et  / cursum  ex  p incipiet. 


r» 


h 


2.  Si  vero  J et  J'  utrumquej^  Jsit , et 


pro  serie  ipsius  (f)f^+x)  majus  «— • vum  prodibit. 
Nam  sin-ya  >J«ve  et  >fiva  ^ ve  acciperentur  , majus 
>i< vum  prodiret  ; atque  hujus  modo  oppositum  pro*  - 
iliie  debet:  itaque  linea  A e puncto  communi  p 


cursum  supra  lineas  L et  l incipit,  quum  eadem 


jus 
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(per  (F)^  = (rf)x  , et  J(F)x  = J(f)x)  aci  L apli- 
centur. 

3.  Si  autem  unum  >{<  alterum^  &it,  ex  gr.  — 
ct  J >{*  sit:  tum  etsi  totum  S esset  , ipsum  J 
destruere  non  poterit,  itaque  JfS  necessario  e- 
rit ; s vero  etsi  totum  esset,  J'  + s **  erit;  ita- 
que (f)#  ipsum  >J<  vum  , addito  xJ(f).r+S  nancisce- 
tur  incrementum  >j*vum  , (k)#  autem  pariter  ^vam 
addito  xJ(k)#-f<?  imminuetur;  adeoque  A,  cursum 
e puncto  communi  infra  L et  / incipit. 

Idem  ad  reliquos  casus  aplicari  evidens  est  ; 
atque  simul  idem  etiam  porro  donec  libuerit  con- 
i.tinuari  posse:  si  nempe  (pro  <r)  sit 

(F>=(f)^,  J'F}*=J(f)**  JWi-Va(l?*-  - 

— J^C  f)x  , et 

<S)x  ^ ( k}x  , — -«kkjtf  j J stfy-x  — J Xk^  - - - 


•i^*1  (f)x  = ^ l{k)x,  sed  non  J^(k)jk; , 

tum  linea  A per  (k)*  generata  e puncto  tactus  cur- 
sum aut  supra  L et  / utramque  aut  infra  utramque 
sl  incipiet. 


3tio.  Sit  L linea  recta:  poterit  haec  ubivis  fue- 
rit in  eodem  plano  cum  /,  per  + tpro  p,  b 

certis  constantibus)  exprimi,  nisi  [ i is  ad  x vel 

ipsi  parallela  fuerit;  pro  quo  casu  linea  abscissa- 
rum ^ ita  mutari  poterit,  ut  L per  ( p -f  x)b  expri- 
matur. Ponatur  (F)jr  = (0#  j et  J(F)*  = J(f)x  (pro 
v— a);  erit  (pfajb  ~(  f)a,  et  &=J(fja;  atque  quum 

ctb  ( H* 

‘T 


3£  + a&~(f)a  sit,  est  p=!~? 


ttque  hinc  ordinata  rectae  L,  [ quae  (pro  x—a)  — 
ordinatae  y lineae  /,  et  quarum  etiam  derivatae 


trimae  sunt  aequales^ , est 


_ (f)a 


■a  + #]  J(f)a 


(f)a  + (\r — aJJ(f)a.  Neque  vero  recta  ulla  alia  , 
[ujus  ordinata  Y'~(y  + x)c  datur  , quae  e fine  ip^i- 
is  y inter  L et  / duci  possit:  nam  tum  (pro 

11  II 


] 
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debet  (y+a  Ve— (F)a , et  F)a  esse;  alio-  g 

quin  recta  nova  supra  vel  infra  L et  / cursum  in-  f 
cipiet;  e dictis  aequationibus  autem,  y=|3 , et 
atque  Y'— Y,  adeoque  recta  prior  L prodibit.  1 , 

L . * 1 ( 

Ex  gr.  Sit  y—x1  (ut  in  parabola  pro  parame*  s, 
tro  —1 ) , erit  pro  recta  tangens,  quae  per  (3^:  L 


(X  a 


— arra  , et  b SS 


2*^  a 


determinatur. 


ac 


Patet  vero  derivatam  2dam  ipsius  Y esse  r -Jb 
~ o ; adeoque  quum  derivata  2da  pro  nulla  linea 
praeter  rectam  , o sit , rectam  tactus  ordinis  2di* 
incapacem  esse* 


V 

n 


4t0.  Sit  L circulus  : quicunqiie  circulus  radii  r 
sit  iu  eodem  plano  cnm  /,  ordinata  ejus  poterit 
pio  quavis  abscissarum  linea  T , et  quovis  abscis- 
sarum t initio  * , atque  pro  certis  constantibus 
b et  a , per  (i  * — — «O2)  exprimi.  Sit  enim  ’ 
diametri  ipsi  T parallela®  distantia  b a T,sitque  z n 
ordinata  pro  abscissis  e centro  in  diametro  acce-  * 
ptis;  sitque  ex  gr.  t uti  (iu  Fig.  5 fi  ) est;  erit  L‘ 
lnHKff2 — (/— a)2)  \ donec  vero  t ab  * inci- 
piendo in  tantum  excrescat  , ut  t — a aliquamdiu 
nonsit^r,  eousque  [^(r*— (t — a)2)  sernper  ima- 
ginarium est.  lUdiqui  casus  quoque  patent. 

At  si  x ponatur  pro  #,  atque  Y sit  z=  (F  Jx , L 
et  simul  J(F)x=z  J(f>  , atque  etiam  J2(F>=J2(f)* 
(pro  certo  valore  a ipsius  x) ; reperiantuique  ex 
bis  aequationibus  r^o^b  circulum  illum  determi- 
nantia, pro  quo  dicta  locum  habent : tum  inter  hunc 
circulum  L et  curvam  / nullus  alius  circulus  duci  1 
poterit.  Nam  sit  circulus,  cujus  (pro  a;— a)  ; ordinata 
==(10*=^  (f^r^fF)#;  nisi  etiam  •J(k)*=r  Jff)#  = 
•UFU,  et  simul  J a(k)*==J2(f)*==j2f  F]x  sit;  circu- 
lus novus  aut  infra  lineam  utramque  L et  /,  aut  su-  fc 
pra  utramque  cursum  e puncto  communi  incipiet  ; 
si  vero  hae  Aquationes  locum  habeant,  tres  con- 


( 323  . 

stantes  dictae  eaedem  prodibunt*  modo  statim  fnum. 
6io ) dicendo. 

5to  Extendi  hoc  ad  quemvis  tactus  ordinem 
posse  clarum  est.  Si  nempe  (E1)#  — (f)x,  et  deriva  a 
(pro  L et  D Ima  Imae  5 2da  2dae  pta  ptae  ^aequa  es 
sint  (pro  valore  certo  a ipsius  *)  ; atque  aequatio 
ipsius  L contineat  constantes  numero  G41'  : 
e totidem  aequationibus  dictis  determinantur  ; nec 
ulla  linea  inter  L et  / duci  poterit,  pro  qua  e*i« 
vatae  usque  ad  ptam  aequales  non  sunt  ; si  vero 
aequales  fuerint , eaedem  constantes  (et  idem  m) 
prodibunt. 

• r - . - / 
6to.  Reperiuntur  (in  num.  4to  ) dicta  r , o 

modo  sequente. 

5.  Est  Y—b+l'  O’— o— «) s ] = (0^=y- 

— (x~-  «■) 


2.  Hinc  Jy=  i/£r3 — (X — a)*~J 


et 


j y*=  — p • et  hinc  valor  ipsius  * — a repe- 

ritur;  nempe  r2Jya — (a? — ss)2J</ 2 = (*'  «)  % adeoque 

r*Jy2  = {x—a)2(l  + Jy2),  et  (*—«)*  > aUiie 


rJi / 


et  a=x  — 


riy 


; attamen 


v ✓ 1 
adhuc  expressio  ipsius  a ipsum  r involvit  nondum 
determinatum. 

_ to  ( x — 'af  

3.  Est  porro  ?y- ~ 

— ^ ; quod  si  ad  denominatorem  prio- 

i/[r*—{x—ayy  1 

rem  reducatur  , multiplicando  posterioris  tam  nu- 
meratorem quam  denominatorem  per  r 2 — ( x — #)*, 
— - (x — a)  2— »rflf  (& — nY — r* 

fiet 

RR  * 
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4.  Erat  vero  (in  2)  Jy2  ~ - at 

r* — ( a 7 — a)2  ’ 


est 


que  (T—a)  = S^-3-T)  ; c priore 
-j—  =zL|/[r2 — (a — «)2J  , e posteriore  est 

= P7W?); 

5.  Valore  hoc  ipsius  l^[r9 — (x — a)2]  in  va- 

lore  ipsius  J>y  ==  (ad  finem 

numeri  3 reperto)  substituto;  erit  J2y  = 

, r3  1^(1 +V)S 

—r  “ — =? — et  hlnc  r == 

3_ 

(ltJ/ys)2  . ..  . 

; <luae  ,§ltur  expressio  radii  osculi  est. 

i/ 

G.  Constantes  reliquae  a,  b quoque  reperiun- 
tur:  nempe  (in  2)  erat  «=*—  atque 

(ex  1)  est  l-y— ^[r1—  (a—  «)  = ] . atque  hinc  (in 
valore  ipsius  a substituendo  yalorem  ipsius 

—J^)  . «i.  „= 

3 


a’ 


*y 


•>//*)'  J~y 


Cl-t ini  }1  _ _ (?+J y2)Jy 

—x  Tr  i et  b. 


3_ 

_ £ — ,/4.  CJ+^'  )2  _ j.fl  fV ) 

(if^2)  ‘/+4'^(i+J5r>i-y  +— * 

7«0.  Notandum  nempe  est,  expressionis  , quae 
in  exponentis  deno  minatore  numerum  parem  ha- 
bes , valorem  eundem  esse  sive  + sive  — ante  ex- 
pressionem ponatur,:  nempe  si  dicatur  2= — 1/4  , 


I 


est  2 alicujus  valoris  ipsius  IS  i oppositum  ( 107). 
Ita  (numero  5)  r potest  dici  • 

y 

8vo.  EXEMPLA. 

1.  Est  (Fig  42.  p.  272)  y2=zsv=~^;  unde 
subnormalis 

Est  porro  (normali  N dicta)  N3  = v(s  + v)  = 
+ et  iS=yl/'(l  + Jyz  );  atque  hoc  in 

valore  ipsius  r posito  , fit 

3_ 

. (l  + «ka)2  — N3 


: 
n 

vai 


r == 


— J 2 y 


Atque  hinc  si  y~x±  (ut  in  parabola  pro  pa« 

I\3 

rametro  ~i)  , est  radius  osculi  — — ; nam  y%A2  y 


1 «5  i ^ 

=: — • — ; nempe  y3=x^  5 et  J^= —-#£ atque  J2  y~ 

ifl  4 JL 


\ 


-3 


— x 2 * et  y3J2  y=z 


i i ± i 

— X* 1  x 2 = — - 
4 4 


Ita  ex  aequatione  generali  sectionis  conicae 

1 

^nijusvis  facile  prodit5  esse  y3ly~ —p  (pro  pa- 

N3 

rametro  p)  ; adeoque  radium  osculi  esse  — . 

U\  iiJ 


2.  Si  (Fig  52)  recta  A parallela  ad  rectam 

JB  sit;  et  ba=z2,  [ ris  ad  A sit  diameter  circuli;  fe- 

aturque  6 in  JB  (prius  ad  laevam),  simul  cum  cir- 
ulo  : atque  cogitetur  e quovis  loco  6'  ipsius  f>  ac- 
ipi  ad  laevam  arcus  V#b"^z  b'b  , usquequo  extremi- 
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Wt 


t8t  arcus  aecepu  prima  vice  in  A cadat  ; ct  idem 
fiat  ad  dextram  : complexus  omnium  extremitatum, 
in  quibus  arcus  accepti  desinunt , dicitur  Cydon 
et  circulus  dictus  genitor  audit.  Facile  patet  vi 
am  puncti  rotae  per  rectam  devolutae  , huic  apro«^j 

K,niEst  autem  manifesto  ordinata  y pro  abscissa 
e (sinuverso  arcus  0*0— cb  + s =|/(2w—e  ) + 
(a,»>  f per  (a,«)«  arcum  CUJUS  v fs,n  f,  p,  . 
est , intelligcndo];  nam  0”b  l_0a,  et  0*c— 0*0  » Ua 
que  s s:  0'6  ~ 0"*b'=0*c— ( a,®)®» 

Estque  J, ^z=(2e-*-l)2  , et  J*y=«-2(2e-*— 1) : 
tfam  <Jy  (quoad  v accipiendo  derivatas)  — 

1 


it  2 


attit 

uii. 


PC  I 


Jl/*(2v — e'  ) + Jz=(l—v)(2v—v*  ) *+-+-'  i 


siu  z 


arcui,  cujus  v sinus  versus  est,  et  arcus  x de 


rivata  quoad  sinum  versum  est  ; hoc  auten 


} = (2v—v't  ) 2 • Itaque  iy  (quoat  5») 

est  —i/(  2v—v-  ) 

-i  _1 


v)  est  =(l-*0  (2v-v-  ) 2 + Cfr— ®*  )•*  = 

2 — v _(2-v)(2®-£^)2 

(2t>— v2  ) 2 ( 1— ffl  ) ~ _ 2v—vz 


in} 


(2— »)  (•  — — 1)2"  i 


2— 


-l 


Unde  J=y=«r2(2iT*-l)2.;  at<Iuc 


Clt2i’M-l)2  _ 


i-2  (2®-*— 1)  2 
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I s 


o est , 


l£v±( 2»-*— 1)  2 2 —— 1)  = 

v-2  w zr 

t?  2 

■ _3_ 

1 2 t/(2— t?)  ; quod  pro  puncto  6,  ubi  w 

I JL_  JL 

it  2 2 j/^2  =22  . 2 2 =22  =4  ; nempe  radius  cur- 
taturae ibidem  est  quadruplus  cadii  circuli  geni- 
oris. 

Quod  vero  Jx  fquoad  v)  sis  patet  sic. 

)icatur  v sin.  vers.  mx  — sin.vers.  (m — l)x  (nem- 

>e  differentiale  verum  sinus  versus  x)  ; et  dicatur 

i/  nx  (ut  250)  q : est  v = 1 — cos <7  , et  v~l — cos  q 

-(l — ■ cos  {q — COS  q— (l  — COS  q COS  X — 

inysinx)  = cos?  (cos x — 1)  + sin  q sin  x ; lioc  au* 

y em  per  sin  q sin  x divisum  1 ; nam 

intf.sinx  „ ..  , . . . 

— — rr  GC  ; nam  cos  x^=l — u sin  x2(pag 

0S?(C03X — 1) 

II  150)  (denotante  u quantitatem  aliquam  inter  o et 

) ; cosx — 1 itaque  = — u sin  x3;  adeoque  ( ?!!L?  — 

^ vcos? 

ang^)per — — multiplicata  />— n GO  ; atque(251  ) 


in  q sin  x differentiale  i psius  ( v —sin  vers.  x)  est  ; 
lempe  v sin  q sin  x ; binG  autem  sin  x ~ 


t quum  sin  xix,  sequitur  x § 


sin  q 
; nempe 


sin  q 

lifferentiale  arcus  est  ~ differentiali  sinus  versus 
)er  sinum  arcus  diviso  \ atque  derivata  arcus  quoad 
linum  versum  est  =1  diviso  per  sinum  arcus  (fomni- 
10  omnibus  pro  radio  1 intellectis). 

JL 

Quum  vero  rzz. 2 2 yf (2 — v )^2y^ 2(2 — v)  sit; 
st  (b'ig  53)  r— 2?  (per  q cordam  arcus  a circuli 
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genitoris  cycioidis  dimidiae  6fa  intelligcndo  ) ; 
nam  £2—2(2— v ) , adeoque  q=i^  2(2— r).  Si  itaque 
ex  t ducatur  ad  q parallela  ~2 q ; terminabitur 
liaec  in  cycloide  , cujus  summum  punctum  a 
eet  et  circulus  genitor  priori  (adeoque  et  ipsa  in fe-  s 
riobi  hto)  aequalis  est,  Nam  a~q  , adeoque  6z=z  q ; 
sed  utrumque  q (nempe  cordae  arcuum  a utrius- 
que  circuli  genitoris,)  et  6~q  sunt  parallela  ; ita-  f 
que  et  a " est  parallela  et  =a'5  et  a ,!Jcy  Liis  ad  dia- 
metrum circuli  genitoris  (utriusqueV  Est  vero  «'-j-sg' 
^=za  + z,  et  quum  est  a'=a.  Erit  igitur  y-f  a" 

ordinata  =yd-a;  itaque  k punctum  cycioidis  in- 
feriori aequalis  erit. 

Est  autem  a+  b plane  normalis  ad  punctum  t. 
Nam  subtangens  JL-  — = 

f * Itaque  y : v~y  + z :s  , adeoque 

\/i2v—v-)  y 


re 


MIC 

MO 


un 


rem 

lani 


corda  arcus  bc  est  ad  tangentem  tt  parallela  ; atque 
bine  quum  a et  q sint  parallela  , et  /\  ad  c in  se- 
micirculo rectus  sit  , est  a L tt. 

Hinc  autem  manifesto  pro  quovis  arcu  z cir- 
culi genitoris  inferioris,  normalis  ordinatae  respon- 
dens, radio  osculi  eidem  respondenti  aequalis  fa- 
cta, atque  ordinata  superius  ipsi  tt — z respondens 
in  eOdem  puncto  terminantur.  Itaque  complexus  ex- 
tremitatum normalium  omnium  cycioidis  «inferio*  L 
ris  , radijs  osculi  respondentibus  aequalium  , est 
cyclois  superior.  Est  igitur  cycioidis  evoluta  quo- 
qtie  cyclois  priori  evolventi  aequalis. 

Nimirum  si  E complexus  omnis  puncti  sit,  in 
quo  normalis  aliqua  formae  F , radio  osculi  eidem 
normali  respondenti  aequalis  accepta  terminatur : 
dicitur  E evoluta  ipsius  F,  atque  F ev  olvetis  ipsi- 


us E, 


Est  tiulem  fp.  273J  tang  />= 


2 — v 


u 


Si  vero  t 


in  inferiore  circulo  genitore  fiat  = a,  (a  6 incipien- 
do), ut  fiat,  V ex  v ; erit  tangens  anguli  quem  tan- 
gens cum  ordinata  facit,  =rl:[^(2V-1- — 1)  = 


; nam  V = 2 — v . Est  vero 


-v 


cotan- 


*ens  anguli  illius  , cujus  tangens  * est;  nam 


v 

% — i) 


tang 


==cot  C nempe  tang 


s?n  cos  % 

et  cot  = )• 

cos  si  11 


Ifa- 


3— 

que  angulus,  cujus  tangen9  est  , angulum 


priorem  p ad  rectum  complet,  adeoque  est  =u  , 
et  a+ h tangens  cycloidis  superioris  est.  Extendi 
jioc  ad  alias  evolutas  quoquo  potest  , quum  u~ 
suo  alterno  sit. 

Ingeniose  hinc  JIu genius , (qui  primus  pendu- 
lum ad  horologiis  motum  aequabiliorem  concilian- 
dum aplicavit),  laminam  et  ad  dextram  ipsi  pa- 
rem posuit,,  ut  lilo  de  laminis  cycloidalibus  in 
tangente  tenso,  centrum  oscillationis  cycloidem 
describeret  i quum  enim  demonstretur  ad  descen- 
sum de  cycloidis  arf>  (pro  fcfj  verticali ) puncto  quo- 
vis usque  ad  infinum  6 , tempus  aequale  requiri  ; 
sive  ad  majorem  si\e  ad  minorem  arcum  ob  in- 
' [aequalitatem  dentium  excurrat  pendulum  , isoebro* 
^Ijrium  in  theoria  manet  ; tempus  descensus  autem 
per  arcus  circuli  inaequales  inaequale  est. 

Wj  Ultro  itaque  suboritur  quaestio:  quomodo  e 
tlata  forma  F , ejus  evoluta  E , atque  ex  E ejus 
evolvens  F reperiatur.  Sed  hoc  tantum  commemo- 
rasse sufficiat. 

XII.  Quum  superius  ( 180  ) quaestio  suborfa 
fuerit:  quaenam  sit  e functionum  certarum  genere, 
illa,  cujus  functio  certa  determinata,  sub  certa 
quapiam  conditione  certa  quadam  qualitate  gaudeat: 
hujus  etiam  ( Calculi  variationum  dicti  ) idea  Ca- 
sibus simplicioribus  exponenda  est. 
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Sit  sp  variabilis  absoluta  per  n divisa;  et  sit 
fyzzr(k  )x  ( cujus  derivatae  quoad  x accipiantur);  atque  f 
functionum  sub  genere  certo  contentarum  , deri-  *i 
vatac  formula  generalis  sit  ex  gr.  AyfffA'ya'  - - - + 

b J/  +B' V'--  -+  £yc  V t<V'  V- - =x ; J 

nempe  sit  casus  , ubi  in  nullo  termino  factor  alius 
sit,  praeter  potentiam  aliquam  ipsius  y,  potentiam 
aliquam  ipsius  J#,  functionem  aliquans  ipsius  x , j 
et  constantem:  quaeritur  talis  functio  y ipsius  x , r( 
quao  si  Y dicatur  ; integrale  derivatae  dictae,  sub« 
stesuto  Y ipsi  y , maximum  vel  minimum  sit  , in- 
iej*  omnia  derivatae  bujus  integralia,  quae  pro  a* 

1 io  y sumerentur. 

Ponatur  Yrt*  co  pro  Y (denotante  co  functio- 
nem ipsius  x , quae  dato  quovis  minor  fieri  pos- 
sit debeatque,  (et  variatio  functionis  Y dicitur):! 

prodibit  pro  JY  tum  J(Yfco)— JY+ Jro,  et  pro  JYV  | 

erit  (JY  + Jco)v  \ atque  pro  casu  integralis  maxi- 
mi  minimive  , incrementum  totius  derivatae,  tam 
pro  + co  quam  pro  — co  , oportet  esse  aut  simul 
, aut  simul  n Vnin.  Hoc  autem  aliter  fieri  ne*  i 
quit,  (ut  statim  demonstrabitur)  , nisi  sumina  co- 
efficientium  ipsius  co  (in  terminis  ubi  co  tantum  ad 
1 elevatur  , nec  derivata  ejus  adest)  N dicta . 
et  summa  cnefficientium  ipsius  Jco  (in  terminis,  ubi 
nec  co  5 nec  derivatae  ejus  Jma  altiores  adsunt,  el 
Jco  in  Ima  tantum  potentia  occurrit)  P dicta  , sit  | 
Nco  + PJco— ©;  N et  P autem  prodibunt,  quum  sta- 
tini  pateat  in  derivata  derivatae  datae  esse  N coef 
ficientem  ipsius  iy  , et  P coefficientem  ipsius  J2^ 
ftam  j y quam  J( jy ) quoad  x accepto). 

Imo  tunc  etiam  patebit,  esse  N — J P ~ o (pre 
statu  maxiivi  minimive:  atque  ex  hoc  et  data  con- 
ditione eruitur  Y ; quamvis  conversim  non  sequa- 
tur, maximum  vel  minimum  esse,  (ut  supra  326} 
Inferius  quidem  brevius  ostendetur,  quomodo  N,P  ex 
exolutione  functionis  plurium  variabilium  Ta)  lo- 
ri ana  (312)  reperiantur. 
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Demonstrandum  idcirco  venit  Imo.  quod  iit 
derivata  derivatae  datae  prodeat  ; si  pro 

y ponendo  Y + co,  coefficientiuin  ipsius  co  summa 
ili  jgit  N,  et  coefficientium  ipsius  Jca  summa  sit  P;'2do 
.quod  nisi  Nco  + PJco— o sit  5 maximum  veJ  minimum 
esse  nequeat.  Sunt  2 variabiles  y et  Jy;  et  J{Jy ) 
'quoad  #)  est~j2^;  adeoque  (per242et  249)  JX= 

fiB.V6'1  + 6'B  'J/'-1 jJ-y  + 

[cCyc-1Jyd  + c,C'ycU1Jyd  — 1 Jy  + 

[ d CycJyd-1  + d'Cy'  Jyd'‘l  - - j J V - ' 

tlndc  N=«A^"'1  • - - - + cCyc~l  J yd  ....  + 

et  l'rr£B • *■  + dCycJyd'1  • - - 

Ponatur  jam  y + w pro  y;  fiet  functio  nova  , 
per  tlieor  binomiale  evolvenda 

=A(y  + »)“'  +A'(yt«)a'— tB'<  JyUO*  - 
+ Cf  yi-®)6  C Jw  + * * - • = 


Ay“  + A'ya'-- .+  BJyb  + B 'J/'-  - Cyc  j/  . - - + 
aAya~l  + a' A'ya  1 • • ••  ] «)  + 

[mjy6-1  + i'B'Jyb'-1  ]J«  + 

+ c'C‘yc'-lJyd'  -..]»  + 

+ d’C'yc'  Jyd'~l  * - - JJw  + [•?  = sum- 
mae  terminorum  , quorum  quivis  ipsorum  -w  , Jou 
tanquam  factorem  aut  utrumque  aut  aliquem  jplu- 
jies  continet^.  Nam  in  termino  sub  formula 
A (y^&Y1  contento,  evolutoquc  post  aAya“lQ 

sequitur» — Aya~z  oo2  , et  postea  scmper  cre- 


2 


scuut  exponentes  ipsius  co;  ita  in  evolu- 

to post  b\lJyb~lJu  sequitur 


b(b—  D 


0 Jybm2Jws  et 


v?  vi  * 
O >3  ‘ 
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clein  scmpcr  crescunt  exponentes  ipsius  Jco,*  at<ju< 
si  evolvatur  C(y}-to)c  (J^r+Jco.)^  ; erit  = 


t + cCy 


C~1  I ^ 

c 1 w 4 


( c — i) 


C rf-*  co2---] 


cons' 


I 


et  t 


[ J yd  + --Jyd~2Jor. . -3;  ubi  non- 

'2t 


nisi  duo  priores  termini  in  factore  utroque  consi- 
derandi veniunt,  quum  reliqui  potentiam  ipsius 
Jco  aut  ipsius  co  prima  altiorem  contineant;  est  ve- 
ro  [Cyc  + cCy^cc]  \_Jyd  + dlyd'1  \v~\  = 
C.ycj/  + cCy^  lydt.  u+dCy*  Jyd'1  J» 

+ cdCyc~l  Jyd~* . wjco  ; ubi  terminus  primus  ad  X 
pertinet,  de  posteriore  qui  oojco  continet,  quaestio 
non  est,  et  reliqui  duo  suis  locis  adsunt;  patet- 
que  valores  ipsorum  N;,  P esse  qui  dicebantur. 


"T 


2.  Potest  vero  <p  tam  parvum  accipi,  ut  in 
crementum  functionis  dictae  dato  quovis  minus 
flat.  Sit  quippe  cozz ziv  ^ pro  * constante  aliqua,  |H 
<t  v functione  quapiam  ipsius  x , quam  prouti  | 
libuerit,  imminuere  licebit : in  terminis  ubi  Jcp,  jw2  m 
ut  factores  continentur  , quoque  aderit  ubique  i 
constans  *;  imo  ubi  co*  aut  Joo2  ? co^«?  sunt  , ad  n 

minimum  2da  potentia  ipsius  i aderit.  Itaque  in 
j (N&q-PsJ&J  aderit  i in  prima  potentia,  in  inte-  ( 
grali  partis  reliquae  autem  ad  minimum  in  2da , cum 
factore  socio  aliquo  omnino  finito  ("omnibus  hei(i 
finitis  suppositis).  Consequ.  pro  dato  quovis  valo 
re  posterioris  ;licebit  i tam  parvum  accipere  , ul 
a priore,  (nisi  hoc  ~o  sit) , supeietur.  * 


Pro  statu  maximi  miniinive  igitur  oportet 
(Bs^+PJ^)—1©  esse  : nam  secus  accepto  una  vice 
alteravice — u>}  prodibit  una  vice  hk  quo  ab  integ- 
rati isto  reliquum  exceditur,  >J*Vc  e(  altera  vice  ^ ve, 
adeoque  nec  maximum  nec  minimum  locum  habe- 
bit* 
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Est  autem  i“PJu> ) formae  «-fpa>  ( pro  a 

constante)  : nam  J(afPu?)— pju>  + ijujp  ; ubi  N— JP  , 
it  , atque  lnnc  ^P~e/f5  et  i\ — JP  = Jp — Jp 

~ o» 

Pariter  si  adessent  QJ"u>  + ElJ9&\  (nempe  si  in 
expressione  superiore  ipsius  derivatae  datae,  deri- 
vatae altiores  ipsius  y occurrerent)  ; patet 
f (N  wfPfcfu?+Q^att?4-lW3u> ) esse  formae  a+p^+yJ^ 
\ hdP-j,  ; nam  hujus  derivata  est  pJa>-j-u>Jp-f  yJ2u?  j- 
}w.Jy  4-  ^J3iw4  (J2uu.d$  ; ubi  esset  N=Jp  , P— p + «#/  , 
? Ii  ~ $ atque  hinc  N— JP*tW2Q — -j3ti  = 
)fi--jp~-d2y‘j-d2yfd3$- — d3d—Q9 

EXEMPLA. 

Quaeratur  aequatio  ordinatae  y pro  abscissa  inde- 
finita i , aream  datam  x , longitudine  minima  dau- 
lens.  Concipiantur  y,  Jy  quoad  x expressa  ac- 
ceptaque  ; et  consideretur  res  prius  in  plano.  „ 

Dividatur  x per  n , denoteturque  — per  x,  at* 

i u 

qtie  mio  x respondens  pars  abscissae  sit  (ut  193  ) 

, dicaturque  t,  (atque  t et  x si- 
uiultanea  sibi  invicem  respondentia  intelligantur. 
Erit  x — yt  ( 265)  ; longitudinis  lineae  vero  diffe- 
ireiuiale  (ipso  dy  quoad  x expresso)  est  (262) 

1 i .X 

i (t5  +dy3)  2 =( 1 2Jt Jy2-x2)2  5 quod  si  yt  ^ubstitua- 

ii  I i _ * i 

i lur  ipsi  x,  fit  iOty2^3)2  J2  5 et 

(I  ■ . J 


~y  Ot^Vy2)2  dicatur  V. 

Cujus  si  (ut  dictum  est)  derivata  accipiatur ; 

lleritJVr-  y^JL  * 


f^Cit y"^u*)  y2\/ K.i+tfty)  * 


nam 


(S9S  et;249)  Vjsub  formam 


u 


— venit  |pro  v~y  } et 


nzz  ( l+y2Jy 2/2^;  adeo q uef— — 


accipiendum  e- 

\ 
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-l 


ori t . Est  autem  Ju  = ~*  2 J(  ltyr  J^p),  e* 

'Jt/ 


J{  li,y2Jj*)~J(g2Jy*)  , quod  (per  240)  est 
y2Ji(  Jy2)  + Jy3.J(p9)  = 2y2jy  . «)V  + 2yJy.Jy2.  €«n- 
seqti.  si  Ijv/2®/#9  breviter  £ dicatur  , erit  JV  = 


-l 


-l 


’;/.'^3  J'  a +y;/-Jy.  /»  2 — 


' 


et  si  terminus 


?/aJ//.J^/a  gJyJ2y  &Jf\/  & 

"$sT  + tsi  — 7» 

posterior,  aci  dciiominatorem  prioris  reducatur. 

(> . : . —«7^  ^ — O tyVyfVy  _ . 

? ~ "7V* 


quod  priori  termino  additum  fit 


et  terminus  qui  superest  , est  2 i g 


1 


Est  igitur  Nrz  - ./g  . - , « - 

y'\/(i+y^v') 


k ( i+rJr) 

, et  P = 


yiy 


P^ClTpJpT  ’ ^r°  maximo  ra,nimove  autem  es 

N — «/P=o  , adeoque  N=JP;  atque  quum 
J V =Ndy  + P J ly  , est  etiam  JP.Jy+P d2j~JV.  Coii 
sequ.  J (JP.Jy  + Pj2y)^V  + consl  PJ  y + COllSt  > 

Cnam  j(PJ//)=iJP.J^  + PJ:!^). 

Est  igitur  V f const  — P Jt/  i coust ; nempe 

j/(  !+//'J',r)  , 

^ — r~>  n 1 — ~ T"T\"  const. 

Unde  (per  multiplicando)  fit 

y% <iy'=y’t^f  + eoust.#j/ C 1 1 y2dy~)  ; atque  hin 

coust  adeoque  3 

yl^(liy1Jyt) ; quo  6 dicto  . erit  fj  = 


Ity 
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Hque  et\/ib,—y3)=y\b^  a;5e0- 


que  Jy  * — 1 


y* 


Erat  vero  j y derivata  ipsius  y quoad  x aoce- 

. c I y d// 

pta  , atque  x £ i y \ adeoque  C «y—  j~J  : ~ *• 


, . d//  . { b 2 — y1) 

\tque  lunc  j 

vy  y 


ydy 


-j-fFi. \ h adeoque 

V / (P—y-i 

?/&y 


X 

1 , eeu 

rJ/(r— //) 


t : 


y<\  f/ 

/■=/ 


1.  Consequ. 

2 


1 , et 


i/  {b2~y 2 j 


— — y2)  ; »ani({ 


ue 


mj us  differentia!®  quoad  y est 


y<\y 


. Un- 


i/  ^z—y2) 

/2—^i= — y3  ; quae  aequatio  circuli  pro  radio  b 
*t  abscissis  t e centro  acceptis  est. 

§\  vero  non  supponatur  lineatu  in  plano  esse: 
lerivaui  (quoad  x)  longitudinis  lineae  in  spatio  est. 
/{I  -f  (,268);  cujus  differenti alc  (31  i)  est 

—i  “i 

fiWw-3^  ci+J^+J**)'2' J*dJ*  = 

-_i  -i 

l-f  Jy3+Jz3)  2 Jy-J-y-i  tO+J^+J*3)-5  ; 

-I 

patui  que  ut  prius,  quod  si  tam  (Ifj.y5  + Jz'  ) 2 Jyj2y 


-l 


pam  (lf  Jy'  + Jzj  2 * — ~ ° sit  ; tutrt  maxi- 

muni  iiiinimlittive  possibile  esse  ; ( si  nempe  tam 
pro  a?  quam  pro  — o?  utvis  parvo,  incrementum  re- 
liquum simul  aut  simul  ~ sit);  non  superatur 
enim  a prioribus  istis  terminis. 

Dicatur  P ut  supra  factor  per  quem  J2y  mul- 
iplicatur  , et  N dicatur  factor,  per  quem  Jy  iiiul- 
multiplicatur,  (sed  in  quo  ut  factor  «i  'y  non  ad», 
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«st);  ita  coefficiens  ipsius  J'z  dicatur  I?1  ? e*  \ 
coefficiens  ipsius  Js. 

zJ 

Erit  hic  N-o  , et  P=(  1 + J/,3*  J z2 ) 2 . j*a 

-1 

N'=#  , cf  F~(lf  J 2 Js. 

Erat  autem  N=JP  , ita  N=JP' ; consequ.  JP 
^©rrvlP' ; adeoque  F est  constans,  sn  =a ; ita  P 

p 

constans  est  , sit  Atque  hinc  — — = 


-1 


(J+Jjdiiill *J*  =-£:=^.  adcoque^=^’ 

~L  u 4y  * a 

Of  Jr+Jz-)^!, 

^ ^ I/  f" 

et  J — J Jz  ; nempe  &~#.const.  Unde  patei 


a 


lineam  quaesitam  in  plano  esse  ; concipiatur  nem 
pe  planum  p'  secare  in  recta  x planum  p in  que 
ordinatae  y accipiuntur;  sintque  Y et  y in  / 
ad  x e punctis  g , g'  [_res  , respondeatque  Z jps 
Y,  et  z ipsi  y\  erit  pro  constante  a,  Z — aY  , e' 

Y 

et  pro  Y~ky  , erigatur  e fine  ipsius  — - 

ii 

, , Y*  • . . . . . Ya 

~—y  3 ad  Lris  —-7-;  erit  g ct  tinis  ipsius 


cunj  fine  ipsius  Z in  recta,  atque  g,  g',  et  fines  ipso 
lum™  et  z erunt  apices  rectanguli.  Ita  si  3iium 1 

ti 


punctum  g1'  accipiatur  , patet  rectam  ex  g"  per  fi 
nem  respondentis  z ductam,  esse  prioribus  paral 
lelain  , et  cum  plano  p angulum  eundem  efficere, 

b b 


Potest  etiam  z- 


a 


-y  ita  esse  , ut  — - = 


a 


sit,  adeoque  Z in  p cadat;  atque  potest  in  inte 
gratione  constans  arbitraria  c addi  ut  sit  z—o,yfc  9 
adeoque  planum  ad  distantiam  c ipsi  p parallelum 
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2do.  Linea  B radii st ochrona  ; seu  linea  per 
quam  grave  ex  A ad  C (puuctura  in  alia  vertica- 
li cadens  brevissimo  tempore  descendit;  reperitur 
hoc  modo.  (Fig  54).  Dividatur  x per  n , ducau- 
turque  per  fines  ipsorum  x , horizonti  parallelae  ; 
sit  tempus  descensus  t , et  respondeat  t ipsi  x , 
nempe  si  de  //ito  x sermo  sit,  per  { intelligattir 
tempus  , quo  de  parallela  per  tnti  x finem  superio- 
rem, ad  parallelam  per  finem  //ni  x,  pervenit  grave. 

Spatium  sub  t percursum  exprimi  per  t(/^, gx 
poterit ; nempe  facile  demonstratur  iri  mechanica, 
velocitatem  esse  pro  quavis  linea  curva  eandem  , 
quae  ad  imum  abscissae  verticalis  x esset  ; atque 
superius  (217  et  sequ.)  erat  vtz=zs. 

Consideretur  et  hic  res  priiis  ad  planum  re- 
stricta. Est  longitudinis  J ineae  differentiale  = 

xC  lt Jy2)2  • Erit  igitur  S]  atium  prius,  huic  aequi- 

t i/  gx  _ 

pollens  ; nempe  ^7“— gj  1 , adeoque 


► x:  M 1*  J//2  )2 

1 : — f — \ 1 ; adeoque  si  prO  date  .r,  tlii- 

i 

. . . ^ xpf 2 . 

mmutn  ipsius  J — reperiatur  i miiiiinum 

t erit. 

i 


it 


j ^ | _j_  **  ^ <2, 

Accipiatur  itaque  — pro  certo  valo- 

' gx 

l!  re  ipsius  x , fidem  a certo  valore  ex  gr.  o usque 
ad  2 r,  ad  quemvis  aplicari  patebit)  : erit  derivata 

-1 

1 v (1  f ^/a)~2~J//J2y 

[tiacsita  Cquoad  # accepta) — i ± ^,nem- 


x 


e J//)  quoad  x , est  J et  J/  gx  pro  certo  x sumitur. 

TT 
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-i 


Itaque  N=o , p 2-3^.  Sed  N=JP 


adeoque  JP=o3  et  P=  const.  Itaque 


J V 


— const  , sit  =ra ; atque  hinc  Jy  = 

“l/Of  Jy*)'[/rgx  •>  ct  Jz/#  “ t»*^+a3^arjy#,  et  hi 

Bx 

~'T=^  (Pr0  a* 


io 

at. 


i 0 


liine 


■a  *gx 


«■ 


Jy*  =-— aL 

J \-CL~gX 

Erat  autem  C 326  ) pro  cycloide  Jy2  =fc 
('Iv'1 — lj  , pro  circuli  genitoris  radio  =1  , est  que 
Jy2=2 rv-1 — 1 pro  radio  r\  hic  autem  est  — x. 


T 


(1 


quo  substituto  in  2 r«Tf — 1,  crit-^-  — 1 = 

1 7 v 2 r — # |/ii 

X 

— 1 sr 5 quod  item  tam  numeratorem  pei 

2r**~x 


*2r  dividendo  , fit  = 


HF  * * 


- _ 


2/- 


1 **gX 


i si  »V= 


tus 

iC( 


accipiatur. 

2 nj  ||i 

Est  igitur  , quum  hoc  pro  quovis  valore  ipsiui 
a:  ita  prodeat,  cyclois  linea,  pro  qua  quaesitun 
locum  habere  potest. 


Atque  etiamsi  non  restringatur  ad  planum,  fa 
cilc  (ut  antea.)  prodit  , eam  in  plano  et  quiden 
verticali  esse  debere.  Nempe  si  derivata  quoad  i 

ipsius  accipiatur;  erit  item 

t5P  = o=JP#,  quia  N=©=N's  itaque  P et  P'  con 
stantes  erunt,  (uti  antea)  , et  *'=y. const.  Erit  igi 
tur  linea  in  plano  et  quidem  verticali  , quum  a 
verticalis  sit. 


1 

3iio.  Interim  tamen  e dictis  neutiquam  maximum 


onui  » ^ ^ vi  ■ v»  

ID ini  ii  umv  e adeste  constat  ; quum  nonni*!  condi 


rioni,  sine  qua  maximum  minimumve  fieri  neque- 
at, satisfactum  sit  : constat  quidem,  in  casu  primo 
circulum,  in  posteriore  cycloidem  esse  lineam  quae- 
sitam , si  maximum  minimumve  detur  ; sed  etiam- 
si detur,  quodnam  sit,  indecisum  adhuc  est.  At 
responsio  quoad  casum  praesentem  facilis  est. 

l 

Nempe  sit  (1  + Jyfl)  2 =(f)Jy  /pro  variabili 
* ly);  erit  (per  289)  (f)(  ~(f)Jy  + afa;(f)  Jy  j- 

»fu/2J2(f)J y -•  (derivatis  quoad  Jy  acceptis)  ^ 

"T 

i -i_ 

:i+^a)  2 + Ml  + Jy*  ) 2 Jy  + 

«fu,-  :L 

~7p[ — (lfJ#2)  2 ^a  + (l+Jy2)  2 J ubi  coeffici- 

?ns  ipsius  Ja>  est  id  quod  supra  P erat;  et  terminus 
Jiv  2 

sequens  = j-;  nam  parenthesi  clausum  = 

2(l+Jy»)T- 


,-J*1  1 1+J.'/-^2  _ 1 

JL"1"  1 3 _ 3 

'J  + Ji/1)  2 Cl  + Jy*)  a (1+J.y’  )2  (ItJyV 

Potest  autem  a>  tam  parvum  accipi,  ut 
Jo)2  majus  fiat  summa  sequentium:  itaque 

2 


in  hoc  casu  incrementum  derivatae,  (#fu>  ponendo 
pro  yj  erit  i§<vum  ; nam  a pra  hoc  casu 

4 a)2 

est  = — — g-  , quod  i|*est,  namque  Jw2  pf< 

2CltV)"r 


l 

est,  et  (i+j/  ) 2 quoque  hic  >£ve  accipitur,  adeo- 
que  et  denominator  est.  Unde  in  casu  tali 
etiam  integrale  pro  o>  utvis  parvo , >Jve  crescit  ; 
Ifeonsequ.  in  casu  relato  minimum  est. 


TT  * 
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4to.  Possunt  quidem  etiamsi  plures  adfuerint  \?m 
fiabiJes,  ornnia  dicta  ex  evolutione  fuuctionis  plu. 
rium  variabilium  (312)  deduci  : at  Tyroiium  capmi 
aptius  videbatur  , modo  relato  incipere. 

Nempe  si  functio  superior  (333)  dicatur 
v Jy)=(u)  (pag  311)  ; erat  ibidem 

hy  bjy 

(F")  = (u)  f tt(u)  f Jiv.  (u)  - - , si  Iieic 

y sit  quod  ibi  x erat,  et  quod  ibi  y erat  beic  iij 


li( 


sit,  atque  ipsius  X vicem 


coefficiens  tam  ipsius  o> , 


Jo)  subeat;  prodibitque 
quam  ipsius  , plane  _ 
hy 


is  qui  (331)  prodiit  : nimirum  (u) , nempe  deriva  r 
la  ipsius  (u)  quoad  y accepta  est  = 
a\  ya~l  - - -tcCy6'1  Jy(l  - - - ; nam  termini  ubi  tan< 
|um  altera  variabilis  Jy  reperitur , (quae  dum  de  L 
rivata  quoad  aliam  accipitnr,  constans  supponitur)  f 
derivata  quoad  iy  est  o.  m 

l7Jy  , 

Ita  (u)  =;  l/EJy^1  -•  '^dCy  c JyM  • --  ; nam  terrui 
norunt  ubi  tantum  altera  variabilis  yfdum  deriva 
ta  quoad  aliam  nempe  Jy  accipitur  , constans  sup 
posita)  adest,  derivata  quoad  y est  o. 

by  i Jy 

Itaque  superius  N=(u) , et  P — (u ) , per  (w 
ipsum  (F)(y,  Jy)  intelligendo. 

Erat  exgr.  iu  exemplo  prius  allato,  ubi  are 
am  datam  claudens  linea  brevissima  quaerebatur 
derivata  quoad  x C denotante  a;  arcam  datam) 

1 i_ 

— ( 2 • Sit  b°c  =(u)=  (F)(y,  Jy')  ; erit 
J l'Y  bJy 

i 

bf  (l+y-Jy3  )T  , , . % 

(u)=  — — 3 (qu°ad  t/)  = 

«/ 

-«  J_ 

y(  l f »*  V)  » >/Jy!— (lf ff  ty)  2 

»* 


atque 


( uti  333 ) , « 


C 20  ) 


hoc  est 


v^n 


n*vtJ»1  ) 2'  , 

. quod  item 


— 1 


(ad  denom.  eundem  reductum)  est  , a rT 


= coefficieeti  ipsius  10  atque  superiori  i\. 


ij/ 
Ita  (u)  = 


=J[ 


-l 


J = 


flWJ  - u *!/ 


sit  constans  , et  de- 


U V 

yJ//  , t . 

~^~(T+p3?)  Cquum  he,c  y 

rivata  quoad  Jy  accipiatur) ; quod  igitur  coefficiens 
ipsius  «fo;  est  , et  superiori  P aequalis. 

Idem  ad  evolutionem  plurium  variabilium  apli- 
cari  . atque  pro  statu  maximi  minimi  ve  Nu>*j*pju> 


+ QJ 


(JU  - . 


~o  esse  debere,  et  superius  dicta  se 


qui  patet, 

5to.  Notandum  tamen  est,  et  hic  (ut  316)  tertnf-* 
n«s  ulterius  qiiQque—o  esse  posse;  at  si  integrale  par- 
tis reliquae  (pro  o?  utvis  exiguo  sive  «ve  sive  >§«ve 
accipiatur),  Slt^  minimum  , et  si  « «it,  maximum 
esse.  Quod  si  plures  adfuerint  variabiles,  (uti  in 
exemplis  allatis  Jz  erat);  necesse  sit  pro  casn  ma- 
ximi minimivc  esse  seorsim  quoque  N — JP^o,  et 
N' — JP'^0;  si  seorsim  quaeratur  conditio  pro  sta- 
tu maximi  minimive  , pro  una  variabili  , reliquis 
constantibus  positis  ; et  tum  pro  altera  variabili  , 
prioribus  constantibus  positis  ; perspici  potest. 

At  quum  instituti  ratio  pluribus  vacare  haud 
permittat;  sufficiat  re  vix  attacta,  monstrare  , unde 
plura  accipi  possint:  magnus  Lagrange  est,  qui 
lucem  huic  disquisitionum  generi  quoque  primus 
affudit  ; legatur  Theorie  de  fonctions , opus  sae- 
pius citatum,  nunquam  satis  laudandum  ; quamvis 
giganteo  plerumque  passu  per  alpes  grcidiens,  am- 
bulantes in  vallibus  relinquat.  Inter  plurima  alia, 
ibidem  criteria  etiam  generalia  exponuntur,  e qui- 
bus dignosci  queat  , ntim  paras  reliquae  integrale 
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A vel  i-*  adcoque  maximum  vel  minimum  , aut 
vt  ro  nullum  sit  ; imo  etiam  ad  casum  , ubi  id 
quod  O erat,  00  fit  (ut  supra)  extenditur. 


<5.  38.  Hamorum  iu  quos  arbor  (pag.  179)  di- 
vidiiur , is  etiam  quadamtenus  explicandus  est, 
ubi  pro  dato  valore  a functionis  , valor  variabilis 
in  ea  quis  sit quaeritur  : vocatur  haec  theoria 

aequationum. 

Si  cx  gr.  quaeratur,  qaodnam  a sit  ipsi  & sub- 
stituendum , ut  0 

(f )x  — xm  + + qx  -•-+#*—  ® sit. 

1 Si  m integer  *vus  sit,  et  in  quovis  ter- 
n,ino  sequente  exponens  ipsius  « unitate  decre. 
scat  , usque  ad  , atque  #»,?--  constantes 

sint;  dicitur  aequatio  gradus  mt  i;  atque  si  (f>  ad 
fonn  am  xm  t 1»**-1  - * * + * 1 reductum  sit,  aequa, 
f io  ordinata  vocatur  ; « vero  dicitur  radix  aequa- 
tionis.  Nempe  coefficientium  p,  q-- - possunt  esse 


tionis.  ntjuipi'  f * ■* 

quilibet,  imo  omnes  =0  •,  adeoque  pro  x 


m 


erit  x-y^o-o,  et  pro  xm  t t—o,  erit  t; 

a que  nomen  radicis  ad  alios  casus  quoque  hinc  ex- 
finditur  , (quamvis  proprie  pro  lus  tantum  casibus 
rcipsa  locum  habeat). 


2 Dicitur  etiam  aequatio  superior  determi- 
nata'- quum  mox  pateat , ipsius  x (si  coefficicnti. 

m nuUus  sit  signo  radicali  affectus , aut  cujusvii 
Tu,  ...m»  v.lo“,  accipiatur)  valo,,.  pia»,  num. 

* linter  quos  tamen  certi  imo  etiam  o 

KsaV-.it),  .*"»  = < 

reddant  quilibet  eorum  substituatur  ipsi  x.  lm 
si  eUam  plures  aequationes  totidemque  variabile; 
lincognUae  dictae  , et  literis  pariter  alphabeti  uh 
tiniis  designatae  1 fuerint,  determinata  aequatio 
diciuir  • nempe  cuilibet  incognitae  valores  dunta- 
xat  numero  certo  substitui  possunt,  qui  aequatio- 
ilibus  satisfaciant.  4 
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Si  vero  pauciores  sint  aequationes  , quam  in- 
cognitae ; aequatio  indeterminata  dicitur.  Ex  gr. 
pro  x\y—o  , est  xz=z — y , et  innumeri  valores  ipsi 
<r  substitui  possunt , qui  functionem  ad  o redigant. 
Possunt  tamen  etiam  in  aequationibus  indetermi- 
natis (ut  infra  patebit)  valores  incognitae  certis 
conditionibus  ita  restringi,  ut  valores  aut  certo 
tantum  numero  dentur,  aut  nullus  plane  sit. 

Potest  etiam  aequatio  plusquam  determinata 
dicta  dari  ; si  nempe  plureg  aequationes  quam  in- 
cognitae sint  : et  tum  proprie  conditioni  impos- 
sibili satisfieri  nequit.  Nempe  bic  si  dicatur  aequa- 
tiones numero  n dari  ; tales  intelligantur,  quarum 
nulla  per  reliquas  ponitur  , ex  gr.  hoc  sensu  ab~ r#, 

et  — non  duae  aequationes  sunt,  sed  unica 

a 

est;  duae  tantum  sunt  identicae  dictae.  Ex  gr.  Si 
detur  x — a=zo , et  x — — o , quideunque  sit  a 

praeter  o % conditio  impossibilis  est. 

3.  Notandum  vero  est,  aequationem  aut  aliun- 
de dari  , ut  resolvatur  . (id  est  radix  ejus  reperi- 
atur)  ; aut  certa  tantum  data  exhiberi  , e quibus 
sagacitas  aequationem  condat;  cujus  regulae  non 
dantur,  nisi  quod  perspiciatur,  quid  sit  quaerendum, 
et  incognitarum  numerus  ad  minimum  redigatur  , 
atque  illae  literis  ultimis  denominentur,  et  aequa* 
fio  e datis  statuta,  ordinetur;  ac  tum  per  regulas 
dicendas  radix  ejus  quaeratur. 

i 4.  Notandum  etiam  est , non  quamvis  aequa- 
tionis radicem  petito  satisfacere  : nempe  ex  gr.  si 
puella  dixerit,  ejus  aetatem  talem  x esse,  quae  per 
matris,  quae  illam  40mo  aetatis  suae  anno  peperit, 
aetatem  multiplicata,  Metbusalemi  aetatem  exae- 
quet; minime  dixit,  aetatem  suam  cuilibet  a;  ae- 
qualem esse,  quod  tale  est,  ut  nem- 

pe aequationis  hujus  etiam  - — 57  radix  est;  sed  ae- 
tas puellae  est  talis  ut  alicui  radicum  hujus  aequa- 


tlonissit  aequalis  (p.107)  ; tunc  tantum  est  incogni- 
ta quaesita  cuilibet  radici  aequationis  certo  aequa- 
lis, quum  unica  tantum  radix  datur,  uti  in  aequa- 
tione gradus  Imi  . 

5.  Quod  ordinationem  aequationis  attinet : si 
x nullo  signo  radicali  subsit:  prius  per  quemvis 
divisorem,  in  quo  x adest,  aequatio  multiplicetur, 
id  est  tam  functio  ipsius  x,  quam  © ad  dextram  ; 
et  tum  colligantur  e tota  functione  ipsius  x , quae  i 
=r=o  ponitur,  omnes  termini,  in  quibus  x ad  eun- 
dem exponentem  elevatum  est,  et  summa  coeffici- 
entium  taivquam  coefficiens  potentiae  illius,  ipsi 
praefigatur;  atque  si  potentia  summa  ipsius  x cocf- 
iicientc  gaudeat,  per  bunc  dividatur  aequatio:  et  ma- 
nifesto reducetur  aequatio  ad  formam  superiorem  ; 
atque  si  huic  aequationi  satisfiat  per  x=a  , idem 
a ei  functionem  priorem  ad  ©rediget.  Cp.  7 et  8 ) 1 

Si  vero  x signo  r&dicali  subsit;  casus  simpli- 
ciores sunt  sequentes. 

St  exponens  aliquis  aut  plures  frafcti  sint  ; re- 
ducantur potentiae  omnes  ipsius  te  ad  denomina- 
lorem  communem  , sit  is  n \ et  fiet  pro  potentia 

priore  ipsins  x in  quovis  termino,  x n elevatum 
ad  exponentem  numeratori  exponentis  novi  aequa- 

§ JL  t 

Jem.  Ex  gr.  x 3 + px  2 + x°q  = fpro  x 6 = y)  . 

i i l 

(x  6 )4+/;(x  6 )3  + (x  6 )°q  — y4  + /?#3+<7,  et  si 
valor  a repcriatur,  quo  ipsi  y substituto  functio 
postetior  ad  o redigatur,  erit  propter 

6 

y~\Sx  , adeoqufc  y^—x^  valor  a6  in  functione  pri 
ore  ipsi  x substituendus  , 'ut  functio  ad  © rediga 

6 . 4 

iur;  iiam  y4=z(\/'x)4=x  6 — x 3 , et  ita  de  rei  i 
quis  terminis  palet. 

At  si  potentia  ipsius  x per  constantem  multi  L 
plicata  , et  addita  quantitati  alicui  5 sit  simul  si 
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;no  radicali  subjectae,  casus  tantum  simplicioris,  e- 
templa  ostendere  sufficiat. 

JSi  tantum  in  uno  termino  sit  hoc,  et  reliquum 

* n 

licatur  X,  adeoque  functio  sit  ex  gr.  X + ^ (a^bx2 ); 

n 

?rit  X=— Is^Ca+bx2 ) , et  Xw=— (a+bxz)  si  n 

3 

mpar  sit , et  a+bx2  si  n par  sit  ; ex  gr.  — j/S 

= -2,  et  (— 1^8)9— (— 2)»  = — 8,  at  ( 

=4.  Aut  potest  poni  (— 

3 

Sit  [/( a\bx3)  + \Z{c\x)—\/ (r/fetf4);  hoc  bre^ 

3 

rius  ad  formam  f/a+J/|3~j/A  reduci  potest,  et 
elevando  ad  3 fit 

i\/  cc  + 3at^j3  + 3pj^ a+lfy///3  = A = 

>+3j3)^a  + (3a4*i3;|/P,  quod  per 
exprimendo,  fit  A2=  y2  a \ £3j3  f , quod  ad 

formam  B=2;/<$/^  aj3  reducendo,  fit  Bz=4y-d2af};  et 
valoribus  substitutis,  functio  a signo  radicaii  libe* 
ra  prodibit  , (seu  ut  dici  solet  , rationalis  redde- 
tur) , atque  modo  supra  dicio  ordinari  poterit. 


multiplicetur  aequatio  (supponendo  functionis  va» 
lorem  =o  essej  per  {^(b^x')3;  patet  aequationem 
formae  sequentis  inde  emanare,  j3==:t^  yf[/  $ 

itnd e + >5,  et  bine  aequatio  for- 
mae sequentis  prodit  4-  C ; unde 

A5=B  + Ct2f^BC,  et  ( A2  — B— C)3=4BC. 

Calculo  saepe  operoso  e functione  primo  ob- 
tyjtutu  simplici,  aequationem  ex  ingenti  literarum  nu- 
mero demum  ordinari  perspici  potest. 

6.  Si  vero  aequatio  e datis  constructa,  et  ordi 
nata  luerit  : tum  si  aequationis  gradus  ejusdem  re 
w solutio  generalis  detur  ; nonnisi  in  formula  getu; 
lfjrali  ipsius  x functionem  ad  o redigentis  $ subst 

n u 
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tuenda  substitui  debent.  Nempe  xx-\-a=  o"est  for- 
ma aequationis  gradus  Imi  , et  quaecunque  aequa- 
tio reducatur  ad  hanc  formam,  erit  xz zz — ^ quum 
— a-f sit:  Ita  quaecunque  aequatio  reducatur 

n 

ad  formam  xn  f a~o  , erit  .rrrj/ — «,  quum 
n 

— a)n+a= — a+a^o  sit.  Dicitur  ejusmodi  ae- 
quatio gradus  n\x  pura  % si  vero  adhuc  in  aliquo 
termino  potentia  ipsius  x exponentis  zero^  altioris 
adsit,  affecta  audit. 

7.  Quadraticae  aeq?iationis formula  est  x2  *J- 
pxiqzzo  ; quae  si  p non  = affecta  est  : quum  mo-  0 
dus  puram  resolvendi  in  aperto  sit ; ultro  succur- 
rit de  modo  quo  affecta  pura  reddatur,  cogitare; 
et  quum  tale  quaeratur,  quod  ipsi  x substituendo 
totam  functionem  reddat,  via  aperitur  quae- 
rendi , quidnam  ipsi  a’  substitui  posset  , quod  ter- 
minum px~o  efficeret  ? &it  id  zzzy+k  ; erit 
xi+px+q~(y\k)*+j)(!/+k)-\-q  = 
y2  + 2ky  + k*+py+pk  + cj  =-  y2  + (2i  ■\p')y^kI+p1i  + q 
ubi  illico  patet,  k ita  accipi  posse,  ut  2k+p— o, 
adeoque  ( 2h+p Jy  — o sit,  et  aequatio  pura  redda- 
tur , e qua  prodeunti  y addito  k prodeat  x.  j « 

Est  nempe  —y  et  yzzz{^ ( — k2—p& — q)— 

adeoque  x—  [S ^ — q ) . Itaque  sicubi  fun- 

ctio ad  formam  x2fpxiq  reducta  fuerit , differen - 
i ia  dimidii  coeff icienlis  (Imi  , id  est  coeff.  ipsius 
x ) « radice  quadrata  e differentia  co  effici- 

entis  2di  ^per  quem  x°  multiplicatur),  a quadrato 
dimidii  coeff icientis  primi , est  talis  quantitas, 
quae  si  ipsi  * substituatur,  aequationem  ad  o re-i  ip 
diget;  uti  et  id  ipsum  per  aequationem  generalem  v/ 
Tyrones  lentare  quoque  possunt. 


I 
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Sunt  autem  manifesto  duo  valores  ipsius  x nec 
lures  ; nam  signum  duos  valores  sibi  invicem 
oppositos  (alioquin  aequales)  parit , reliquae  ope- 
rationes  autem  unici  resultati  sunt  , posito  nempe 
ijcujusvis  coefficientis  unicum  valorem  esse  ; nam 
si  in  x\a  per  a denotetur  \ , erit  xz^lS Est 
vero  saepe  valor  uterque  imaginarius;  adeoque  si 
realis  quaeratur  , petito  satisfieri  non  posse  in  tali 
:asu  patet.  Ex  gr.  si  quantitas  * quaeratur  , cujus 
quadratum  sit  — 2 ; erit  x2 — x^2  = o , et 

v =z  ~ — h|/ 2)  , quod  satisfacit  quidem  ae- 

Iquationi  9 sed  imaginarium  est,  quia 


8.  Videatur  id  etiam  quod  (pag.  115)  de 
dictum  est. 

Facile  interim  patet,  modum  , quo  terminus 
aequationis  ordinatae  2dus  dispareat,  ad  quemvis 
'radum  m aplicari  posse;  si  nempe  x~y  + &y  et  (ut 

in  aequatione  gradus  2 erat  k 

Nam 

{y  + k)m  ~ ym+mym-'kVn-^^ym'*k* - 

2 


-4 ),  fiat  k-  -£ 
2 7 m 


v(y\k) 


m-i 


— pym"%  + y{jn — 


ibi  summa  coefficientium  ipsius  y 

ideoque  si  — ~~ 

m 


W 


m-* 


m~l  est  rnk+p  ; 
accipiatur,  aequationis  novae 

jusdem  gradus  m terminus  2dns  disparebit. 

Pariter  disparebit  3tias  , si  pro  coefficientium 
psius  ym~l  summa,  nempe 
n{m — 1)  +p(m — 1 )kJtq~o^  valor  ipsius  h quae- 

u u * 
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raliir  , sed  ad  terminum  3tium  resolutio  aequationis 


gradus  requiritur,  uti  facile  patet  resolutionem 


aequationis  (si — l^ti  gradus  requiri  , ut  terminus; 


mus  dispareat;  quum  in  serie  superiore  exponentes 
ipsius  k in  quovis  termino  ulteriore  unitate  cre-  \ 
scant  , verticaliter  infrorsum  decrescant.  Interinr 
non  sequitur  vaiores  ipsius  k e duabus  aequatio* 


ial 


t 


nibtis  prodeuntes  aequales  esse  , ut  simul  plures 
termini  dispareant. 

9.  Notandum  autem  est,  substitutionem  dictair 
novae  incognitae,  viam  ad  transformationes  aequa* h 
nonum  alias  quoque  aperuisse  ; fde  quibus  infe  ;/ 
riusj. 


Sublato  tamen  termino  2<lo  via  ad  resolutio 


at 


nem  aequationis  cubicae  patefit.  Nempe  aequati*  y 
generalis  3tii  gradus  , x3~\-px2  +qx+r  ~ o,  sublat 
termino  2do  sub  formam  X3+»X+fc=o  venit, (pr 


.t=X  + £ et  k 


3 


) ; pro  qua  aequatione  si  X=rj3 


V 


erit  p8+#j3  + £ = o , et  x erit  =J3 . Itaque  X 

3 


quaeritur. 

Sit  X=#fs ; quo  valore  substituto  , erit 

X3  + «X+6  = 

y3^yz  *t3 yz  -^zZ\ay\az^b=o'^yBj£Z3\(3yz,\a)(yJrzJ 
Si  jam  ipsorum  y et  z tales  vaiores  reperiantur 
ut  y3+zs+b~o  , et  simul  3yz  + a=o  sit  ; tum  c 
(3yz+a)(y+z'i~o  erit , adeoque 


— o erit,  et  summa  illorum  y et  z ipsi  X substi 


tuta,  functionem  X3  + aX+£=o  reddet. 
Pro  3 yzAra—o  autem  est  y= 


* a 


'6Z 


et  ho 


«3 


valore  in  #34-s3-j«£  substituto,  fit  $3 — . — - -f  6zno 

° 7 'z7  z% 


nempe  datur  tale  z quod  functionem  istam  zei 
aequalem  ^reddat ; multiplicando  enim  per  2.3,  i 
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* + =uz  + 6u. — ~ (si  «3  — u ponatur,) , e 

27  Jdi 

qua  aequatione  quadratica  u reperitur  ~ 

, , b 2 «3  b . , . . . 

j/f — - +- — ) 7-.  cujus  z radix  cubica  est. 

v 4 T 27  J 2 ' J 

Dato  z vero , et  y reperitur  ; substituto  enim 
valore  ipsius  z ia  y3  + £3-p£  — 0 ^ erit 
3 

y~\Z{—zfi—b)  = 
atque  X=s+^  = 

^L-f  ■ + 

i) 

et  demum  # prodit  3 addendo — * valori  huic 

fj 

ipsius  X,  qui  functionem  X2*faXt6  zero  aequalem 

reddit;  et  pro  X — £~zzx  functio  proposita 

3 

x3+p**+g*+r  =:  o fit. 

Notandum  tamen  est  regulam  istam  Cardam. , 
quamvis  scmper  satisfaciat  algebraice  , pro  casu 

ubi -2- w et>—  est,  radices  reales  forma  ima- 
27  4 

ginarii  exhibere  ; demonstrari  enim  facile  potest  9 
aequationis  cubicae  semper  unam  radicem  realem 

Ie&se  ; atque  si  haec  c sit,  aequationem  esse  pro- 
ductum ex  X — c et  aequatione  quadratica  , et  hu- 
jus plane  pro  dicto  casu  radicem  utramque  realem 
esse. 

10.  Ex  hoc  resolutio  aequationis  gr  adus  4ti  mo» 
do  sequente  deducitur  : potest  haec  sublato  termi- 
no 2do , ad  formam  *4+  A*'  + B*-fC  reduci  ; quod 
ostendi  potest,  esse  ==  (a?3  + ax"\‘b)(kx*~~ax',\rc>)  ~ 
v4+(6"\c—  a")*2  f (ac — ab)x+6c. 
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Nam  valores  ipsorum  arb,c  prodeunt  ex 
b\c— a:^zA  , ac — 0^=56  , et  positis;  nempe 

b\c  ~A\a* } c — b = — ; unde  aequationem  posteri. 

(Z 

B 

orem  addendo  priori,  fit  2cz=zA  + a*A ; subtra- 

“ B 

hendo  vero  posterius  e priore,  est  2b~A1ra*  — • — - 


atque  hinc  c ~ 


A + a2 


, B_  Aaf/*3+B 

+ 2 a 


2 a 


et 


A at  03 — B . r Aa^«3|B  Aa+03 — B 

b =: — ' ; atque  = — w — «—  • — 

2a  ^ 2a  2 « 

«6  + 2 A a4-!-  A2  a2 — B2 


erit 


4 a2 

w3*f*2Aw3  + A2// — B^ 
4« 


; et  hinc  si  u~a*  ponatur  , 


G,  et  «3  +2 Au 2 + A3w— B 2 


— 4Ci*^  o = 03.+  2Aw*+(rA* — 4Cjl« — B3  ; quae  cum 
aequatio  cubica  sit  , reperitur  « , adeoque  et  a^z 
l/ uy  et  tum  dato  0,  ex  6+c — a2=Ay  erit  0=A+a* — c , 
quo  valore  substiiuio  ipsi  b in  ac  — ab  = B , erit 

__B+oAta3 


ac 


— aA  — «3  + «c— B , et  c—* 


2a 


; quo  item 


in  valore  ipsius  b substituto  ipsi  e,  repertis  0,  b,e 
resolvi  poterunt  aequationes  quadraticae  *3  f ux\  b 
et  *3  — ax+c  , e quarum  facto  conflata  functio 
x4+  A*8+C*+C  est  ; atque  tum  quaevis  radix  cu- 
jusvis  illarum  aequationum  quadraticarum  erit  ra? 
dix  aequationis  posterioris  ; nam 
(pHax\b)(x2 — ax^c)~o  erit,  si  x tale  sit  in  uno 
factore,  quod  eum  ~o  reddat;  quia  factum  quo- 
que ex  hoc  et  factore  altero,  o erit. 

Manifesto  autem  et  hoc  priori  operosius  dif- 
ficultati eidem  obnoxium  est : ad  alia  igitur  me- 
dia, quibus  radix  aequationis  gradus  cujus  vis  repe*. 
]r4tur  aut  saltem  aproximatur  , confugiendum  est; 
magis  quod  quamvis  innumerae  aequationes  al- 


1 
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tiores  resolubiles  dentur;  tormula  generalis  per  coef 
ficientes  p,  - determinata,  nempe  functio  alge- 
braica  (pag.180),  (ut  in  2di  3tJi  et  4ii  gradus  aequa- 
tionibus) dari  nequeat;  quod  jam  in  opere  fp.180) 
citato  monitum  erat;  quamvis  in  eodem  pluribus 
a aequationibus  altioribus  ita  resolutis,  ut  radjx  o- 
perationum  ( additionis  multiplicationis  et  extra- 
ctionis radicis  quadratae ) certo  numero  , exi»  i bea 
tur;  (prorsus  mira  summi  ingenii  sagacitate , el 
profundissimo  acumine)  talia  praestita  sint  , quae 
antea  Geometris  per  annorum  millia  impossibilia 
videbantur  : nti  peripheriae  divisio  per  n , con- 

structione geometrica  perficitur,  si  quidem  n nu- 
merus primus  formae  2W+1,  aut  productum  fue- 
rit e primis  hujus  formae,  ita  ut  nullus  (excepto 
2;  pluries  quam  semel  ut  faetor  occurrat;  et  qui* 
dem  cum  illa  restrictione , ut  id  per  nuJJum  alium 
integrum  n fieri  queat:  nimirum  etsi  opus  primo 
aspectu  heterogeneum  sit,  ex  (pag.  109)  nexus  in- 
telligi  potest;  nam  si  ex  gr.  aequatio  #17 — l=o 

I numero  certo  operationum  dictarum  resolvatur  , co- 
sinus  1 7 uiae  partis  peripheriae,  adeoque  polygonum 
legulare  17  laterum  , geomeirice  construitur,  quum 
17  requisita  qualitate  gaudeat;  et  plane  stupendum 
est,  opus  istud  giganteum  ab  adolescente  17  annos 
vix  excedente,  perfectum  fuisse. 

EXEMPLA. 


1.  E datis  aetatis  puellae  ( 343  ) est  40L\) 
=969,  adeoque  iOx — 969— o,  quod  sub  formam 

xZJcpx^q  cadit;  itaque  4. \X  ( -£ q ) ~ 

— 20  i/ (400+969 ) , cujus  valores  sunt 
—20+37  — 17  , et  — 20— 37= —57  ; quorum  duo- 
rum valorum  uni  (nempe  ipsi  17)  est  puellae  aetas 
aequalis. 


2.  Notum  est  gravitates  specificas  esse  uti 
pondera  absoluta  divisa  per  Volumnia,  adeoque 
uti  pondera  absoluta,  si  volumina  fuerint  aequa- 

. 

J§  ' 


i 
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lia;  notum  etiam  est,  corpus  fluido  totum  immer- 
sum , e pondere  suo  tantum  amittere  , quantum 
pondus  fluidi  illius  est,  cujus  locum  occupat : hinc 
si  corporis  dicti  pondus  P,  gravitas  specifica  G sit, 
et  fluidum  sit  aqua,  cujus  (pro  certa  temperatura 
sub  altitudine  certa  barometri)  gravitas  specifica 
sit  1 ; erit  si  pondus  amissum  p sit,  hoc  p pondus 
aquae  sub  volumine  , corporis  volumini  aequali. 

* P 

Itaque  erit  G : 1=P  : p , adeoque  G= , et  p = 


— . Hinc  problematis  Archimedei  resolutio 


sit 


corona  ponderis  P, summa  auri  * et  argenti  P — #,  (de- 
notante x quoque  pondus ) ; atque  volumen  misce- 
lae  sit=^summae  mixtorum,  (quamvis  ex  gr.  spi- 
ritus vini  voluminis  v et  aqua  voluminis  v com- 
mixta volumen  minus  quam  2v  nanciscantur).  Sit 
auri  gravitas  spec.  G,  et  argenti  sit  g;  atque  P 

amittat  in  aqua  pondus  A ; erit-|r  + — ■ _ * = A; 


g 


nempe  pondus  absolutum  divisum  per  gravitatem 
spec.  dat  pondus  amissum  , id  est  pondus  volumi- 
nis aquae  ejusdem  ; et  summa  ponderis  amissi  par- 
tis aureae,  et  argenteae,  ponitur  = ponderi  amis- 
so coronae. 


X # 

Ilinc  ordinando  fit  — 

G 


g 


A = 0 


ii  p 

seu  *(  —7 — ) f — A— o,  adeoque 

G g g 


p i i 

x^( — ■ — A ) : ( -rr — ) —0  ; quod  sub  formam 


g 


venit,  adeoque  atzz:  — seu  pro  casti  hoc  esi 


* = — C P — Aj:  C-Jr  — — ) = 

g G g 


(P — \g)  ; g — G (P—  Ag)G  P — \g 

g — G U—g 


G g 


- 
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3.  Si  quaeratur  quanti  ponieris  x suber  sit 
ferro  ponderis  P addendus  , ut  in  aqua  quociinqun 
immersum  quiescat  : sit  G gravitas  spec.  ferri  , 

P x 

sr  suberis;  erit  pondus  aquae  depulsae  “7 — 1 — ^ 

b 1 i G g 

(prius  ferro  posterius  suberi  respondens^  ; *Uque 

P a* 

•jt — f ~ Pfx  , tunc  enim  requiescet,  quum  sum- 

ma ponderum  tantum  premit  deorsum  , quantum 
aqua  sustinet.  Itaque 

— i)+~g — P=0,  ct  *+(~ — P):fi-_n 

b 

P 1 

o ; ad  eo  que  — V ) : 1 — — 1 ) = 


(P— PG  )g 
U(l—  gJ 

4.  Si  quaeratur  quantaenam  diametri  x quo- 
ad pedem  expressae  sit  spbaera  , cujus  involucri 
f cujus  modo  crassities  negligatur)  pes  quadratus 
ponderet  7;  ut  in  aere  cujus  pedis  cubici  pondus 
sit  a,  requiescat,  si  ipsa  tali  aere  repleatur  , cujus 
pedis  cubici  pondus  |3  est:  erit  sphaerae  volumen 

, superficies  autem  x2n  , atque  pondus  sphae- 

*}\v27r q , quod  ponde* 

ri  aeris  externi  ejusdem  voluminis  = esse  debet; 

x3k  y, 

itaque  — f x~nq—  — - 7-  ; adeoque  dividendo  per 
6 6 

- *^l3  . xa 

, et  ordinando,  fit  -^r  + 7 — o = 


r37T 


6 

B uae  cum  involucro  erit  ' 


, (3— a 


/3 — a 


x(  -£-)  f q ; et  X t <1  : ~ o . atque  * = 


j — G/y  _ 67 

I — <*  ~~ 


X X 
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5,  Si  pondus  pedis  cubici  ferri  sit  y,  et  quae- 
ratur, quantanam  sit  diameter  x globi  tormentarii 

x9T[c/ 

ponderis  P , quoad  pedem  expressa  ? Erit  • — 


= P ; adeoque 


xHq 


1\q 


0 


P = o , et  x9' — P : — 


3 6P 

atque  ' 

6.  Si  quaeratur  ferrum  ponderis  P quaiilum- 
nam  pedis  cubici  sit  • Sit  x , et  sit  pondus  pedis 
cubici  aquae  a,  e^  gravitas  spec.  ferri  sit  y,  sitque 


•=■ y\  erit  x nempe  quo  major  gravitas 

y 

, specifica  , volumen  pro  eodem  pondere  eo  minus 

P 

erit  ; itaque  xzz : — - . 

a y 


a 


7.  Motus  soni  (ut  lucis)  aequabilis  est;  per- 
currat sonus  in  certo  aere  (certae  temperaturae) 
sub  1"  id  est  minuto  secundo  spatium  s ; quaeri  in- 
certus obex,  rupes  aut  murus  exstruendus,  ad  quam 
distantiam  minimam  esse  debeat,  ut  certum  hexa- 
metrum reddat  ? Distantia  haec  manifesto  tanta  x 
est  , ut  si  ad  versum  pronunciandum  n"  requiran- 
tur, prima  syllaba  pronunciatione  finita  redeat, 
adeoque  haec  viam  ns  percurrat ; quae  quum  du- 

ns 

pia  sit  distantiae  obicis,  erit  x—~^ 


8.  Si  lapis  in  puteum  demittatur,  et  efflu- 
xerint 7i  minuta  secunda  a dimissione  lapidis  usque- 
quq  sonus  ejus  aquam  attingentis  in  aurem  perve- 


niat; quaeritur,  quanta  sit  profunditas  usque  ad 
aquae  superficiem  i 


Sit  ea  —a- ; temporis  eifluxi  pars  prior  ad  de 


•I* 

scensum  J a j > i d i s n quii  ebatur  , quae  , et 
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altera  ad  ascensum  soni,  quae  est 


Itaque 


. X . X , X , 

n zr  J — , adeoque  n — — - 


T 


drando  est  nz 


2?ix.  xz  x , & 

-t r= — ; unde 


,et  qua- 
5 + 

s s m g i1 

x(  — 7r  )tw5;=0  5 et  ^5f  *(— — -~)t 

S O £> 

nzs2 =o  , quod  sub  formam  x2  +/jx  f o veniens 
resolvitur  (346). 

9.  Tn  tliermometro  est  ad  punctum  regelatio- 
onis  glaciei  aqueae  o lleaumur , atque  Farenheit  32 
gradibus  suis  inferius  posuit  zerum  ; ad  punctum 
ebullitionis  aquae  (sub  altitudine  barom.  normali 
if c)  sunt  80R  et  212F;  itaque  S0R=180F,  et  lR  = 
9F  4 It 

— , etlF—  - . Si  igitur  quaeratur,  nli  quot  F 


9 


9//F 


facit  ? Sit  xF  ^ et  n erit  ;/R—  + 32F—w, 

i 4 

0 //  F 

ita  — ;/R— — ~-*f32F— nam  e numero  gradu- 
um Farenheitianonjm  , quos  Reaumuriani  infra  oR 
efficerent,  32  sunt  Farenlieitio  ^vi  ; consequ  x~ 

9 n 

— 32  , si  n generaliter  numerum  graduum  R 

4 

sive  sive  — denotet.  Unde  si  quaeratur  *F  quot 


|R  facit  ; erit  — 32)* 

u 


10.  Si  quaeratur,  index  minutatius,  quando 
assequetur  horarium  , si  hic  ad  XII  et  is  ad  X( 
sit?  Sit  unitas  temporis  hora,  et  unitas  spatii 

— - ta  pars  peripheriae  , in  qua  tanquam  puncta  di- 

rectione  eadem  circulari  moveri  indices  concipian- 
ur  ; unitates  hae  arbitrarie  ponuntur,  sed  celeri* 

XV  * 


tatis  unitas  tum  determinata,  nempe  illa  est,  qua 
mobile  tempore  horae  , -—7-  tam  peripheriae  descri- 

bit.  Erit  igitur  1 celeritas  horarii  , et  12  minuta- 
rii  , et  720  celeritas  secundarii,  qui  nempe  sub  hora 
OCies  percurrit  peripheriam,  quae  =12.  Dicatur  & 
tempus  ad  cujus  finem  horarius  minutarihsque 
in  conjunctionem  veniant.  Spatium  est  iu  motu  ac* 
qmbili  = celeritati  per  tempus  multiplicatae,  et 
via  a minutario  percurrenda  est  major  via  horarii, 
i i 1 i nempe  id  quoque  quo  retro  est,  decurrendum 
est,  sit  hoc  «;  erit  igitur  \2x~a\x  , unde  ll.v  — 

a—o^  et  -pp  , quod  pro  casu  dicto  est  == 

tae  unius  horae,  nam  si  minutarius  ad  Xt  sit,  1 

1 1 11 

//= 1 est.  Si  vero  a=o  sit,  tum  per  nonnisi 

1 1 1 


id  exprimitur,  quod  abinde  usque  ad  conjunctio,  ct 
nem  nullum  tempus  sit ; sed  proxima  sequens  con«  fi 
junctio  ita  exhibetur,  si  a ponatur  —12,  nempe' Ia 
statim  post  illud  temporis  punctum  , quantum  vis 
exiguum  tempus  sit , spatium  minutarii  12ies  ma 
jus  erit,  adeoque  simul  esse  non  poterunt,  prius 
quam  minutarius  totum  circulum  percurrendo  eo  c 
dem  perveniat,  11  h i in  conjunctione  erat , et  prae 
terea  etiam  spatium  horarii  sub  eo  tempore  per  «1 
cursum  et  postea  usque  ad  conjunctionem  percur 
lendum,  exaequet;  est  autem  (tempore  a conjun 
ciione  priore  ad  proximam  usque  * dicto)  spatiuu 
horarii  ^ , minutarii  autem  V2x  , itaque  12x~l2j\i 


I f)  | 

esse  debet  unde  horae  + — tae  unius  ho 


rae. 


Ita  si  secundarius  ab  borario  distantia  b retr 
sit;  erit  ( tempore  quod  usc|ue  ad  conjunctione 
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m ii  1 sint  , tum  et  minutarius  et  secundarius  in  con- 
junctione cuin  horario  est;  itaque  nx=my  (pro  ;/,//a 

, , . 12  m,  12 

integris)  esse  debet;  atteoque  ~tt=  , seu 


12 

sit  ( ut  antea)  , erit  y=t—  , quod  a conjunctione 

• ly 

secundarii  cum  horario  usque  ad  proximam  est. 

11.  Si  autem  quaeratur;  quandouam  niinuta- 
ri us  secundariusque  cum  liorario  simul  in  conjun- 
ctionem veniant  : si  tam  a quam  b sit  o,  tum  ma- 
nifesto tam  x quam  y numero  certo  effluxisse  o- 


poriet,  ut 


tres  indices  simul  sint  ; nam  si  tres  si- 


ti 


719 


l im 


n 


=-7 — , cujus  quum  11  non  metiatur  numerum 


719 
valor 


minimus  integer  est  pro  m=7 19,  et 
erit;  id  est  Hies  evenire  novam  ininu- 
horario  conjunctionem  oportet  , sive 


719  5 

t u m /r— 11 
larii  cum 

M9ies  conjunctionem  secundarii  cum  horario;  idest 
conjunctio  trium  proxima  fiet  ad  finem  12  hora- 
rium. Ita  si  plures  sint,  cujusvis  conjunctio  cum 
tardissima  prius  quaerenda  est. 

12.  Notandum  vero  est,  posse  hos  indices  quo- 
que ita  locari  , ut  nunquam  in  conjunctionem  ve- 
nire queant  Sit  ex  gr.  secundarius  cum  horario  in 
conjunctione  , 

II 

5,t  a ” 27719’ 


et  distantia  minUtarii  , qua  retro  est, 
nempe  contra  structuram  horologii 


Donatur  ita,  immotis  ceteris:  erit  tempus,  quod 

' jisque  ad  proximam  minutarii  cum  horario  conjun- 

ui  requiritur,  (p.  358)  atque  Cpto  n^m 

ntegris  ) deberet  * 


4*; 


r 


eSS®  ^7l9  ~ m'J  5 


ut  tam 


inutarius  quam  secundarius  cum  horario  in  con- 


unctioue  sint;  itaque 


1 


2.7  19 


12  m 

719 


12;/ 

7T 


i it  i «i i 
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(reducendo  ad  denom.  eundem  , et  utrinque  per 
11.  719  multiplicando)  -—J--9  = 12.11w — 719.12/*; 

quod  absurdum  est,  nam  membrum  ad  dextram  nu- 
merus integer  est  , ad  laevam  autem  est  = 

1 J .(350  + ^)==11.359t5+~-. 

13.  Attentionem  meretur  etiam  acuta  Zeno - 
nis  objectio,  in  qua  germen  primum  progressionis 
geometricae  , et  seriei  infinitae  convergentis,  limi- 
tisque , motus  retardati,  imo  etiam  dependentiae 
unius  variabilis  ab  alia,  atque  problematis  pro-  ; 
ximi  resolutio  reperitur.  ( 


Sit  sub  lino  t\  2do£,  3tio  — Otof3*wto* 

1 1 1 1 


Via  testudinis  1 


u n2  ?im‘*  n 


Achillis  o 1 


1 1 

nm-2 


nempe  si  ea  ponatur  conditio,  ut  celeritas  AchiL 
lis  sit  celeritate  testudinis  n ies  major  semper  post 
Imum  t : dependebit  Achillis  celeritas  in  quovis  t 
a celeritate  testudinis,  qua  sub  illo  t ire  libuerit; 
si  itaque  sub  quovis  sequente  t , testudo  celerita- 
te nie s minori  moveatur;  Achilles  sub  quovis  t 
quidem  wies  majorem  viam  describet  , sed  via  te- 
studinis erit  usque  ad  finem  cujusvis  nni  t , summa 


terminorum  seriei  superioris  usque  ad 


inclusi- 


ve  , via  Achillis  autem  est  summa  seriei  inferio- 
ris eousque ; patet  vero  ^ab  1 incipiendo)  quem- 
vis terminum  ptum  Unitis  pto  alterius  aequalem  es- 
se, sed  terminum  sub  (m — l)to  t superioris,  #;*to  in* 
r i oris  esse  aequalem;  adeoque  ad  finem  ///  ti  t viae 
testudinis  excessum  supra  viam  Achillis  esse  sein- 
jper  = termino  //.to  superioris.  Itaque  pro  tempo- 
ribus i at ijiii  liliis^  dependentia  ista  celeritatis 


i 


, 

i 

r 

U 

iu 
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Achillis  posita  , testudinem  nunqnain  assequetur  : 

1 

at  excessus  iste  nempe  o;  et  si  tan- 

tum ad  distantiam  1 ab  Achille  , motum  incipere 
testudo  ponatur , limes  viae  testudinis  erit  limes 

summae  seriei  (cujus  exponens  <1  est)  ncm- 


pe 


71 


_ I 


. n ' n ~ 7i  n {ji — l\n  n — l 

et  si  testudo  (sublata  conditione  priore)  aequabi- 
liter repat  , et  celeritas  ejus  sit  1 , erit  celeritas 
Achillis  7i , ac  si  tempus  quo  eam  assequetur  , x 

dicatur  , erit  7ix=x+ 1 , unde  , quae  ii« 

mes  viae  testudinis  erat. 

Pluribus  exemplis  brevitas  necessaria  super- 
sedere jubet:  Tyrones  ipsi  ad  cubicam  quoque  pro- 
blemata condere  possunt. 

jj.  39.  Ex  (348)  ad  plures  aequationis  trans* 
formandae  modos  via  aperitur  : nempe  Imo  ipsi  x 
substituendo  y\a  (ex  gr.  pro  «;=  1 erit  yf  1 , et  y — 1 
pro  a~  — 1);  ubi  aequationis  novae  radici  addendum 
a est  , ut  radix  prioris  aequationis  prodeat  ; nam 

#=y  + a. 

2do . Si  ponatur  my~x\  substituendo  prodi- 
bit ynmn 2}yn  lmn~l  + qyn“2rnn'2  - - - sym  +t  = o ; 
cujus  aequationis  (quae  dividendo  per  mn  ordina- 
tur) radix  per  m multiplicari  debet,  ut  aequatio- 
nis primitivae  radix  prodeat  ; nam  x=my. 


3 tio.  Si  y ponatur  ~mx ; substituendo 
ipsi  y ubique,  fiet  aequatio  primitiva  = 

- fl  2 


m 


!Ln,  , PUn  i 
m n m n * 1 


qy 


m*-’ 


. - +/=0  , ubi  radix 
tn 


hujus  aequationis  (quae  per  mn  multiplicata  ordi- 


Bi 
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liatur),  per  m dividi  debet,  ut  radix  primitivae 
prodeat;  nam  x=  — . Si  vero  m - — lsit,y  (nem- 


pe radix  novae  aequationis)  per  — 1 divisa  (sive 
multiplicata)  fit  radix  aequationis  primitivae;  id 
est  radices  novae  priorum  oppositae  sunt. 


4to.  Si  x zr  —-ponatur;  atque  -I-  substitu- 

!T  U 


endo  ipsi  x , aequatio  ordinetur;  per  radicem  ae- 


quationis novae  unitas  dividenda  erit  , ut  x nem- 
pe radix  aequationis  primitivae  prodeat  ; eritque 
maxima  radix  (exgr.  >J<va)  aequationis  novae,  mi- 

.1 

nima  prioris,  nam  quo  majus  y eo  minus  — * est. 

y 


Ci 


Atque  (ex  lino)  si  per  tbeor.  binomialc 


evolvantur  termini  aequationis  novae,  in  quam 


prior  nempe  (f)#=i :o  mutata  est:  erit  ( a-J-y  ponen- 
do pro  x)  , 

(a+^)^  = aM  + /icLn  xy  - - - *f  Vvry n 5+  at>ynmlfyn 

* = v [«"■  )a»*V  - - -t  2fi/ B ll 

y(afy)”  * — 2)a”'*y--  t yn~ 2] 


A(ot  + y)  — sa  + sy 

Quorum  omnium  summa  , collectis  coefFicien- 
tibus  potentiarum  earundern  ipsius  y e columnis 
verticalibus;  erit  aequatio  nova  coefficientibus 
A , B dictis) 

yn+\yn‘l  + B yn  2---  + S^  + awf;;(Xw-l+^aw-2.-W/;  I 

ubi  id  per  quod  potentia  o ipsius  y multiplicato  r 
est,  pro  ultimo  accipi  potest,  et  ab  (f)ar  nonnisi 
in  eo  differt  , quod  a sit  pro  x\  unde  hoc,  substi- 
tuendo ubique  a ipsi  x in  ( O.v,  illico  prodit;  adeo-  > 
que  sia— X sit,  erit  1-f/y-hy et  si  a ~ — 1 

ponatur,  erit  (— 1J”+JK — I )n~ljrq\. — l)”~2- 

quod  mox  dum  radix  aequationis  altioris  qu  aeretur, 
usui  erit. 


i 
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6to.  In  ( p 359  ; 3tio  ) si  aequatio  per  mn  mul- 
tiplicetur; fiet  yn  + mpyn~iJC  m2qyn’2 . 
r\ ‘t=o\  et  manifesto  si  quis  coeffi ciens  fractus  sit  , 
denominature  m praeditus  5 is  a denominatote  li- 
berabiiur,  cum  quilibet  terminus  per  potentiam  in- 
tegram ipsius  m multiplicetur.  Itaque  si  minimus 
talis  humerus  eligatur,  quem  cOefficienris  cujusvis 
(etiam  ipsius  y°)  ad  terminos  minimos  reducti 
denominator  meiitar  , atque  pro  m is  sumatur,  qui- 
vis coefficiens  si  antea  quantitas  realis  et  commem» 
suiabilis  fuerit,  numerus  irtteger  jpvadet:  atque 

poslmodum  nonnisi  de  tali  casu  sermo  erit. 


Notandum  tamen  est,  uti  e deductione  patet, 
Ii  ei  c nullam  potentiam  ipsius  y negligendam  esst*, 
etsi  coelTiciens  alicujus  zeius  fuerit. 


§.  39.  Posito  (quod  vix  credibile  esset  a Geo» 
metris  pluribus  celebribus  per  se  evidens  visum 
fuisse)  aequationem  cujusvis  gradus  radice  aliqui 
(si  non  reali  , salterri  imaginaria)  gaudere;  facile 
sequitur  aequationem  gradus  n , radices  numero  n , 
liec  plures  paucioresve  liabere.  Nempe  quidcuhque 
sit  a , est 

xn~( x — « ) n~i \ ax n '2  fa 5 x n~ 3f  o?jc w“4 * -*}-«  fx °)+« n 
et  in  genere  pxl-l^z 

(# — a)  f j3.rp-t  f j3 axY--2  f|3a2.rp-3  ...  + pap’1  x0}  + ♦ 

nam  multiplicando  prius  per  x,  tum  per — «prodibit 

+ fi ax^‘l  + |3^3xH’2--  - + fiaPml  x+  , et 

— — pa2xP~2  - - - — j3 aP~l  x — /3 a?  ; quod 
rrpjfrt*  est  , pro  quovis  valore  ipsius  x. 

Tyro  nes  , ipsi  ?i  possunt  ex  gr.  5 substituere, 
ut  clarius  perspiciaut. 

Est  vero  hinc  xn+pxnm%  +qx*m  2 - --  +sx  + t = 

C x— ( «t  P>)xnmZ+(a*;\raiAc/)xn-*  + 

( »3+«2/it«7t r )xn~4  - - - +(«"“  ‘fa”' ip  * b ar  -f  *)  J 

+ an-\rpun  l + f/an^2  sa+t*  llatio  e sequenti 

Z Z 
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exemplo  in  quo  etiam  n ipsi  5 substitui  potest 
facile  perspicitur. 

Sit  (f)xz:x5-f/At4+^3+r.r2+w  + ^’0;  erit 
x5— — a J(.r4+  r/x3+  o*x?  + «s.r  -h  «4)-f  ah 

j)xA  = ( .r — « )(/?.^3+  «/?x2  + a2px+pa3)  + />a4 

= (x — «)(^2+  ayxf^2  ) + </'' 3 

rx*  = f x — a)(ra;+r«)“lr  ra2 

$x2  = fx — a)s-bs>7 

t = t 

Unde  collectis  (e  columnis  verticalibus)  ejus 
dem  potentiae  ipsius  a coefficientibus  , erit  (f/A  = 

(x — a ) f#4f(  afp  )x3i'(a2,i,ap+q)x2i‘(  a8fa  sp^aq^r)ar  * 
a*fpa3fqa2+rafs)x°  j + a5  \ J)a*  t qc&  | rar  f sa  f / 
Dicatnr  (a)x  id  quod  intra  parentbesim  est,  et 
id  quod  post  parentbesim  majorem  est  , quod 
est,  si  a radix  aequationis  (f)tf=roest;  patet  vero 
quod  (aV  praebeat  aequationem  {n — l)UgradUs5s  , 
{t‘)x  fuerit  ntu 

Pariter  erit  (a)A^=(* — 6)(b)A  + /3,  et  (b)x  = 

( x — c)("c)A  + y,  et  ita  porro  donec  ad  tale  ex  gr. 
(a— flO(d)A-f£  deveniatur,  ut  quum  (a «)x,(b)tf, (ex- 
aequationes gradus  in  quavis  sequente  , unitate  de. 
crescentes  praebeant,  demum  aliqua  (d.)*  primi 
gradus  prodeat. 

Quid  autem  per  (b)*,  /3  , (c)a,  y « • intelliga* 
tur  , facile  ex  ipso  (a)x  et  a perspicitur:  nempe  si 
primus  coefficiens  in  (a)*  dicatur  p\  2dus  q’  C^c.r, 
erit  faplicando  ad  Casum  proximum)  , ^=b*+p,b^ 
-tc/b2  + r'b  + s'  (per  s'  coefficientem  ipsius  x°  in 
(ajx  inteliigendo.)  ; unde  reliqua  patent. 

Itaque  pro  quibusvis  valoribus  ipsorum 
x,  «,  c - - - d , est  (fja:  :=z  (" x — « ) (a)jf  + a — 

( X — «JCC* — 6)  (b)jr  j*  P J -f  a ; quod  est  = 

(a— a)(  x — bj{  b;*,  si  pro  valore  a ipsius  x sit 
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; et  pro  Valore  It  ipsius  ;v  sil  (ii.\x~~oi  nam 
Uin  oL  — U5fp(i*fqa3f  ra'+saf  t~u  , h (3=  b*\p'lt$  -f 
i' b2JrtJ  !t\s' Ita  porro  si  c radix  ipsius  (cj.v  — 0 
it,  pro  x~c  fit  y^o  , et  ita  porro,  m dernum  pro 


— o sit;  itaque  (fU=(x — a ){x—6)( x — c ) 

x — d)(<\)x  sit;  atque  fd\v=r(x — e>.l  + (e~o)^ 

i Imi  gradus  fiat  (d)*:=:0. 

Atque  hinc  manifesto,  «uivis  ex  gr.  ipso- 

ii  tn  0,  ^,6--  - d,  e ponatur  .r  aequale,  (i')xz^o  e- 
it,  et  It  radix  aequationis  (f)x  =r  o erit;  ac  si  n 
x gr.  5 fuerit,  prodeunte  * — 0,  functio  (a  )x  quar- 
i gradus  facta  est,  et  hinc  prodeunte  # — pro- 
!it  (h)x  gradus  3tii  , et  hi?ie  prodeunte  x — c pro- 
iiit  (c)x  gradus  ‘2di  , atque  hinc  prodeunte  x — d 
vadit  ( d)#  gradus  lini,  et  hinc  prodeunte  x — e , 
jisa  0,  e d y e pro  casu  proximo  efficient 
uinque  radices,  nempe  radices  numero  gradus  ipsi- 
s (.f '*=»•■ 

Consequ,  si  habuerit  (f )x—o  aequatio  gr: - 
v Ius  n unam  radicem  ; radices  numero  n habere 
onstat , quarum  tamen  possunt  aliquae,  imo  omnes 
it,  patebit,  esse  aequales  : at  quaeritur,  num  plures 
abere  possit?  Responsio  facilis  est:  nam  si 
iiilli  dictarum  fin  casu  dicto  quinque)  radicum  ^ 
sset  ; substituendo  k ipsi  x , fieret 
!>=(  f)^zn(^ — ( i )f'k- — It)  ( k — c ) ( k—d ) (k — e)  r quod 
ieri  nequit,  nisi  factor  aliquis  producti  zerus  sit  , 
d est  k alicui  ipsorum  n , 6.  r,  r/,  e aequalis  sit. 


— d fiat  <5=0  , adeoque  quodvis  ipsorum  a,]3,y  • - 3 
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ili  in  per  x—a  . atque  addendo  utrinquc  av-\pun  1 
+ qan~9  ---  + $«+£,  prodibit  plane  id  quod  supra.  &' 
At  pro  a=t«  , fit  tam  dividendus  quam  divisor  [ 
= o , divisionem  vero  plane  pro  aequationis  radi- 
ce a—x  per  x — «peragi  oportet:  interim  ( per  287) 

lit  tum  ~natt‘i+  (n — 1 )j)an~2+  (?i — 2)^«w”3--. 

+ $ , nempe  dum  x a,  quotus  ad  hunc  limi- 
tcm  tendit,  quem  coefficienti  priori  ipsius  (x — a) 
siibstitueudo  in  eo  a ipsi  aequalem  esse  facile 
demonstrari  potest,  quod  Tyronibus  relinquitur;  i 
exemplo  pro  p=5  rem  illustrare  possunt. 

Tum  item  si  b ponendo  pro  a in  nova  aequa- 
tione , valor  hujus  o fiat  , et  per  a — b fiat  d i vi- 
sio pro  a=~b  , omnia  perinde  sequi  patet:  sed  me- 
thodus prior  clarior  faciliorqne  est. 

JSi  igitur  aequatio  gradus  ?i  gaudeat  una  ra- 
dice a , erit  e numero  n factoribus  ejusmodi  uti 
x — a , x — h --  - conflata,  et  quaevis  Jiterarum  in  iis 
ab  * diversarum,  radix  erit,  nec  ulla  alia  ab  his 
diversa  datur  : ac  conversim  quoque  si 
(x — <*)(x — £)-•-  — o erit,  quodcunque  ipsorum 
«*,  6-^- ponatur  pro  x\  ex  gr.  (« — a)( a~ b)  - - 
aut  (b—a)(b — b)  - o,  ; quaecunque  et  quotvis 
quantitates  b - - - fuerint,  {%~a)(  x — b)  - - si  in 
eo  ipsi  x ipsorum  6---  quodvis  substituatur,  =o 
fiet;  poterunt  autem  - omnes  aequales  quo- 

que accipi,  liti  ( a’ — «)(a7 — a)=x2 — 2 ax  + a2  gaudet 
duabus  quidem  hoc  sensu  radicibus,  sed  quae  ae- 
quales gunt, 

Si  itaque  aequatio  productum  talium  facto- 
rum sit  ; coefficientes  ipsius  x a radicibus  depen- 
dere facile  perspicitur;  et  ultro  sequitur  in  Jegem 
qua  formantur,  inquirere.  Nempe 

2do.  Erat  etiam  Cpag.  i 37 ) quaestio  de  facto 
plurium  binomiorum.  Multiplicando  a — a per  b, 
prodit  a r + (—a — £)*+«£,  et  hoc  multiplicando 

p£ar  « — c 

fiet  + ( — » — & — c)v2-f  (ab  + aci-OcJx — 
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et  idem  porro  continuanda  donec  libuerit,  eou* 
sque  palet;  quod  ( si  literae  ab  x diversae  eo  si- 
gno accipiantur,  uti  in  factoribus  x — a,x — b, --- 
sunt  , denotantes  radicum  opposita)  , coefficiens 
primus  sit  summa  Jiterarum  dictarum,  2dus  sit  sum- 
ma amborum,  3tius  summa  ternorum,  «mus  sumina 
zwionnm  9 quae  e iit  eris  dictis  accipi  possunt , et 
quidem  ita  ut  quaevis  m\o  factum  ex  iis  Jiteris  sit 
e quibus  constat  ; ex  gr.  pro  mzz 2,  si  ambo  e li- 
teris — a et  ~ b sit,  accipiatur  ( — a)  . ( — b)=ab  ; 
ad  finem  vero  coefficiens  ipsius  x°  sit  factum  ex 
omnibus  literis  dictis;  quod  igitur  semel  lautum 
est. 

■ 

Si  vero  de  prodeunte  P e numero  n factori- 
bus ejusmodi,  valeat  lex;  valet  etiamsi  (w+ljtus 
factor  accedat.  Nain  sit  novus  factor  ^ — d , et  sit 
^a—a\ — 6~b\  * - — d~d'  , atque  sit  coefficiens 
mus  M,  = summae  tfiionum  quae  ex  n Jiteris  a\b'-  - 
accipi  possunt,  et  (mH-I)ius  coefficiens  sit  N — 
summae  (wrH)iomim , quae  ex  iisdem  (ex- 

cluso d')  accipi  possunt.  Multiplicato  P per  ter- 
minum priorem  ipsius  x — J,  augebitur  exponens 
ipsius  x unitate  in  quovis  termino  , adeoque  et  ae- 
quatio uno  altior  prodibit  ; factor  — d scilicet  ex- 
ponentes ipsius  x non  mutat.  Est  autem  in  P ter- 
minus mtus  (haud  numerato  primo  ubi  potentia  al- 
itissima ipsius  x cum  coefficiente  1 est)  , =Mxnmfn9 
et  sequens  est  ; atque  multiplicando  P 

per  x — d , potentia  exponentis  n — m ipsius  x non- 
nisi ex  Mxn~m  per  —dj  et  per  a*  multi- 

plicato prodire  potest  ; terminus  itaque  facti  , in 
quo  xn~m  est,  fiet  IS^iWl  )xn~ m ; est  autem  hic 
terminus  (wM)ius  in  novo  facto  ab  (excluso 

hoc)  numerando  usque  ad  xn‘m  \ atque  N continet 
omnes  C m\  1 )iones  quae  ex  a\  b ' excluso  d'  ac- 

cipi possunt,  M vero  omnes  Diones  ex  iisdem,  quae 
singulae  per  d ' multiplicatae  exhibent  omnes 
('/«tOiones  ex  b' quae  ipsum  d'  continent. 
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Quod  ultimum  attinet;  is  dum  per  d'  multi- 
plicatur, prodit  a1  b'  - - - d' ; penultimus  autem  per 
d'  et  ultimus  per  * multiplicatus,  dat  primam  po- 
tentiam ipsius  x , et  sub  formula  dicta  generali 
conti  netur* 


3 lio.  Si  aequatio  in  talem  (per  359)  transfor- 
mata sit,  ut  quivis  coefficientium  numerus  integer 
sit : tum  si  radix  quantitas  cum  unitate  commensu- 
rabilis sit,  numerus  integer,  et  quidem  e factori- 
bus termini  ultimi  est.  Nam  factorem  termini  ul- 
timi esse  (e  361)  patet;  si  vero  radix  non  esset  nu- 

a t 

merus  integer  , sit  pro  a et  b numeris  inter 
se  primis,  quos  nullus  alius  integer  praeter  1 me- 


titur. Substituto  i 
o 

nn  pan-l  (jan 

~Ln  +i^r+  ' 


psi  # , esset 


o 


o , et  per  bn 


multiplicando  , est 
anA~  bpan~iJrb  *qan‘2 

•?"  -—rpan-1 


--  - 4 - bn’ira+  bns—o,  et  bint 
Jrbn'‘1raJrbn~^s ] \ 


quod  absurdum  est  , nam  b non  metitur  numerum. 
fin  , quia  ( ut  paulo  inferius  demonstrabitur)  nu- 
merus primus  b inter  factores  ipsius  «««---  ades- 
se deberet  ; membrum  aequationis  ad  dextram 
autem  manens  integer  est*  Itaque  radix  realis  , si 
quantitas  commensurabilis  sit,  numerus  integer  est. 

Hinc  modo  sequente  investigari  potest,  num 
radix  aequationis  realis  commensurabilis  detur  : 
nempe  factoribus  termini  ultimi  integris  ipsi  x sub- 
stitutis, videri  potest  num  valor  functionis  ad  o re- 
digatur. Ceterum  si  quis  factorum  integrorum 
termini  ultimi  radix  sit;  ad  finem  operationis  se- 
quent is  prodire  % eruti)  , ex  operatione  ipsa  patet. 

Sit  ex  gr.  atque  sit  a ra- 

diX  ; erit  (A  ‘r kui > t *= — r;  adeoque  «3  -\-pu-\-  <j  = 


. ubi  integer  est,  dicatur  r\  Kst  porro 

/i 


uhil& 


et  ^p 

leger  est,  dicatur  q' ; est  demum  a- 

1 7 seu  — — - +l—o, 
7 « 


( «'  4-  ;> ) 


a 


seu 


pariter  in- 

• <i'—v , «* 
/t/>  _ 


a 


Kx  gr.  Sit  x9fA* — ]C*+S=o;  erit  substiiueiido 
2 ipsi  x (({nae  radix  aequationis  estj , quilibet  quo- 

— : — L/  numerus  integer,  et 


torum 


ultimus  ~ — 1 est  . itclnp* 


, 4—10 

4>  — ^~3’ 


1 3*}*  | 

— — — 1,  jVisi  quilibet  quotorum  integer  et  ul- 
Ji 

timus  ~ — 1 sit, numerus  substitutus  radix  esse  ne- 
quit. 


4to.  Si  aequationis  ordinatae  f gradus  p com- 
pletae, adeoque  ex  j+i  terminis  constantis,  -per  (f)^ 
=o  designatae)  coefficientes  omnes  , abstrahendo 
a signo  praeposito,  +<vi  , atque  radices  omnes  rea- 
les  sint:  tot  transitiis  C ex  1*  ,n  — vel  vice  versa) 
erunt,  quot  radices  >{<vae  , et tot  successiones  (nem- 
pe + + aut  — — ) quot  radices  «vae.  Successio- 
nes signorum  aequalium  dicuntur  breviter  succes- 
ii  s tones,  uti  successiones  signorum  inaequalftim  trau* 
i situs  dicuntur. 


Nam  per  o,  6 >{<va  intelligendo , aequatio 

formae  a — a,  aut  formae  x^b  , simplex  dicitur,  et 
quidem  prior  +<va  , posterior  ^ va ; quum  aequa- 
tionis e talibus  factoribus  conflatae  prior  , radicem 
Hbvam  a,  posterior  Hvam  — b procuret. 

Prodibit  autem  aequatio  eadem  , quocunquc  or- 
dine multiplicentur  aequationes  simplices  , adeoque 
etsi  prius  tantum  >{<va<i  multiplicentur,  et  factum 
F per  aliquam  aequ.  simplicem  h va,n  ? et  quod  pro- 
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dit  per  novam  Mvam,  et  hoc  item  per  novam  (si 
adfuerit)  multiplicentur,  donec  nulla  supersit;  aut 
inverse  factum  f e ^vis  per  >f<vas  simplices  modo 
dicto  multiplicetur. 


Si  jam  numerus  aequationum  simplicium  (a« 
deoque  radicum)  > f»  varum  sit  ii , et  uumertis  varum 
adeoque  numerus  radicum  Avarum  sit  m\  asque  de- 
monstretur Imo  / per  aequ.  simplicem  mul- 

tiplicatam unum  transiium  novum  acquirere  , et 
quodvis  factum  ita  prodiens  per  aequ.  simplicem 
>{<vam  multiplicatum  , unum  transitum  novum  nan- 
cisci ; multiplicatione  per  omnes  aequationes  sim- 
plices consummata,  patebit,  in  (f).v  ad  minimum 
n transitus  dari.  Ita  si  demonstretur  2do  F per  ae- 
quationem simplicem  «vain  multiplicatum  unam 
successionem  acquirere;  patebit , in  (t)x  ad  mini- 
mum m successiones  adesse.  Atque  quum  numerus 
omnium  successionum,  (sive  aequalium  sive  inae- 
qualium/ in  (f>  sit  nfm—p,  quum  p+1  termini 
sint;  plures  transitus  quam  n dari  nequeunt*  nam 
tum  m nempe  numerus  successionum  imminueretur, 
quem  dari  constat  ; n transitus  vero  certo  adsunt; 
ita  m successiones  adsunt,  nec  plures  esse  possunt, 
quia  tum  74  numerus  transituum  imminueretur.  Con- 
squ.  plane  n transitus  (nempe  quot)  radices  >J<vae), 


et  m Succensiones  erunt , (nempe  quot  radices 
**  vae  ). 

Itaque  ilonnisi  Imum  et  2dum  demonstranda  ve- 
niunt* 


.ini 


»1 


Quoad  Imum.  Sint  multiplicandi  signa  quocuii- 
que  Ordine  * et  multiplicator  sit  aequatio  simplex 
>£va,  exgr*  * — a (pro  a >{<vo  J;  erit  si  tantum  si- 
gna coefficientium  scribantur  , et  in  facto  coeifici- 
entes  potentiae  cujusvis  ipsius  * addantur  , sche- 
ma sequent;  notando,  quod  coefficiens  termini 
Imi  in  utroque  factore  sit  1 , atqtle  terminus  imus 
facti  sit  1.1,  coefficiens  uno  altioris  potentiae  i* 
psius  x ; postea  vero  signa  plane  multiplicandi  in  r 
linea  facti  super. ore  describantur  , quum  'multipli* 
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ratio  per  # omnia  signa  immutata  relinquat ; mul- 
tiplicando per  — a autem  , eadem  signa  in  contra- 
ria mutata,  sub  2do  superioris  incipiendo,  uno  ulteri- 
us terminentur  ; atque  quodvis  vtum  seriei  superioris 
et  (v- — lytuin  inferioris  simul  coefficientem  poten- 
tiae exponentis  jx — v+2  ipsius  x efficiant;  quum  nem- 
pe potentiae  ipsius  x in  multiplicando  , quovis  ter- 
mino ulterius  ad  dextram  unitate  decrescant , adeo- 
que si  Imus  terminus  sit  ^ in  termino  vto  est  po- 
tentia ipsius  x exponentis  jx — v41;et  idem  ter- 

I minus  per  priorem  multiplicatoris  terminum  dat 

+2  , ac  potentia  eadem  ipsius  x duntaxat  e mul- 
:iplicatione  termini  (v — 1 Vti  multiplicandi  per  ter- 
minum 2dum  multiplicatoris  prodeat. 

Quibus  praemissis  patet  in  schemate  sequente 

- _ _ 4 — 4 4-  — 


4 — 

r — 4 ■ — 4 4 — 

— 44-  — 4 4-  quaJisvis  fuerit  signo- 

rum ordo  in  multiplicando,  quemvis  transitum,  qui 
n multiplicando  est,  transitum  in  facto  parere,  et 
iraeterea  unum  transitum  accedere.  Nam  si  in  mul- 
iplicando  fuerit  4 — aut  — - 4,  fiet  e primo,  Zl 

5 posteriore  4 4;  atque  ubi  in  multiplicando  pri- 
na  vice  occurrit  — , adeoque  primus  transitus  est, 

‘iet  in  niul liplicando  4 et  ^ in  facto,  adeoque 

erminus  Yus , qui  cum  termino  primo  transitum 
fficiet ; ita  postea  veniens  primus  >{<vus  in  multi* 
dicando  , producet  2dum  transitum  in  multiplicari» 
lo  , et  2dnm  in  facto,  quum  in  multiplicando  tnm 


4 efficiat  ^ in  facto  ; et  ita  porro  quivis  no- 


transitus  in  multiplicando  pariet  novum  in  fa- 
to ; nam  si  ex  gr.  prodeat  in  facto  ~ , sed  an- 

jquam  prodierit  ^ , jam  terminus  >{<vus  prodiret  j 
ansiuis  evenit. 


J J 
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Consequ.  quivis  transitus  multiplicandi  , tran- 
situm in  facto  parit.  Sed  praeterea  adhuc  unus 
transitus  in  facto  accedit:  nam  si  in  facto  alicubi 


tale  _ occurrat,  post  quod  nullum  ^ est;  tum 


in  multiplicando  post  illud  d per  quod  illud  Z 

productum  est,  usque  ad  ultimum,  terminum  quem- 
vis «vum  esse  oportet;  nam  secus b produce- 


ret 


si  vero  in  facto  tale  sit  post  quod  nui- 


+ + 

Ium  — est  , tum  in  multiplicando  abinde  termini 
usque  ad  ultimum  >i<vi  sunt , secus  -i produce- 


ret I!  5 et  Post  esset  _ contra  hyp.  Itaque  quum 

terminus  ultimus  seriei  superioris  et  inferioris  , e 
termino  eodem  fnempe  ultimo  multiplicandi)  pro 
deant,  nempe  superior  per  + x , inferior  per  — 


multiplicando  ; in  ut?5que  casu  , sive  ~ sive 


+ 


occurrat  in  facto  ultima  vice  , a termino  seriei  su- 
perioris ad  ultimum  inferioris  unus  transitus  erit; 
in  casu  primo  a >-»vo  ad  vum  in  altero  casu  a >j«vo 
ad  i— • Yuin  Consequ.  semper  ubi  per  aequationem 
simplicem  ^vam  multiplicatur  , factum  ad  ininimuul 
unum  transitum  acquirit. 

Quod  2dum  attinet:  qualiacunque  signa  multi*- 
plicandi  se  invicem  excipiant;  multiplicando  per 
aequationem  simplicem  ex  gr.  =^o  , erunt 

signa  multiplicatoris  + + , adeoque  ex  gr.  schfe* 
ma  sequens  erit. 

+ + + - 

+ + 


+ - — — 4*  + — 

+ 1-  + — i J 

Nempe  series  signorum  multiplicandi  ipsa  est 
series  facti  tam  superior  quam  inferior,  terminis 
liujus  uno  ad  dextram  protrusis. 
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Ul>i  in  facto  _ aut  **"  est  4 in  casu  primo  ctu 

~b 

afficiens  hh  in  altero  + est  , ita  termini  ultimi  iin 
ferioris . , qui  solus  coefficiens  i j)sius  .r5  est,  signum 
quod  ibidem  est  manet;  ubi  autem  ~jl  aut  ^ est,  a 
magnitudine  coefficientium  pendet  , quodnam  si* 
guitni  terminus  is  nanciscatur. 

Sed  (uti  Segner  ingeniose  animadvertit)  , si- 
gnum in  facto  manet  id,  qupd  in  serie  superiore 

est  , donec  post  Z tale  + aut  post  tale  , aut 

post  + tale  + aut  post  + tale  + sequatur;  ut  si 
pro  casu  Imo  in  + , pro  2do  in  + , j>ro  3tio  in  + , 
pro  4to  in  Ip  , cqelficiens  inferior  sit  major  superi- 


)re,  atque  pro  casu  3tio  in  + quod  ante  + est,  et 
pro  casu  4to  in  + quod  ante  est,  coefficiens  su- 
perior sit  major  inferiore  ; manifesto  enim  in  liis 
iolis  casibus  fit  descensus  a signo  seriei  superioris 
id  sequentem  inferioris;  uti  schemata  haec  exhibent. 


- + 


+ v 

+ N+ 


Patet  vero  in  omnibus  his  casibus  descensum 
successionem  parere,  a — ad — vel  a + ad  + 
niudo. 


Post  signum  autem  ad  quod  descensum  est  v 
series  signorum  inferius  plane  illa  sequitur  , quae 
uperius  post  signum  a quo  descensum  eat;  adhuc- 
lum  itaque  nurnerus  successionum  uno  auctus  est  ; 
nanet  vero  in  facto  signum  seriei  inferioris  abin- 


le,  donec 


post  jzj  tale  + aut  post  J tale  aut 


>ost-|-  tale+  vel  inverse  sequatur,  ut  pro  casu  Imo  in 
+”,pro  2doin  + pro  3tio  iu  + , pro  4to  in  coejfi- 


JJ  * 
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ciens  superior  major  sit  inferiore  , etquidem  ita  ut 
pro  casu  3tio  in  ql  pro  4to  in  + coefficiens  inferi- 
or sit  major  superiore;  in  his  enim  casibus  fiet 
nscijisus  a Segnero  dictus,  nempe  a signo  seriei  i 
inferioris  ad  signum  superioris  ascendendum  erit; 
uti  schemata  haec  exhibent. 


~A  1/: 


+✓-  >7 

Ubi  item  patet  in  duobus  casibus  prioribus  li- 
nam successionem  , quae  in  inferiore  (adeoque  in 
multiplicando  quoque  est)  destrui;  quum  in  casu 
primo  pro fiat  f-  , in  2do  pro  + + ve- 

niat 4-  — ; in  2 posterioribus  vero  transitum  mu- 
lari in  successionem. 


i 


Siaque  si  prius  accesserit  una  successio,  hie  ( 
una  quae  in  multiplicando  adfuit,  destrui  potest,  ; 
usque  ad  signum  , ad  quod  ascensum  est. 


Post  ascensum  eadem  signorum  series  , quae 
in  multiplicando  a signo  respondente  est,  sequitur; 
atque  dicta  dentio  repetuntur;  patetque  quotvis  de- 
scensus fuerint,  totidem  successiones  oriri  tales 
quae  in  multiplicando  non  erant,  at  vero  per  quem- 
vis ascensum  posse  successionem  aliquam  quae 
in  multiplicando  adest,  destrui. 


Inierim  descensuum  numerus  in  omni  casu  nu- 
merum ascensuum  uno  superat;  nam  aut  ascensus 
nullus  est,  aut  datur  ultimus  ; si  nullus  sit,  tum 
si  alius  descensus  non  detur,  saltem  ab  ultimo  si- 
gno superioris  ad  ultimum  inferioris  illi  aequale 
descendendo  una  successio  nova  producitur,  quae 
in  multiplicando  non  fuit;  si  detur  ascensus,  sive 
unus  sive  plures  fuerint,  erit  ultimus,  nempe  ultra 
quem  alius  non  datur;  atque  tum  is  aut  ad  signum 
ultimum  seriei  superioris  ascendet,  aut  ad  aliquem 
ante  ultimum  ; in  casu  posteriore  manebunt  signa 
seriei  superioris  sequentia  usque  ad  ultimum,  et 
in  iitrrque  casu  accedet  nova  successio  , de&cenden- 
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do  ab  ultimo  signo  superioris  ad  ultimum  inferio- 
ris ilii  aequale. 

Unde  si  in  multiplicando  fuerint  successiones 
numero  N , et  in  facto  descensuum  numerus  sit  |3, 
ascensuum  numerus  erit  j3— 1 ; atque  etsi  quovis 
ascensu  N uno  minor  fieret  . adeoque  ex  N fieret 
JY — (/3 — l),  idem  per  numerum  descensuum  fieret 
N — ( /3 — 'OtP— Nfl.  Itaque  semper  ubi  nova  radix 
i-  va  infertur  , multiplicatione  per  aequationem  sim- 
plicem w vain , factum  ad  minimum  unam  successi- 
onem accquirit. 

Atque  hinc  per  superius  dicta  assertum  patet. 

Exgr  x3  *}■  x2 — lO.r  + 8 unam  successionem  et 
(2  transitus,  atque  2 radices  >J«vas  1 et  2 ac  unam 

Ihm vam  — 4 habet;  y 3 — y2 — 10 y — 8 vero  uno  transi- 
tu et  2 successionibus  gaudens  , unam  4<vam  radi- 
cem 4 et  duas  vas — 1 et  — 2 habet.  Nempe  ra- 
dices posterioris  sunt  radicibus  prioris  plane  oppo- 
i sitae  ; quum  substituto  (360)  — y ipsi  x , fjat — y 3 
k f y2+l(ty+8=s  o , et  dividendo  per  — 1 , (ut  poten- 
tia suprema  a signo  — liberetur)  ; erit  y3 — y2  — Wy 
• — o , cujus  radix  y est  opposita  radici  prioris, 
nempe  yzz. — x,  Si  exponens  potentiae  supremae  par 
sit , tum  termini  ad  exponentes  pares  manifesto 
manent,  et  tantum  termini  in  quibus  exponentes 
impares  sunt,  mutantur  in  opposita  ; ubi  vero  ex- 
ponens supremus  impar  est  , tantum  termini  in  qui- 

Ibus  exponens  par  est  (haud  excepto  zero)  mutan- 
tur in  opposita;  ut  radices  no  vae  aequationis,  prio- 
rum oppositae  reddantur.  Ex  gr.  .r4f6.r3 — 5x2— 42a? 
fiO  habet  radices  i, 2, —4, — 5,  et  radices  ipsius  x4—  6*3 
— 5ar+42xfi0  sunt  — 1, — 2 , et  4 ac  5. 

Per  praec.  igitur  si  radices  omnes  reales  sint, 
quot  sint  vae  et  nh  vae  dignosci  tur  ; observando  in- 
teritu, quod  si  quis  terminus  desit,  o tam  + quam 
— accipi  possit;  et  si  per  hoc  numerus  radicum 
^ varum,  et  -‘varum  diverso  modo  indicaretur , radi- 
I jcem  imaginariam  adesse  constet. 
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7mo,  Si  radix  commensurabilis  sit,  illam  nu- 
merum integrum  (per  367),  et  factorem  termini  ul- 
timi (per  366)  esse  constat.  Itaque  inter  factores 
termini  ultimi  quaerendas  est,  qui  functionem  (f)ar 
— o reddat,  si  is  m ea  ipsi  x ubique  substituatur/ 
uti  in  exemplo  proximo,  terminus  ultimus  est  40, 
et  radices  (quum  omnes  commensurabiles  sint)  e 
factoribus  integris  ipsius  40  sunt. 

Si  tamen  terminus  ultimus  t nimis  magnus  sit,  j 
multisque  factoribus  gaudeat;  facile  poterit  ( per 
359)  aequatio  , substituto  y\a  ipsi  x in  (f)#*,  in 
talem  transformari  , cujus  radici  y addendum  a 
est,  ut  x prodeat;  adeoque  e factoribus  ipsius  t 
illi  tantum  tentan di  erunt  , num  radices  ipsius  a 
(f)f  sint,  qui  subtracto  a factores  termini  ultimi  t( 
aequationis  novae  sunt.  Saepius  sufficit  a=  vel 
— I accipere;  et  si  aequationum  pro  x~y*a,  et 
x~y' — a transformatarum  ultimi  dicantur  U et  u ; n 
patet  factorem  k ipsius  t radicem  ipsius  (f)x  non- 
nisi tunc  esse  posse  , si  detur  ipsius  U factor  ta-ljj 
lis  y7  et  factor  talis  y ipsius  u , ut  k=y  + a—y' — a 
sit.  ri 

Ex  gr.  Pro  x* — 40x3  + 595:r2^— 3900#+9504=o  , 
fit  substituendo  y+ 10  ipsi  x , aequationis  novae 
terminus  ultimus  = 4 , cujus  1,  2,  — 1,  — 2 factores; 
atque  lOti,  10+2,  10 — 1 } 10 — 2 radices  aequatio-  ’ 
nis  prioris  sunt. 

8vo.  Si  vero  radix  realis  quidem,  sed  non 
sit  cum  1 commensurabilis  : tum  quaerantur  talia 
a et  b , inter  quae  radicem  cadere  oportet  ; atque 
ipsis  a et  b quanto  propius  ad  se  invicem  latis  , 
radix  inter  ea  cadens,  modo  dicendo  approximetur.; 
Si  (f )a  +vum  et  (X)b  w.vum  sit,  demonstrabitur 
paulo  inferius  , {O/rzzo  radice  reali  inter  a et  b 
cadente  gaudere;  itaque  talia  a et  b a se  invicem 
quo  minus  differentia  repeidciida  sunt.  Subslituen-  \ 
do  nempe  ipsi  x pro  radice  »{<va  numeros  ©,  1,2-- 
et  pro  radice  va  o,  — ■ 1,  — 2 - - - , si  ex  gr.  (f)*tf 
sit  x3 — 3x2 — 17.V-M3;  si  $ub  quemque  ponatur  va-  1)1 
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lor  ipsius  (f)x  substituto  illo  numero  ipsi  x;  erit 
• —4  , 3 5 2,  1 ? o , 1,  2 , 3,  4,  5, 

’—l,  40,  57,  56  , 43  , 24  , 5,  — 8,  — 9 , 8 

itaque  unam  radicem  >J<vam  inter  2 et  3 , alteram 
inter  4 et  5 , 3tfam  vero  h Vain  intfer  — 3 et  — 4 ca- 
dere constat. 

Est  autem  etiam  , ut  substituendo  numeros  ipsi 
x,  decrescat  aliquamdiu  ( i)x  , et  tum  item  cre- 
scat, manente  signo  eodem:  ex  gr,  sit  (fjx  x3 
— 2x 2 — 21a;+55  ; erunt 

numeri  - - • - - — 2,  — 1,  o,  1,  2,  3,  4 - - 

l valores  ipsius  (f)x- - 81  , 73,  55,  33,  13  1 3 - - 

$ atque  radix  >J<va  erit  (si  quidem  realis  fuerit)  in- 
i ter  2 et  3 , aut  inter  3 et  4*  teiUandum  in  tali  ca- 
I su  est  , addendo  £ ca  <1  in  boc  casu  ipsi  3,  num 
t (f)(3  +*  w)  \ o ; quo  in  casu  3 co  eo  propius 
; radici  erit,  quo  minus  (t)( 3 £ &)  erit.  Si  vero 
*(f>(^3±r<jc)  neutiquam  o,  tum  radices  omnes 
•imaginariae  erunt,  siquidem  ( f)x  abinde  signo  eo* 
«dem  utrinque  crescat  semper,  ab  ilio  termino  se- 
riei tam  ad  dextram  quam  ad  laevam  eundo.  In 

1 1 

boc  quidem  casu,  pro  ujzz:  est  (f^C3  + 

ibi  s A A 


; adeoque  radix  inter  3 + — et  I est. 


Omnia  haec  autem  illustrantur,  si  ,r  ta?iqiiam 
11  abscissa,  et  (f)x^y  ordinata  abscissae  x respon- 
2 dens  consideretur,  et  quaeratur  tale  c ut  (f ')t—y 
sit;  atque  ad  ductum  lineae  per  extremitates 
ordinatarum  descriptae  reflectatur  ; nempe  si  a fi- 
r ne  abscissae  a puncto  in  linea  abscissarum  lato, 
1 donec  ex  a fiat  b \ posito  interea  (f)x  semper  rea- 
Me  finitum  esse,  transibit  linea  ex  una  plaga  in  alte- 
ram per  partem  abscissae  inter  fines  ipsarum  a et 
l'p,  si  (f ')a  >{<  et  (f)b  m sit. 

i 9no.  Ut  tamen  molestia  tot  numeros  tentandi 
j minuatur  ; e re  est  certos  nosse,,  intra  quos  tenta- 
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re  sufficiat;  nec  de  aliis  nisi  >{<vis  radicibus  agere 
necesse  est,  quum  aequatio  facile  f 359  J in  talem 
mutetur  , cujus  radices  >f<vae  per — i multiplicatae, 
radices  ^ vas  prioris  praebeant  ; dicuntur  autem  li- 
mites radicum  Avarum,  duo  valores  ejusmodi,  quo- 
rum unus  major  quavis  radice  illius  aequationis 
>J< va  ? alter  vero  minor  quavis  radice  ejusdem 

sit. 

Si  quaevis  radix  >^va  <1  fuerit,  tum  1 est 
unus  limes.  Consideretur  itaque  radix  >£va  uni- 
tate major  pro  aequatione  gradus  n. 

Si  — M coefficiens  i-h  vus  maximus  sit ; et  idem —M 
sit  coefficiens  termini  mti  (haud  numerato  primo);  j 

m 

erit  terminus  /mus  = — Mxn~m  ;*et  si  cc^>]fl^\l  ac- 
cipiatur , pro  radice  >{«va  et  >1  , valor  ipsius  (fjz 
certo  ij4  erit.  Nam  tum  summa  terminorum  ( simul 
cum  illo  in  quo  a;0  estj  , etsi  omnes  coefficientes 

. — 1 ^ • 1 
seorsim  = — M essent,  esset  — — — — - J 9 


(si  — M primus,  et  # exponens  ponatur  per  131);  quo 
si  xn  majus  sit,  (,f)x  erit^  nempe  si  ipsi  x tale1 

m I 

a >f<vum  substituatur.  Fiet  vero  hoc,  si  sit; i 

m i s 

nam  tum  pro  (a>l)  erit  a — M,  et  (a — , 
atque  (x — l)aw"1>-M;  et  hinc  multiplicando  u- 


trinque  per  * j — , erit  an  >*  — — 


quod 


t 


. * a m Ma/z-mfl  — l 

si  Fuerit  , tanto  fortius  fiet  7- — 7 ; 

1 a — l 

consequ.  (f)x  >f«  erit,  si  ipsi  x substituatur  a> 


y/fc 

lfl/M.  Facile  hoc  ad  exempla  proxime  allata  ap- 
plicatur. 

10mo.  Ita  si  ( 360  ) transformetur  aequatio  , 
ponendo  , atque  aequatio  ordinetur  : reper- 

ta tali  quantitate  Q , qua  si  y majus  accipiatur  , 


valor  functionis  novae  ^ •»*;  crlt  (Pro  Q'>  Q ) j 
< — , per  y radicem  vam  novae  aequatio- 
nis inteiligendo  ; adeoque  , nempe  —L  est 

^ y 

minima  radice  >fva  aequationis  minor.  Itaque,  in 
praec.  tale  prodierat,  quo  radix  major  esse  nequit, 
quia  tum  (i)x  fieret  et  nou  o,  hic  autem  tale 
prodiit,  quo  x majus  est. 

limo.  Quoad  radices  ~vas  autem  transforman- 
da aequatio  in  taleni  est  (per  373),  cujus  radices 
l|ivae  per  -“•!  multiplicatae,  exhibeant  radices  n-i  vas 
prioris  ; atque  limitibus  radicum  i$<  varum  aequatio- 
nis novae  quaesitis,  limites  radicum  m varum  prio- 
ris reperientur. 

Vix  autem  monendum  est  , heic  limitem  nou 
sensu  superiori  accipi;  item  qtiod  si  radix  mia  a 

ipsius  (Qa— o prodierit,  — — praebeat  aequatio- 


nem uno  gradu  inferiorem  , cujus  radices  pariter 
quaeri  possunt.  Patet  etiam  , quod  si  terminus  ul- 
timus deficiat  , tinam  radicem  /erum  esse  ; nempe 
si  o substituatur  ipsi  x , functio  ad  o redigetur  ; 
[?st  quoqtte  termini  ultimi  o imus  factor  =;  o.  Ita  si 
ermintts  secundus  deficiat,  sumnia  radicum  ir:  o 
>st  ( 365  ) , adeoque  summa  radicum  Avarum  est 
iUmUiae  vannit  aequalis.  Ita  etiam  patet  coeffici- 
entem  termini  ‘2di  non  posse  realem  esse  , nisi  ra- 
dices imaginariae  (si  adfuerint)  se  invicem  destru- 
irtt.  Patet  quoque  'radicem  i{«vani  non  dari  ; si  coef- 
fidentes  omnes  (etiam  ipsius  x10)  >J<vi  sint  ; nam 
tum  pro  quovis  valore  ipsius  valor  i^vu$ 

et  nou  o erit. 


12mo.  Si  autem  aequationis  radicem  per  di- 
ita  inter  certos  integros  contineri  constet,  atqui 
entationibus  inter  illos  factis,  prodierit  talo  w, 
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ut  vera  radice  x dieta  , x — w sit  ex  gr.  < vel 

C/c  - - - , nempe  xv+f  ( denotante  f fractio- 
nem veram  exiguam)  ; erit  methodo  Newtoniana 

x°  ~ ( wf/J n = w ” f 7i\\ n~ fff 

pxn-x  = = pwn  imtp(/i—  i )w M~2/t/"/  et 


t — t \ atque , id  est  summa  termi- 
norum  , in  quibus  fractio  [vera/ ad  una  altioreui 
potentiam  elevata  est,  F/ dicta  ; erit 

(f)x  = W n+J}Mnml  + 

tf/Av”'1  fjj(n — l)wv‘3  — 2)ww"3-  - “J\v]/fF/—  o 

atque  hinc  1 

v - - - “hnvtf — F/  ^ 

f HW  n'1Jrp(  n — 1 — 2)wr3 j;s 

unde  ex  aequatione  et  quantitatis  deficientis  limi 
te,  aestimando  maximum  errorem  qui  committ 
potest,  negligendo  F/  ob  potentias  fractionis  verat 
exiguae  aitiores  ; omisso  Fjf  fit  x — w +/  ~ 

w n + p\\ni  + yw”~3 ^ t _ , 

n\\n~ 1 1 C n—i^pv*  n'2i(st—2)fjv,  n 3 ’ Gt  3 

denom.  eundem  reducendo,  et  addendo,  fit 

(n — l)w  f(  n—2  )p\vfi'1f  (n— 3)y w”-3 1 

x ~ (w — l)p\vnm-f(n — 2')qwn‘9 

Approximando  hoc  pacto,  valore  reperto  w'  item 
luivmn  / quaeritur  ; et  operatio  juxta  dicta  toties 
quoties  repetitur. 

Altera  methodus  est  Las;r<mge\ ana.  Si  nempt  1 
prodierit  integer  a radice  proxime  minor  , ( aui'11 
valor  talis  uti  supra  w)  , ut  radix  vera  x sit  ~ Y 

t i 

a+  Cp*o  #>Q;  substituatur  in(T;.r,  «f— 5-v!s 
J V 

ipsi  x 5 it  mdii  , ta  aequatione  quaeratur  integer  t 

n 
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1 


tione  proxima  (in  qua  a\ - — - substitutum  ipsi  x est) 

•/ 

(?)y  dicta,  substituatur  in  (V )y , b + ipsi  y \ et 

ii' . y' 

11  quaeratur  integer  b'  ipso  y*  proxime  minor;  atque 
idem  semper  repetatur;  ita  ut  si  prodierit  b cum 
fi  accentis  iquod  dicatur  j3 ) integer  ipso  y totidem 
accentis  insignito  (quod  dicatur  Y ) proxime  mi- 

!)  1 

nor,  substituatur  in  aequatione  novissima,  /3  + ^ , 

ipsi  Y fper  Y'  intelligendo  y uno  accento  pluribus 
quam  Y habet  nempe  pfl  accentis  praeditum 


Itaque  radix  incommensurabilis  fractione  conti - 
nua  dicta,  in  infinitum  protensa  approximatur:  sed 
.de  fractionibus  continuis  paulo  inferius  agetur*  Patet 
vero  superius  incipiendo  usque  ad  b , b\  b”  - - • al- 
nternatim  esse  valorem  radice  majorem  minoremve, 
f quam  si  ilii  b ubi  subsistere  libet,  1 addatur. 

§.  40.  Si  plures  fuerint  incognitae  y - - - 
et  totidem  aequationes  gradus  Imi  tales  dentur,  qua- 
rum nullius  veritas  aut  falsitas  e reliquis  fluit: 

1.  Aut  quaeritur  ex  una  valor  ipsius  x , qua- 
ii  reliquae  incognitae  notae  ess  *iit , et  reperto  va- 
ore,  substituto  ipsi  a*  in  aequ  ti  me  sequente,  quae- 


. 


Ili 


VV  * 


I 
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rlfiir  ex  hac  valor  ipsius  y,  qui  hoc  pacto  neque 
x nec  y continet;  atque  si  z adfuerit,  substituto 
iu  aequatione  sequente  valore  ipsius  x prius  reper- 
to , et  tum  ipsi  y substituto  ubique  valore  proxi- 
me reperto  , prodibit  aequatio,  in  qua  y non 

amplius  adsunt,  et  nonisi  % est,  si  in  initio  tan- 
tum x,y,z  fuerint;  adeoque  z reperitur  ; et  inde 
regrediendo,  ex  aequatione,  in  qua  nonnisi  y et 
z erant,  substituendo  valorem  ipsius  z,  prodibit  y, 
atque  ex  aequatione  in  qua  x,  y,  z sunt,  substitu- 
tis jam  repertis  valoribus  ipsorum  x , y,  prodibit  x 
quoque. 

Quotvis  autem  fuerinf  incognitae  numero  p ,* 
progrediendo  ad  aequationem  sequentem  vtain  , in- 
cognitae  numero  v— i disparent;  adeoque  demum 
una  manet  ; inde  reperto  hujus  valore  per  aequa* 
tiones  per  quas  descensum  est  ascendendo  , omnes 
prodeunt. 

2.  Aut  ita  transformantur  aequationes  , ut  e 
sumina  earum  nova  aequatio  promanet  talis  , in 
qua  coefficiens  omnium  incognitarum  , praeter  u 
nam  (quam  quaerere  libet),  zzo  sit:  quo  pacto 
incognita  ista  reperitur. 

Kx  gr.  Sit  ax\  byzzc 

et  a'x1rb'y=:c' ; erit  ( juxta  1) 

c— h 


quo  substituto  in  aequ.  sequente  erit 


c'  — 


_ a'(c — by  ) 


a 


\b',j  - 


a'c ■ 


•dby 


a 


+ b'y  , et  hinc 


, a' b afc  , A , . 

V\b + — — c~  oy  atque  hinc 


V + 


a’c — c'a  . b'a — a'b 


a a 

( a'c — c'a) 


=o  , consequ. 


ac' — ca' 


ab'— (tu' 


ab' — ba 


• » 


atque  hoc  in 


X' 


c — by 


cb'—bc 9 


substituto,  fit  x r= 
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1 deni  modo  2do  prodit:  nempe  multiplicando 
aequ.  priorem  per  b\  posteriorem,  per— A,  et  ad- 
dendo fiet  x(ab' — a'b)^y(bb' — bb' )xzb'c — bc,  unde 
x idem  prodit,  quod  prius.  Pariter  y prodit. 

Utrumque  ad  tres  pluresve  incognitas  applicari 
potest. 

EXEMPLA.  1.  Quaerantur  duae  quantitates  x 
et  y tales,  ut  .rfy—s  et  x — yzzz  d : erit  methodo 
priore  x~s — y , quo  substituto  in  sequente,  est 
$ — y — yz=d , unde  — 2y=d — s , adeoque  2 y~s — d , 

et  y = — ~ \ et  lioc  substituendo  in  — y , fit 

*r\d 


X zzz- 


2 


Modo  posteriore  substituto  s ipsi  c % ct  d ipsi 
c\  ac  1 ipsis  a et  u'  et  b , atque  — 1 ipsi  b”  \ erit 


j.(—  1 )j — I.d  —(s+d) 


•*= 


—2 


sfd  _ 

ut  prius. 


1. (— O—l.l 

2.  N&ta  est  mulorum  de  sarcinis  snis.c-o.nque« 
irentium  fabula,  prioris  sarcina  est  # , alterius  y\ 
is  tantas^  esse  suam  queritur,  ut  si  bic  illi  pondus 
~1  fragret,  aeque  grayati  essent;  hic  autem  re- 
spondet suuiu  pondus  dapium  fore,  si  is  illi  ] tra- 
deret. Erit  bine 

xfl—y — 1 , et  y\  1=2(^— 1),  adeoque 
» — y— — 2 et 

2x — y= 3;  itaque  ^i^tiplicando  superiorem  per 
— l,et  addendo  (id  ©&t  superiorem  subtrahendo  ex 
inferiore ) coefficiens  ipsius  y erit  o,  et  #=5  erit* 
quo  substituto  in  quavis  aequatione,  erit  y= 7. 

Idem  prodit,  si  superius  ponatur  1^  b——* l9 

c= — 2,  «'=2,  b'^z — 1,  c'- r3. 

Exempla  ad  plures  incognitas  passim  reperire 
et  Tyrones  ipsi  condere  possunt:  quotvjs  autem  in- 
cognitae fuerint  , ingeniosa  a Bezout  data  regula, 
r<  periri  possunt.  Nimirum 
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Si  e rebus  a , h , c , d construantur  permutatio- 
nes , ita  ut  prius  prodeant  ab , et  ba , ac  priori  prae- 
ponatur signum  + posteriori  — , et  semper  omnibus 
permutationibus  factis  literarum  permutatarum  susci- 
piatur operatio  sequens  , cum  singulis  eo  ordine 
quo  prodierunt:  nimirum  sequens  litera  nova  post* 
ponatur,  deinde  migret  ista  seper  uno  porro  ver- 
sus sinistram  , donec  omnes  ad  dextram  post 
se  relinquat  ; et  prima  harum  permutationum  , iu 
qua  litera  nova  ultima  versus  dextram  est,  retine- 
at signum  illius  , cui  postponitur,  reliquae  autem 
quavis  migratione  uti  prodeunt  signum  mutent;  at- 
que si  prodierint  permutationes  A,  B. ---  , prius  ex 
A generentur  modo  dicto  aliae,  tum  ex  B , et  ita 
porro,  ac  ordinentur  uti  prodierunt,  prius  ex  A ge- 
neratae, tum  ex  B generatae, 


Regula  porro  est  sequens  : quod  si  fuerint  tot  in- 
cognitae quot  aequationes  primi  gradus  , et  coeffi- 
ciens  ipsius  x sit  litera  a , coefficiens  ipsius  y sit 
litera  b , ipsius  % litera  c et  ita  porro  ; quaevis  in 
priqia  aequatione  sine  accento,  in  2do  cum  uno,  in 
3iia  cum  duobus  , et  ita  porro;  ad  dextram  vero 
sit  litera  sequens  post  omnium  coeffieientium  li- 
teras  , cum  eodem  accento  quae  in  aequatione  est ; 
litera  ista  vero  denotet  partem  aequationis  cogni- 
tam , ita  ut  alterius  membri  , quod  ad  sinistram 
est,  quivis  terminus  sit  factum  ex  incognita  in  co- 
gnitam : tum  in  denominatore  describantur  litera- 
rum coeffieientium  permutationes  omnes  , quae  Ii* 
teras  illas  omnes  continent,  illo  ordine  quo  modo 
dicto  prodierunt,  atque  iis  signis  afficiantur  qui- 
bus prodierunt:  tum  pro  valore  cujusvis  incogni- 
tae scribatur  in  nnmeratore  supra  li  teram  coeffici- 
entis  incognitae  illius,  litera  quae  ad  dextram  est; 
praeter  hoc  vero  supra  quamvis  literam  denomina- 
turis, ponatur  in  numeratore  quoque  litera  eadem, 
et  in  quovis  termino  tam  numeratoris  , quam  de- 
isiatoi  is  litera  prima  sit  sine  accento,  quaevis 
sequens  \ ero  acquirat  unum  accentum,  4 


■ 

l' 


«i 

e 


* 

di 

ii 

ti 

to 
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pemonstratione,  ingeniosa  et  elegans  haec  lex 
digna  videtur.  Si  valet  haec  regula  de  qtlotvis  in- 
cognitis usque  ad  certum  numerum  v incognitarum 
1 (a  2 idcipiendo},  demonstratur  valere  eliam  denu- 
mero incognitarum  uno  majore;  atqui  verum  est 
de  2,  de  3 incognitis  ab  inductione 

I.  Exprimantur  literae  numeris,  primae  inco- 
gnitae x coefficiens  a numero  1 : secundae  y nume- 
ro literae  ipsius,  nempe  per  2 & c* 

Multiplicentur  omnes  aequationes  praeter  ulti- 
mam ; prima  per  ra,  sequens  per  w,  3tia  per  p 4ta 
per  q sint  m,n,p,q integri;  tum  subtra- 

hatur ultima  aequatio  e summa  priorum  , atque  in 
differentia  ponatur  omnis  incognitae  v praeter  illam 
cujus  valor  quaeritur ) coefficiens  et  erit  valor 

I incognitae,  cujus  coefficiens  remansit  = membro  ad 
dextram  , diviso  per  coefficientem  incognitae  , 

Ex  gr.  Sit  la:  4 2y  4 3z  + \u  4 rov  =6 

J l'x  4 ‘2! y 4-  3'z  4 4 'u  4*  5'#  —(i* 

l"x  4 2 "y  4 3"s  4 4 "u  4 5"f?  =6" 

\mx  4 2 !"y  4 3 Mz  4 4 '"//  4 5fVp  =6'" 

\""x+2""y  4 3""s  4 4""/i4  5'"V  =6"" 
erit  x ( m l'*}*/? A,,Jcql2!" — &6't l* 6/;' — 6"" 
et  m6  ^ ?/6'  f p6"  <76"' — -6'"1 

7i\‘  j />  1" "t  — i" " si  nimirum 

m2+  ?i2'+p2"+  qW='±'m 
^34  n3'+p3”  4 q3,,,=3"u 
m 4 4 w 4'  4 jo  4"  4 q 4/,,~  4,,,, 

5 4 /*5'4/i5"‘4  25"'=5"" 

Ita  valor  cujusvis  alius  incognitae  per  dicta 
determinatur;  at  patet  expressionem  valoris  ingre- 
di numeros  indeterminatos  m,  n,  p,  q ne  pe  novas 
incognitas,  sed  datis  una  pauciores,  pro  quibus  to- 
tidem aequationes  damur;  adeoque  si  pro  tot  in- 
cognitis valeat  regula  a 1L  data ; determinemur 
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ope  istius,  incognitae  m,  w,/>,  et  in  valore  ipsiii: 
x substituantur  valores  reperti  ; ideni  fiat  pro  valori 
bus  y,  et  inquiratur  num  valores  boc  mod< 


reperti  , regulae  congrui  sint.  Posito  valere  regu 
Jam  de  v incognitis,  fcujus  vicem  modo  stibea 
4j;  determinabuntur  juxta  regulam , ilicognitae  m 


9h  P->  q ex  aequationibus  earum  dictis  , qUae  mode 


sequente  exprimantur 


^ ^ ^ 

Jm  + |2 n + 3 p 4* 

Vm  + 2'n  + 3'p  + 


* 

4ry  S 
i'q  = 


' 


l"m  + 2 "n  + 3>  + 4 "q  — 5 


rJ» 


4 ‘"q—  5 


rjr, 


CUIVIS  Sil 
denotetui 


l"'m+  V'n  + 3 '>  + 

ubi  stellula  cujnsvis  columnae  numero 
perposita  cogitetur,  ut  per  numerum 
quidem  , quotaenam  incognitae  coefficiens  intelli 
paiur  , sed  valor  ab  illo,  quem  numerus  idem  sine 
s ellula 'denotat  in  prioribus  aequationibus,  diver 
sus  significari  queat. 

Ii.  Interim  valores  incognitarum  ex  proximis 
aequationibus  per  regulam  a Bezout  datam  expressi 
f cile  in  numeros  stella  carentes  transferri  modo 


Elii 


* * 

sequente  possunt:  nempe  1 denotat  2,1'  denotat 
3,  et  ita  porro  deorsum  numero  accentorum  unoi  n 

* 

major  uno  majus  denotat;  porro  2 mutatur  in  2', 

ifc  Zfc  & 

3 in  2",  4 in  2"';  ita  1'  in  3 , 2'  in  3'  ; verbo  nti- 
mero  accentorum  additur  2 ut  prodeat  numerus,  et 
numerus  unitate  mulctatus  dat  accentorum  nume- 
rum ; nam  in  suprema  aeqtiationum  proximarum 
accentus  ubique  o est  ; in  illis  acquivalentium  su- 
prema verti  efct  tlbiqiie  ; aCcentUsquc  in  liac 

est  in  loco  primo  — l tum  quovis  loco  acce* 
dit  unus  accentus,  mi  numerus  crescit  uno  in  aequa- 
tionum primitivarum  suprema;  porro  autem  in  bis 
in  quavis  columna  verticali  deorsum  accenti  in  qua- 
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vis  linea  uno  crescunt  , uti  numeri  in  prioribus 
in  quavis  linea  eadem  horizontali  manentes  ii- 
dem  ; itaque  2 addito  numero  accenti  dat  semper 
numerum  prioris  ; et  accentum  esse  semper  o pa- 
tet dum  1 transfertur  qualivis  accento  gaudeat  , 2 
ivero  dare  accentum  4 ; et  ctim  in  primitivis  aequa- 
Irionibus  numeri  in  quavis  linea  horizontali  ab  1 
progrediantur,  priorum  vero  idem  numerus  quovis 
loco  unum  accentum  nanciscatur,  est  numerus  ac- 
centorum in  translatione  numerus  translatus  unita- 
te mulctaius.  Ubi  nullus  accentus  est  , reputetur 
pro  accento  o.  Aequationes  ipsorum  m,  n - - (p.384) 
primitivae  dicuntur  , quibus  priores  aequivalent. 

Si  igitur,  numerus  incognitarum  in  aequatio- 
nibus totidem  prius  propositis,  quivis  sit,  et  lex  de 
incognitis  una  paucioribus  valeat  ; considerato  ca- 
su proposito  (in  quo  numerum  5 e demonstratione 
ipsa  quemvis  repraesentare  posse  patebit):  pio 
valore  ipsius  x erit 


* 

m 


* 

* 

* 

* 

* * * * 

* * « * 

5 

2' 

3" 

4"' 

— 5 2'  4"  3'" 

+ 5 4'  2"  3"'--- 

= l 

2' 

3" 

4'" 

-12'  4"  3'" 

+ 14'  2"  3"  - - 

* 

* 

* 

* 

* * * * 

* * * * 

1 

5' 

3" 

4"' 

— 1 5'  4"  3"' 

+ 1 4'  5"  3'"--- 

— I 

2' 

3" 

4" 

— 1 2'  4"  3"' 

+ 1 4'  2"  31"  - -- 

* 

* 

* 

* 

* * * * 

* .*  * * 

1 

2' 

5" 

4"' 

— 1 2'  4"  5'" 

1 

l 

1 

tb 

rj< 

+ 

“1 

2' 

3" 

4"' 

— 1 2'  4"  3'" 

+ 1 4'  2"  3'"--. 

* 

* 

* 

* 

* * * * 

* * * * 

1 

2' 

3" 

5'" 

— 1 2'  5"  3"' 

+ 15'  2"  3'"  - - - 

“1 

2' 

3" 

4'" 

— I 2'  4"  4'" 

-f-  1 4'  2"  3"' 

atque  translatione  (per  II  ) facta,  erunt  valores 

3'  4"  5"'  2,,,, 


m = 


2""3'  4"  5 u,~ 
2^47r5>75- 


2 y 4"  5"' 


A A a 
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2 3"" 

4" 
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5"' 

3S6  ) 
_ '1  4" 

5"' 

3""  — - - - 

~~  2 3' 
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2 3' 
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2 3" 
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Ita  si  quaevis  alia  incognitarum  quaeratur 
dem  modo  reperiuntur  talia  //i,  n - - - ut  coeflicien- 
tes  reliquarum  evanescant  ; atque  quum  pro  aliis 
incognitis  non  eadem  m,  /*«--  ponantur  , et  statini 
dicenda  M,  N - - - non  eadem  pro  diversis  incogni- 
tis sed  concernentia  intelligantur. 

Quae  de  valore  ipsius  x demonstrabuntur  , mu 
tatis  mutandis  ad  y,  applicari  poterunt. 

Quomodo  autem  ad  singularem  hanc  regulam 
perveniri  potuerit  , perspici  ex  exemplo  (p. 380)  al 
lato  potest,  sicubi  coefficientes  incognitarum  (si 
in ul  cum  coefticiente  potentiae  exponentis  o ) ita 
ut  ibi  designantur  , denotare  contigit. 

Denominator  tarn  valoris  m,  quam  reliquarum 
incognitarum  w,  ^ est  idem  continens  omnes; 

• * * * . 

permutationes  numerorum  1,  2,  3,  4,  dicatur  d;  et 
denominator  d valorum  eorundem  ///,  //,  />,  q post- 
quam modo  dicto  in  numeros  stellula  carentes  trans-  jj 
lati  sunt,  dicatur  D ; numeratores  autem  sint 
M,  N,  P,  Q.  Eritque 

+ + Q— 6"'» 

D 


iis 

laii 


x 


1M  4*  PN  + lVP+J^Q— lrtw 
D 


6.m+g/.n+6''.p+6///q--d.6''" 

1 .M  + 1 UN  + 1 " .P  + 1 ‘ f'Q— D.  l77" 

Ita  pro  reliquis  incognitis  quoque  respectivc  con- 
cernentibus «,  q repertis  ; erunt , pro  quavis 
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incognita,  concernentia  (id  est  pro  illa  prodeuntia) 
M,  I\  - - - , intelligendo  ,* 

C.VT  + 6,.N  + 6/,.P  + 6^  rQ — D.6m// 
y~  2.M  + 2/N  + 2'/.l,  + 6/"Q— D.2 >" 

6.M  + 6/N  + 6/'.P  + 6/".Q— D.6"" 

* ~ 3.M+3/.N^r^P+3'"  Q— D.3''''~ 
6.^+6'.N  + 6'  '.P  + 6'".P— D.6"" 
u ~ 4.M i- 4'. N + 4II,.P  -t-411' . Q— 0.4'/  • i 

III.  Si  translatio  formularum  , qua  D ex  d , 
et  qua  M ,N,  P,  Q prodeunt  consideretur,  cum 
fper  hyp ) in  quovis  termino  sint  accenti  o ! H ’»* 
patet  (per  II)  prodire  in  quovis  termino  ipsorum 
0,  M,  N,  P,  Q numeros  2,  3,  4,  5,  accentos  vero  in 
) esse  in  quovis  termino  o ' " ; quia  terminus 

juilibet  ipsius  d est  permutatio  numerorum 

t * * * 

L,  2,  3,  4 ; unde  etiam  in  D prodit  permutatio  quae* 
yis  numerorum  2,  3,  4,  5;  quia  prouti  in  d permu- 
tantur numeri  1,  2,  3,  4 , imaginis  2,  3,  4,  5 , ab 
iccentis  constantibus  o ' " pendentis  , accenti 
ta  migrant  in  imagine  dicta  , omni  permutatione 
ipossibili  ; itaque  si  semper  juxta  accentos  dispo- 
lantur,  patet  permutationem  quamvis  (nee  eandem 
maginem  bis ) prodire,  quia  tum  permutatio  eadem 
s n d bis  occurreret. 

Porro  cum  in  expressionum  illarum  , e quibus 
VI,  N,  P,  Q depromta  sunt , quavis  adsint  omnes 

* * * * * 

)ermutationes  numerorum  1 2 3 4 5 , nempe  in  illa 

* 

b qua  M translata  est,  absque  1,  in  illa  e qua  N trans- 
* * 

lata  est,  absque  2,  absque  3 in  illa  e qua  P ^c, 
deprompta  est  (per  hyp)  ; patet  adesse  quidem  in 
0|  quovis  ipsorum  M,  N,  P,  Q omnes  permutationes 
rl  numerorum  2 3 45,  sed  in  M deesse  accentum  o 

A A,  a* 


( 


3SS  ) 


propter  defectum  numeri  1 in  expressione  e qua  de 
ducitur,  in  N deesse  accentum  ' in  P accentuir 


in  Q accentum  propter  defectumt^mimerorim 


* * * 

2,  3 , 4 in  expressionibus  primariis  dictis;  nempt 


( per  II)  ubi  1 deest  , in  translato  accentus  o de. 


est,  nam  numerus  accenti  est  zr  numero  ipsi  uni* 


tate  mulctato  ; ita  ubi  2 deest,  in  translato  accen 
tus  2 — 1 = 1 deesset  debet  &*c.  3 


yai 

Iti 


Si  jam  in  expressione  superiore  ipsius  x in  nu 
moratore  cuivis  termino  ipsius  M praeponatur  6 si 
ne  accento  , in  quovis  termino  ipsius  N praepona 
fur  6'  cum  uno  accento,  (scilicet  ibi  datur  acceh 
tus  o),  in  P loco  tertio  ponatur  in  quovis  termi 
no  6",  in  Q loco  quarto  6"'  in  quovis  termino  , e 
6""  Joco  ultimo  cujusvis  termini  ipsius  D;  in  de. 
nominatore  vero  plane  in  loca  dicta  ponatur  1 cum 
iisdem  accentis  ; prodibunt  superius  permutatione* 
omnes  numerorum  2, 3, 4, 5, 6,  inferius  omnes  numero, 
rum  1,  2,  3,  4,  5;  et  quum  ita  ordinentur,  ut  in  valort 
ipsius  oc  , ubi  1 infra  stat  , semper  6 stet  supra  1 
reliqui  numeri  etiam  in  quovis  termino  iidem  cum 
iisdem  accentis  in  quavis  verticali  iidem  esse  pote- 
runt.  Itaque  pro  valore  ipsius  x juxta  regulam  ll 
prodeunt  termini  , praeterquam  quod  signa  rite  1 
prodiisse  demonstrandum  supersit. 

Idem  pro  alia  incognita  patet,  si  liaec  Jocum  irt  S! 
aequationibus  cum  x permutet. 


IY.  Quod  autem  signa  attinet:  sit  p numerus 
incognitarum  in  aequationibus  totidem  propositis  : 


erunt  //&,//•••  numero  p — 1 , ex  totidem  aequatio- 


nibus determinanda.  Dicantur  permutationes,  quae 
pro  valoribus  ipsorum  m,  «•--  ( per  byp)  juxta 
regulam  B • rite  prodeunt  , primitivae  , et  eaedem 
(p.  381)  in  numeros  stella  carentes  translatae  di- 
cantur translatae  priorum  ; denotetque  heic  litera 
in  locum  exponentis  accento  postposito  numerum 
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Accentorum  illius  numeri , cui  quasi  exponens  ad- 
ponitur. 

Quaevis  primitiva  permutatio  numerorum 

* * 'f' 

1 , 2, (p — 1)  gaudet  signo  •+,  regulae  B.  con- 

venienti , et  translata  quoque  illius  signum  idem 
retinet  , atque  permutatio  cuivis  superimposita  si- 
5110  eodem  gaudet. 

Erit  autem  jx  aut  par,  aut  impar;  et  p — 1 in 
:asu  priore  fiet  impar  , et  par  in  posteriore.  Si  p 
par  fuerit,  prodibunt  pro  valore  ipsius  x ( 386) 
termini  denominatoris  omnes,  quoad  numerum  ac- 
centorum ordinati  , regulae  convenientes  ; nempe 
tum  permutationes  in  D regulae  contrariis  signis 
praeditae,  praeposito  signo  — valorem  regulae  con- 
venientem dabunt , nt  statim  patebit. 

Si  vero  p impar  fuerit  ; tum  omnes  denomina- 
i oris  permutationes  , simul  cum  terminis  ipsius 

I—  , juxta  numeros  accentorum  ordinatae, 

dgna  regulae  contraria  habebunt ; atque  tam  nu- 
meratoris quam  denominatoris  , opposita  accipien- 
do, valore  ipsius  x immutato,  singuli  termini  signa 
regulae  convenientia  nanciscentur. 

Consideretur  enimvero  prius  tantum  in  d per- 
mutatio primitiva  prima  , et  huic  in  numerator© 

u2'3".  r*  rfrV' 

mperimposita  ; nempe  ~ — - ; 

1 2' 3"--  - (h— 1 

srit  superioris  translatu  una  permutatio  ipsius  M, 
11  feri  oris  translata  erit  una  permutatio  ipsius  D ; 

iritque  translata  numeratoris  (si  extremi  pertim- 
entur , juxta  numeros  accentorum  ordinando) 

I1'4" f inferior  autem  erit 


c 390  ) 


o 


i |M-. 


Atque  hinc  pro  valore  ipsius  .v  i« 
per  translationem  prodibit 

(H-n.3',411  - p(  V"2)' .iCl1'1 1'  Ja  D.QtQ 

1 . 3'. 4" -- - /t*  2'>' ,'l( V-1)'  ’ D . 1^*0  \' 
2.3'.4‘i  - --  ■ < u+1)^'1 


t l 


autem  prodibit 

2.31.4"--.  V-’1' 

Termini  tantum  denominatoris  considerandi  ve. 
niunt  ; nempe  in  denominatore  , [si  incognitae  nu- 
mero jx  fuerint,  permutationes  numerorum  1,2-'  y 
omnes  prodeunt,  et  dein  pro  x supra  1 ubique  po- 
nitur jx+l,  reliquis  literis  autem  iisdem,  etiam 
signa  accentique  ubique  eadem  ponuntur. 


Translatae  permutationes  quaevis  cum  primi- 
tivis eodem  siguo  gaudent,  tantum  valorem  facti 
e quantitatibus  permutatis  tanquam  factoribus  pro- 
ducti respiciendo  ; sed  praeposito  1 tanquam  mul- 
tiplicatore , permutatio  13'  4"--- 2^“*^ 
quae  quoad  valorem  signo  + gaudet  , ut  factum 


^ ^ ^ ^ / n y 

ex  1 et  translata  ipsius  + 12  3 (jx — 1 ) ^ , 

si  |x  impar  fuerit , juxta  regulam  signum  — habebit. 


JXam  numerus  numerorum  in  permutatione  in- 
ter 1 et  2 erit  jx — 2,  adeoque  par  si  jx  par  fuerit, 
et  impar  si  jx  impar  sit  ; 1 2 vero  habebat  +;  po- 
natur prius  3 ad  finem  dextrum,  manebit  signum 
idem,  permutet  3 locum  cum  praecedente  2,  fiet 
— ; ponatur  sequens  nempe  4 ad  finem  dextrum  , 
manebit  — , permutet  4 locum  cum  3,  fiet  -f;  et 
ita  porro  , semper  numerus  sequens  inmediate  ma- 
jor ponatur  ad  finem  dextrum  , qui  signum  prae- 
cedens retinens  permutet  locum  cum  praecedente, 
donec  nullus  major  supersit  : hoc  pacto  patet  to-  I 
lies  permutari  signum  , quot  numeri  inter  extremos 
sunt-,  et  si  numerus  mutationis  signi  par  sit,  signum 


/ 


-L  manere,  si  impar  sit,  signum  — juxta  regulam 
Jjtii,  Itaque  pro  jx  pari,  id  quod  prodit,  convenit 
regulae  , pro  jx  impari  autem  contrariatur. 

Item  si  Y par  sit, — legi  conveniens 
est;  si  jx  impar  fuerit,  contrariatur.  Nam  tum  1 
erit  ultimus  ; nempe  heic  numerus  accenti  uno  a- 
uctus  numero  loci  ; numeri  intermedii  sunt 
uni  prius  in  termino  primo  ; itaque  quum  21  gau- 
deat juxta  regulam  signo  — . prodibit  pro  [x  pari 

Di fM)'  cum  signo  — ; itaque  factum 

i juxta  regulam  quoque  signum  — habebit;  vaiori 
ipsius  a;  etiam  satisfaciendo. 

Si  vero  Y impar  fuerit;  prodibit 
juxta  regulam  cum  signo  + : itaque  quum  et  praecc* 
dentes  permutationes  denomimaioris  signis  legi  con- 
trariis praeditae  sint  ; tam  numeratoris  quam  de- 
nominatoris  oppositum  accipiendo  , valore  ipsius 
v immutato  , signa  legi  quoque  convenient  , (nem- 
pe tum  etiam— in  + mutabitnr). 

Quod  autem  e solo  termino  denominatoris  pri- 
mo ad  omnes  concludi  queat,  patet  sic:  quaevis 
permutatio  fuerit  iu  translatis,  quibus  a;  modo  di- 
:to  exprimitur;  illa  ex  aliqua  primitivarum  dicta- 
rum orta  adposito  1 iu  denominatore  juxta  accen- 
tum ejus  , et  supra  id  p+l,'cum  ea  signum  idem 
habet  in  expressione  ipsius  , (abstrahendo  a le - 
%e  B),  Facile  autem  perspicitur  ; quod  permutatio 
quaevis  rerum  certarum  , e quavis  permutatione 
earundem  produci  queat  , permutatione  unius  aut 
plurinm  certarum  cum  immediate  praecedente  ad 
laevam  certo  numero  facta,  et  quaevis  ejusmodi 
permutatione  signum  per  legem  B . mutetur  ; atque 
etiam  dum  in  primitiva  permutatur  aliqua  cum  prae- 
cedente ad  laevam,  et  in  translata  ejus  mute- 
i).  tur  signum  : atque  hinc  patet  quod  st  prior  p.ermu- 
^atio  superius  dicta  legi  convenerit,  conveniant  o- 
m nues;  si  non,  tum  omnes  signa  contraria  habeant: 


I 
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quae  uberius  texponere,  tam  prolixitas  vitanda  quam 
brevitas  necessaria  vetat. 


Consequ.  de  x regula  generaliter  valet;  nem- 
pe  sive  par  siive  impar  fuerit  p valet  , si  de  p — 1 
valet;  valet  aditem  de  duabus , tribus,  et  quatuor 
incognitis;  itaque  valet  de  quinque,  et  hinc  de 
sex  , atque  inde  de  septem  , et  ita  porro. 

Parique  modo  de  reliquis  incognitis  demon- 
strando gener  aliter  constat. 


§.  41.  Si  autem  aequationes  gradus  Imi  pauci- 
ores  fuerint  quam  incognitae  (342  ) : tum  accipi- 
endo  tot  incognitas  quot;  aequationes  datae  sunt: 
earum  valoribus  quaesitis,  reliquis  incognitis  arbi- 
trarie quidvis^  substitui  potest  , nisi  certa  restricti- 
one posita,  valores  incognitarum  certa  qualitate 
praeditos  esse  oporteat. 


1 


Exgr.  Pnt>  10;rJ-5 y +--7:—*—  100,  ex  y\z  — 

Ji 


100  , si  cujus  vis  incognitae  valor  integer  postule- 
tur,  #=1  , , et  £=90,  neque  alia  resolutio 

ulla  datur. 


Resolutio  ejusmodi  aequationis  ( mdetermuiatae 
dictae  gradus  Imi  ) pro  valoribus  incognitarum  in- 
tegris, commode  ope  fractionum  continuarum  per- 
ficitur : itaque  quum  et  superius  (379)  mentio  ea- 
rum fuerit  , atque  etiam  aequatio  quadratica  ope 
earum  resolvi  possit,  de  his  quaedam  dicenda  ve- 
niunt; quapropter  alia  adhuc  pariter  per  se  quo- 
que necessaria  praemittuntur. 

Imo.  Conversa  ipsius  (p.  60  ) quoque  valet, 
nempe  fractionis  terminis  nonnisi  per  aequalia  mul- 
tiplicatis , fractio  valoris  aequalis  prodit : sit  quip- 

A A'  A A' 

Sit  enim  — —=(7, 


pe  T/-- A/ ; 


tum 


a 9 


a 


a ’ 


et  •«—  — qX  rt  erit  A et  A = a(q  X r)  = 
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« , uq  a \ aq+ar 

an  II  nr,  Sed  r = t=  ~JJr7m  ? «7= 

1 * axq  <y  AJ  7 

uq^ar  , quod  nisi  r=o  sit,  fieri  nequit. 

2d o.  Si  A et  A'  numeri  inter  se  primi  fuerint 


tum  -^—r terminis  minimis  exprimitur.  Nam  exprima- 


A 


a 


tur  valor  idem  integris  minimis  per—  ; erit 


a 


a 1 


= — — , ac  (per  praec.)  A~aq  , 'et  , ubi 

A' 


q integer  (“praeter  l)  esse  nequit;  nam  nsni  inte- 
gros A,  A1  integer  metitur  , adeoque  non  essent 
primi.  Itaque  q aut  fractio  vera  , aut  summa  fra- 
ctionis verae  / et  integri  i est;  neutrum  esse  po- 

<*f  a 


test  ; fractio  vera  non  , quia  tum 


«■/ 


mi* 


a' 


a 


iioribus  terminis  exprimeret  valorem — r (comra 


a 


a ai  f af 


hyp.)  ; neque  ?=/+<  est;  nani  tum 

t : 


libi  numerator  denominato! que , ita  ai  et  a!i^  adeo- 
que af  et  af  integri  sunt  ; atque  uf<la  et  a'j<La' 
est  , quia  /<  1 ; itaque  valoris  ejusdem  non  esset 


minima  expressio  -^(contra  byp.)  , nam  — /jC 

a aj 


a 


3 lio • Si  A et  A'  item  numeri  inter  se  primi 
A a 

fuerint,  et  -r,  = — y- , et  A k~a  : tum  et  A'h—a' 
A a 


(per  linum);  k vero  integer  est,  si  a et  a'  integri 
sint.  Nam  ^<1  esse  nequit  : quia  £A<M  esset , el 


per  minoribus  terminis  exprimeretur(cou- 


tra  2(Uun) ; sed  k neque  summa  integri  i et  fracti- 
onis verae  / est;  nam  (ut  in  praec.)  item  non  es- 
set minima  ejusdem  valoris  expressio. 

BB  b 
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4to.  Si  N— ab  vel  ah  * - t , et  N , c/,  h , - - , i pi 
integri,  et  praeter  N’  omnes  numeri  per  se  primi  JC 
sint  , (nempe  quorum  nullum  alius  praeter  se  et  1 |cl 
metitur,  id  est  nullus  per  alium  integrum  divisus 
quotum  integrum  dat):  tum  l\  alia  factorum  pri- 
morum imagine  exprimi  nequit;  id  est  factores 
primi  quorum  factum  est  , semper  i idem  qui 

prius  sunt  , nec  praeter  factorum  ordinem  differunt. 

Nam  sit  prius  7i-=zab  , pro  a,  h per  se  primis: 
si  pro  q per  se  primo  esset  etiam  tinxi  ah 

ti  B ' • 

= fieret,  atque  hinc  ; et  quum  «,  q •)*) 

per  se  primi,  adeoque  inter  se  primi  (nisi  aequa-  a 
i es)  sint,  esset  ( per  3tium)  talis  integer  /*,  u?  «/=:!] 
et  qk=b  ; adeoque  b non  esset  per  se  primus.  Si 

vero  trzzq  , tum  B— b , propter  — = » = 


Consequ.  si  n e duobus  factoribus  primis  constat, 
ex  aliis  constare  nequit. 

Hinc  vero  de  quotvis  ad  uno  pltires  concludi- 
tur : nempe  si  nullus  integer  1 expressus  per  m fa- 
ctores primos,  (cujus  imago  sit  /),  queat  abstrahendo 
a factorum  ordine  ullo  modo  alia  primorum  ima- 
gine exprimi  ; accedat  factor  primus  v , et  sit  Iv 
: tum  N nulla  alia  factorum  primorum  imagi- 
ne nisi  per  iv  ( abstrahendo  a factorum  ordine)  ex- 
primi poterit. 

Nam  exprimatur  etiam  per  /3 y ( denotante  y 
numerum  primum)  ; erit  tum  iv~  fiy , atque  hinc 


■i-s=  ; ubi  (ut  antea)  y et  v inter  se  primi  sunt 


adeoque  fpro  certo  integro  b)  est  i~  yh  ; et  si  b 
imagine  factoium  primorum  expressum  K dicatur, 
erit  i—yK , et  quum  i ex  m factoribus  primis  con- 
stet, * et  yK  aequales  imagines  sunt.  Atque  hinc 
est  tr— epK  ; et  quia  ir=py  erat  , est  t?yK=j3y,  adeo- 
que (3;  *ed  iv  adeoque  ryk  constat  ex  /// -l-  i 


( 3^5  ) 


nimis  factoribus  , itaque  vK  constat  ex  m , pt?i 

lyp.  autem  numerus  qui  per  m factores  primos  ex- 

nimitur,  alia  primorum  imagine  exprimi  nequit. 

3onsequ.  t?K  et  |3  eadem  imago  est ; adeoque  r/K 

)t  iv  ac  eaedem  imagines  sUnt. 

♦ 

5to.  Hinc  si  primorum  a,  6-*  - quilibet  seor- 
sim  metitur  numerum  N ; eundem  N et  productum 
3 quibuslibet  eorundem  primorum  metitur.  Nam 
>it  n imago  ipsius  N factoribus  primis  expressi;  et 
N 

sit  — - =z  Q,  adeoque  N «Q  , et  sit  q imago 
ct> 

psilis  Q factoribus  primis  expressi  : erit  n et  aq 
iniago  eadem  (per  4tum  ).  Itaque  a adest  in  n , pa- 

tri ter  quivis  ipsorum  l) adest  ; consequ.  quilibet 

eorum  ita  ordinari  possunt , ut  partem  imaginis 
■constituant* 

Conversim  quoque  integer  P integrum  N non. 
nisi  ita  metitur,  si  P factoribus  primis  ita  expri- 
mi queat.  , ut  imaginis  alicujus,  qua  N factoribus 
primis  exprimitur,  partem  constituat.  Nam  si  N = 
P.tVl.  et  N,  P,  atque  M factoribi * primis  expriman- 
tur ; imago  eadem  ipsius  P.M:  quae  ipsius  N erit. 

Gto.  Num  vero  numerus  aliquis  per  se  primus, 
Ia  ut  e primis  compositus  (ut  dici  soletj  fuerit  : de 
hoc  videatur  opus  ( iSO  ) citatum.  Vulgare  est,  nu* 
merum  quemvis  primum  formae  6 ui  1 zz:  2.3//  i 
esse  debere,  quamvis  conversim  non  sit  quivis  (ex 
gr.  25)  formae  6/iztl  primus  ; nempe  si  integer 
N per  6 dividatur,  sit  quotus  q , residuum  est  ipso- 
rum 1,  2,  3,  4,  5 aliquis  ; si  2 vel  4 sit  , tum  N par 
est  ; si  3 sit,  tum  i\=2.3.//  + 3=3 v ‘iyfl ) ; si  residu- 
um 5 sit,  tu  n N zn  2.3.7  1“  2.3  — ii.  23(7+1) — 1 , 

seu  6/4 — 1.  Itaque  nisi  residuum  1 aut  5 sit,  irlest 
N sub  formam  0/4-J-l  vel  6//  — 1 veniat,  compositus 
est. 

?mo.  E prioribus  eliam  di  v i sor  communis  ma- 
ximus plurium  integrorum  lactoribus  primis  ex- 
pressorum, necnon  *minimus  eorum,  quem  datorum 

BB6  * 


t 
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quivis  metitur,  reperitur,  Nempe  quoad  primum, 
ejusmodi  imago  / factorum  primorum  construenda 
est,  in  qua  nonnisi  talis  factor  occurrat  , qui  in 
quolibet  datorum  adest,  et  quivis  adsit  toties,  quo- 
ties adest  in  datorum  quovis,  nec  pluries  adsit  in 
omni  quovis  eorundem  : nam  tum  imago  ista  1 I' 
imaginis  datorum  cujusvis  pars  erit;  qualiscunque 
primus  p autem  adjungeretur  ipsi  / ut  ex  / fiat  I'; 
si  /'  quemque  datorum  metiatur,  tum  p adest  in 
quovis  datorum  , adeoque  in  I quoque  ; atque  si 
p in  i adfuerit  ///iea  , tum  in  /'  erit  )ies  ; ita-  I, 
que  et  iti  quovis  datorum  aderit  (^m+l)ies  ; atque  [( 
in  I non  adesset  toties  , quoties  in  quoyis  adest  ,j 
quum  nonnisi  mies  adsit» 


Quod  2<lum  attinet:  talis  imago  i primorum] 
construenda  est  , in  qua  datorum  quivis  factor  pri-j  e 
mus  adsit,  et  quivis  toties,  quoties  idem  in  alique 
datorum  plurima  vice  occurrit.  Nam  datorum  cu 
jusvis  omnes  factores  primi  in  * adesse  debent 
nam  cujusvis  imaginem  , partem  ipsius  i esse  opor 
tet;  si  vero  aliquis  factor  p ex  i tolleretur,  si  h 
in  ilio  datorum  (K  dicto)  ubi  plurima  vice  adest 
mi  et  adsit,  etiam  in  / aderat  mies  , et  nunc  (//#•—  /)ies 
remansit;  itaque  K ipsum  i (sublato  p ) non  me 
titur  (per  395). 

Hinc  si  fractionum  quarumvis  ad  terminos  mi 
nimos  reductarum,  denominator  communis  C mini 
mus  quaeratur  : erit  is  , minimus  eorum  , quen  |( 
quilibet  denominatorum  metitur  ; et  fractionum  da 

. . C.a  v 

tarum  quaevis  — sit;  erit  — numerator  ira- 


__  a C .a 

ctionis  novae,  quae — , nempe  — 

a C a 


C = 


. Nam  quum  a et  b inter  se  primi  sint 


per  integrum  multiplicandi  sunt,  ut  valor  aequali: 
prodeat;  itaque  denominator  quivis  communem  me 
tiri  debet;  consequ.  denominatorem  , integrum  mi- 
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nmum  esse  oportet , quem  quivi*  denominatorum 
netiatur. 

8vo.  Potest  quidem  divisor  communis  maxi- 
nus  absque  eo  quoque  ut  factores  primi  q uaereren- 
ur,  reperiri : quotvis  integri  A,  B-  - • fuerint;  quae- 
itur  prius  ipsorum  A et  B factor  communis  ma- 
rinius F , tum  quaeritur  ipsorum  F et  C ifaiCitor  com- 
nuiiis  maximus/,  et  semper  novissimi  fa<ctoiris  com- 
nunis,  et  sequentis  numeri  dati,  factor  communis 
naximus  quaeritur;  atque  ultimus  erit  omnium 
actor  communis  maximus.  Nam  si  omnes  hi  inte- 
;ri  factoribus  primis  expressi  cogitentur  ; in  ima- 
;inibus  ipsorum  A , B , praeter  F nihil  c ommune 
‘rit,  neque  in  F et  C praeter  f;  itaque  nec  in 
I,  B,  C praeter  / commune  est;  quia  id  tam  in  C 
juain  ili  eo  quod  ipsis  A,  B commune  est,,  nempe 
' n F adesse  deberet.  Unde  ad  plura  concimiio  pro- 
ia  est. 

Modus  autem  alter  dictus  quoad  duos  o et  b 
;st  sequens,  (denotante  hic  litera  quavis  tain  Jati- 
la  quam  germanka  integrum).  Dividatur  per  b 
pro  n)>6)  , sit  quotus  a et  residuum  c , ut  divi- 
or novissimus  dividatur  semper  per  residuum  no* 
lyissimum,  donec  residuum  b sit;  et  divisor  ul* 
imus  erit  quaesitus.  Sint  nempe  divisores  ordine 
sequente  se  invicem  excipientes , b,  c,  b.  C et t quoti 
Hsint  <2,  6,  c,  d\  nempe  divisor  primus  b,  remiduuiu 
qui  tum  2dus  divisor  fit  dando  residuum  b,  qui 
pius  divisor  fit,  cujus  residuum  e tanquam  divisor 
Itus  der  residuum  o : erit  c divisor  commun  is  ipso- 
ium  a b maximus.  Nam  e metitur  utrum  quo  ipso- 
ii=btt-fc  rutu  n,  b,  nec  ullum  p>e  metitur : nam- 

b=c^-bb  que  e metitur  ipsum  b,  itaque  (diago- 

c=bc  + e naliter  ad  dextram  ascendendo ,)  etiam 

D=cc/-|-o  ipsum  be;  sed  c metitur  se  ipsum  quo- 

que , adeoque  et  ipsum  cisbcfe;  atque  hinc  meti- 
tur ipsum  c£,  sed  metiebatur  ipsum  b,  a^leoque  me- 
titur ipsum  b ; et  hinc  metitur  ipsum  bw  ; sed  me- 
tiebatur ipsum  c , eonsequ.  metitur  ipsuim  a^bafc, 
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Si  vero  |3  metiatur  tam  ipsum  a quam  ipsum  b 
tum  metitur  ipsum  6a , et  ipsum  c;  quia  si  ipsum 
b metitur  , et  ipsum  ha  metitur  , atque  si  et  ipsum 
a metitur,  etiam  in  altera  parte  ipsius  a certo  nu« 
mero  adest.  Si  vero  |3  metitur  tam  ipsum  b quam 


ipsum  c,  metitur*  ( descendendo^)  ipsum  b,  quis 


metitur  ipsum  cb  et  ipsum  b , ita  metitur  ipsum  e 
quia  metitur  tam  ipsum  bc  quam  ipsum  c ; quod 
cum  esse  nequit. 

9no.  Ex  hac  operatione  promanat  fractio  con- 
tinua vulgaris  modo  sequente.  Operatio  praecedens 
exprimi  potest  per 

a b c d 


I.  a : 6 : c : b : t , ubi  a,  b.  c , d quotos  exhibent  , e 
diviso  b per  e residuum  sit  =o.  Unde 

b b : b __  1 __  l _ _ 1 

ii.  - «ti__— «tj. 

b^  />+b:b 


o:  b 


b : c 


1 

«+1 

~L+l 

oj-e 

"b 


i 

a|l 


at  £ 

Tfl  _ 
ei* 


bfl 
cfc  : C 

b sc  d 

b 

a 


III.  Si  6 < a sit  , tum  — est  <1 ; adeoque  nui 


. o _ 

lum  integrum  efficit:  exprimatur  hoc  per  — p — o 


et  dicantur  — , " ’ t— CA  fractionis  eommu 
1 ' a axj. 


o 

nis  forma  expressa,  fractiones  approximantes  (ol 
rationem  inferius  dicendam ) ; et  quidem  ~ dica 
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tur  Ima  , et  exprimatur  per  -4-  9 — dicatur 

A'  a 


2da  , et  exprimatur  per  ~r  ’ «+1=^ 

6 


dicatur 


3tia  , et  designetur  per-~^,  , et  ita  porro.  Tabella 

sequens  etiam  modum,  quo  e quavis  fractione  ap- 
proximante sequens  per  quotum  suprascriptum  for- 
matur , exhibet. 


LV. 


a 

! s 

! c 

1 d , 

0 

1 _L 

i 6.  ifo  | 

, r i 

r 

1 « 

1 «6+1  1 

aOcfcfa  ) 

A 

A' 

i JL 

1 B' 

1 _c 

1 C' 

1 JL  ! 

1 i>'  ! 

1 

1 

I B«+A  | 
1 B'6+A'  | 

Uc+B 

C'etB'  / 

Nempe  3tia  fractio  approximans  ^ prodit 

B - 

ex  Sl  tam  numerator  quam  denominator  per 

quotum  suprascriptum  multiplicetur,  et  numera* 
tori  numerator  praecedens  , denominatori  denomi- 
nator praecedens  addatur  ; ita  etiam  ab  inductione 
patet  esse  I)~Cc4- B , et  D'=C'c*fB'. 

Unde  lex  generationis  cujusvis  e praecedente 

patet:  si  nempe  lex  usque  ad  valeat,  valet  et 

K 

, 1 v K Tf+  H 

de  — - . ISamque  tunc  — =^— — ; prodit  au- 

-i  K.  i/ih 

L 1 

tem  - , , si  pro  i ponatur  i + y-;  atque  tum 


/Ot-r)+H 


fiet  - 

j 
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7/*+7+m 


1 


L 

L' 


r*(  * +-j-)  fH' 

/.M-Hi  + J j t __  K k+T 

zc^  + HO+i'’  qu  est  = K WT'  ^n,a  fPe 


liyp.  ) //+H=K , et  /V+H#=Kf,  Nempe  quotvi 
fuerint  quoti,  donec  residuum  o fiat,  1 Iterarim 
majorum  minoruinque  significatio  respectiva  pei 
spici  potest. 

ABC 

10mo . Si  — •>  iTT  0 Tv  - - • - considerentur  ; subtr* 


hendo  quodvis  e sequente:  differentiae  erunt—-- 


+ 1 -zi  +1 

B'C'  ’ C'D'  ’ D'E’ 


Nam~A=ro,  A'=l  , B=1 


, AB'— A'B  o—l  —1 

B'-o.  , adeoque  -^g>-=X^r=  a'B'  1 atqU6 


. . / K , /K'-/'K  ±-1 

quodvis  par  y et  fuerit,  si  , 


K L . KL'— K'L 
pro  — j , et  —jz  erit 


nempe  si 


K4'  ” L'  K'U  K'L/  ’ 

/K'— i'K=±*l,  erit  KL/—  K'L-^1 

Namque  substitutis  valoribus  ipsorum  L,  L 
(ex  prae  c.),  erit  KL' — K'L— K(K'i+/’) — K^KIfi 
— K/i— Ut  T ( TK'  — K //  ) : auod  est  = 311  s 


IPr 


st 


iis 


: it 


K '/=  — (/K7  — K//  J ; quod  est  — +. 
/K' — Ki^  + 1 fuit.  Denominatorem  autem  subtra 

KL'  K LK'  L 


!iif 


=zt7  com 


etione  peracta  ipsis  1^7  IVK#==  L' 


munem  esse  KJL'  patet. 

Est  vero  hinc  quaevis  approximans  praeceden 
te  alternatim  major  minorve  ; quum  differentia* 
sint  alternatim  vae  et  »J*vae  : sed  ciir  npproximam 
vocetur,  nondum  videtur.  Interim  differentiaruir 


i 


( 40  S ) 

hiSmjpe  ipsius  ■>  ~~  ...  'quamvis  sequente 

minorem  esse  facile  perspicitur  ; quum 
B'>A',  C'>B' , I»  C'  nam  etsi  quodvis  i 

per  quod  multiplicatur  ex  gr.  I'  ut  K'  fiat,  1 sit, 
est  K/—/7+H',  et  H'  nullibi  est  <1,  nempe  post 
est  C?rr«-hl  et  a >J*ve  accipitur. 

• 

11.  Sed  in  differentias  fractionum  harum  < appro - 
rimantium  dictarum)  a primitiva  — , inquireu- 
3um  eat. 


Denotetur  (398 II.)  £*K=~  per  p , ita  pro  quo- 


o k in  genere,  k+  ~ denotetur  per  * : quaevis  II- 

fcra  graeca  substituatur  ipsi  j3  et  latina  magna  no* 
ninis  ejusdem  ipsi  B , atque  praecedens  ipsi  A , 
;t  germanicae  parvae  ipsis  c,b  post  iiteram  nomi- 
tis  ejusdem  cum  B sequentes;  erit  (Bp-hA)c^b, 
t (B'j3  + A')c=ra. 

..  n . . „ x t . B£c-f8b-f  Ac 

INam  Bp^A=^B(6  + — ) + A = ~ *= 

c c 

'B6  + A)c+Bb  Cc+Bb  . . ^.nn 

— — — — , quia  Eo  + ( 399  ) ; et 

line  (Bj3  + A)czz:  Cc  + Bb  , quod  est  0 ; nam  si 
itera  quaevis  id  denotet , quod  proprie  significat 

st  B— 1 , A =o  , adeoque  ("Bp  + A)c=r 

b 

b=6  ; atqtie  de  quovis  ad  sequens 

oncluditur  generaliter  ; nempe  etiam  Db-fCe  =: 
’e+Bb  ; quia  Db  + Ce  = ( Cc+ B)b-h£r  i = Ob  + Bb 
hCe=Cf  tb  + c)  d*Bb^rC(i4"Bb. 

Pari  modo  liquet  ( B'j3  + A')crfC'c-f  B'b  esse  = 
— D'0-f-Ce  ^ c - - - 5 dummodo  literae  magnae  ac- 

C C c 
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cento  insigniantur;  quum  plane  C'ctB'b  = abt^c 
sit,  quod  est  — a ; quia  <t— «b  + c=;  «6c+cj«b,  (uai 
b-Acfb ). 


B 


Hinc  differentia  cujusvis  approximantis  -gj 


ab  ipsa  primitiva  — , (litera  cujusvis  nominis  sui 
stituatur  ipsi  B , ceteras  quoque  concinne  applica: 
do),  erit -k- , quod  (substitue: 


do  iu  numeratore  valores  dictos  ipsorum  b et 
(BBB'+AB')c— (B'j3B  + A'B)c  (AB'— A'B 

est  = - — ~7]p 


oB' 


. nempe  si  —g-  approximantem  «tam  repra 

scntet  , et  n par  fuerit,  est  AB'— A'B—  +1  , 
vero  n impar  sit,  — 1 accipiendum  est  (400). 

D E A-tr 

-Jtaque  si  approximantium  "jy  et  (Ulle- 

b 


rentiae  a 


, nempe  ipsa  ---  et  consid 


a ' - - ;H'a  ” E'a 

rentur  ; erit  posterior  manifesto  minor  priore;  qn 
E'>-D'  et  f<c  est  (si  f non=o);  patetque  quum  d 


ferentiae  alternatim  )Jvae  et  i-<va©  sint,  valoribu 


B - (differentia  decrescente)  val 

w 9 D'  ’ E'  v 


rem—-  approximari  , quamvis  alternatim  sint  m 

& 


iores  minoresve.  Si  vero  f=.  o sit  (ut  398);  ti 
K b b E 


7 ™*7f~  5 ^Uia  —--77=^ 


]2.  Est  autem  si  b et  a inter  se  primi  fuerint, 
jam  E=b  , et  E'~a.  Nam  f per  401)  est 
= 6 , et  (D'a+C')e=a  ; sed  si  f=o  , tum  (398)  ^ 

i 


* 
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f-f  + adeoque  (>—(0^+0^  e 

]$,  quia  DfZ+C—E  (399)  , atque  etiam  a—(D7/ + 
i'Je=E'c.  Estque  t tum  divisor  communis  maximus 
psorum  a et  b , qui  itaque  si  a et  b inier  se  pri 
ni  fuerint,  =rl  est.  Unde  etiam  E=6  , et  E'~a  est, 

13.  Sed  nec  ulla  fractio  terminorum  integrorum 

V a C D 

1-  datur  (quaecunque  approximantes  et 

uerint)  5 quae  denominatore  ipso  D'  minori  gau- 
• C D . 

ens,  ipsis  et  interseri  queat;  id  est  ut 
U D 


>ro  casu 


D 


^ C . . c . D 

, si  fuerit,  sit  -£T<  £■* 


D 


t *) 


t pro 


C ^ D C p D 


p/  Sl* 


_ T . C D 
i\am  si  -rr< 


C D'  ’ 

9 


D' 

C — D 

C'  D' 


_1 

C'l/ 


C p . C<7 — C'»  m , . __ 

'fy 7j — =~  W ^pr0  m mlegro  ^vo 

, , C ,1  D C 

!t  non  oji  adeoque  cqj,=  "jy  ? atque  ~~qT 

m p D . . 

■+•  - est->-jy  5 qu,a  m non  <l  5 et  q Cper 

C D r. 

lyp)  esset  <D'.  Si  vero  ~^r>~n, 


C'  ^ D'  , 


tum— yrr  


I) l _C^ 

D'  '~C'D'  ’ et  C'  ~ 


m 


rr,  •> 

V’  q 


; atque  ~~  _ 


I) 


m 


D 


="fv  ■»  et  TT  — tt— — , quod  est  <—  , quum 


~ D 


C 'q 


D' 


ex  eodem  Iicic  minus  subtrahatur,  quam  prius- 


CC  e* 
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14.  Kxrraplum  sequens  illustret  praecedentia  : si 
6 = 7 , et  a=i9  ; erit  (398  et  scq.J  schema  sequeqs 

2 J 2 2 

1 9 r tT 5T2 ; 1 


E 


2 | l ■ 

1 2 

2 

1 

0 

T> 

V 

f 1 

. A > | JL 

8^|  !9 

— • i 

| A'  I 

1 -B- 

I B' 

_€  _i.ifo 

O —1.2U 

L)'  3.2  +2 

_E  _3.2+i 
8.2f3 

I" 

* 


t 


w.19 


Patet  autem  etiam  — - pro  utvis  magno  t 


eosdem  quotos  , adeoque  easdem  approximantes  da 
re.  Ude  tractio  terminis  magnis  expressa  , cum  er 
i ore  in  praxi  exiguo  terminis  parvis  exprimi  po 
test. 


H 


15.  Notandum  etiam  est  5 approximantium  quam 


vis  minimis  terminis  expressam  esse.  Nam 


C 


-^-(pro  71)  m integris  et  n<£)  esse  nequit  ; quit 
m | 

tum  pro  certo  integro  q,  (per  393^  C =nq  et  C'z: 


mq  esset.  Sed  BC' — IPC^l+l  ( 400);  itaque  (sub 
sumendo  ipsis  C et  C')  esset  limq — B'/^=:+l  ; a 


deoque  B#» — B'//.=:£  — ~ ; quod  fieri  nequit,  quun 


B//s— - B'/i  integer,  - — vero  <1  si\ 


B 


16.  Sed  est  praeterea  (si  per  -^7-  post  ~ 


*«•>< 
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— 7 — — ; (nempe  continuando  donec  libuerit,  erit 

leriei  summa  aequalis  approximanti  litera  seriei 

)ostreina  denotatae).  Nam  — = jjTQ?  ’ adeo- 

B 1 C . C _T>  —i  C 
,ue  B'  B ’ Ita  €'  L>*  C7!)’  UnC  C' 

, 1 D B 1,1  D • 

’‘C'D'  ~ D'  ; ltaque  ~~[f  B'C'  + C'D' ~ i)'5 

[uod  continuari  patet.  In  exemplo  allato  est 

l i,  1 1 __  7 

% 2.3+ 3.8  §.19  19* 

17.  Sit  a 

a'\r> 

i 6'fc 


etineantui-que  denotatione»  superiores ; nempe 
A o B « C ® 

A'  I~  ’ B'  a'  ’ C ~a‘i±  * * ’ *»  crit  hic 

1' 

luoque  in  genere  -g,  nempe  K=Ii'  + 

et  adeo  ut  lex  formationis  cu- 

usvis  approximantis  e praecedente  5 juxta  tabel- 
am  sequentem  pateat. 


a^a' 

6,  6' 

e,  C*  j 
1 

f d,  d • 

1 

0 A 

1 ~7v 

« B j i C B£'+A4  , 

a'  B'|  C'  ¥i/WZ\ 

I D Cc'fBt' 
CV-j-BY 

Nam  G// , atque  F—IXU  \ G'h  \ sub- 

i . . . K • 

it  i tue  n do  AH  ipsi  4*  5 palet  prodire  ~r*>  est 
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autem  H(A'  * GA  /i'+H» 

H'(A'  f~)  f G7*  H7*VtH'«fG'A*'“  IV+H7 

quia  HA'+GA2;/,  et  I'  (per  liyp.) 

,0  ,,  ...  A B — a B C 

18.  Erit  autem  ~~  -gr= a^’  B7  17  ~ 

BC' — B'C B(B'i'  + A'b  1 — B'(B  b'f\b  ) (BA' — B'A)6 

B'C'  IR?  B'C' 


ab  . / 

■ Atque  in  genere  ei  —jp 


K 


,x,ab  - - i 

— , \ 

/ j— • m/t 


est 


K 


K' 


L ab  - - - ik 

-jj -4- — g7]7— 


K'  ~ /-k' 
Nam  KI7— K'L  = 


K(K'W -fi ) — K'(K£'t  U)~(Kr-K't)b  = — (/K* 

— K I')k^z  ab  • - - t.k. 


quum  sit  — _ gr=^g, 


B 


Erit  itaque  series  differentiarum  cujusvis  a sc 
a ab  abe  abed , « 

quente  —]^r+ W-  cqF+-j^  at<luc 

A B —a  • A . a 
CSt~T  +7^ 

B Q,  ab  ^ ab 

et  quia  g,  £,  — jj/^/  > est  g,  g/Q/ 

A a ab 


~ B'  ’ 
C 

C'  “ 


a7+A7B'  “B7C';  quod  continuari  Patet5  ut  Pr0 


a 


u,  ab  abe  abed 

A— o sit  A-B-  — gqJ+CD'-  D E' 


E 

~ ; et  ita 


porro. 

Ponatur  azz  1,  b~z  a2  , e=b%  c2  ^c,  atque 
ftM,  c'=zc— b,  b — c ^c.  erit  B’~ 

a,  et  C7=B,i/+A'^=  0(6 — a)  + a2~ ab  ; atque  si  H' 

r=abc-.q?  et  i7— ab £ , est  K^ab f^‘;  nam 

K r =z  F if  + H4‘=  V ( i — + H 1\  2 « 

ab  - «r  • f^— -ab  - - • f^2  Hh  ab  « - - qf^2  ^Sab  - - * f^c^K/* 
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Atque  hinc  generaliter  est,  pro  quavis  diffe- 
ab  - - - f <ii 262  - - - e2 
dictarum  — 5T77m  — 


rentiarum 


F /Gf  06  - - • c . cb  - - - cf 


= f 


a 


„ ab  . abc  abcd  E 

Itaque  pgi  — b!C'+C'D' — D'E'  “ E'  " 


i _ J-+J 

T f>  + c 

quo  libuerit  patet. 


; idemque  continuari  usque- 


Unde  manifesto , si 


4-  - -series 

6 c 


convergens  sit , et 

V" 2 Hinc 

nfo 

b— a+6* 

c— -b+c^__ 

t> — c 


quae 


s ; etiam 

1 n 

7+i_  4 

2t9 

2+25_ 

2--  - 

expressio  dimidii  quadrandis  (pro  radio  1.)  a Lord 
Brounker  primo  fractionum  continuarum  , auctore 
est;  et  cum  serie  Leibnitiana  (p.  301 ) convenit , 
pro  a=  1 , 6=3  , C~5  - - - adeoque  b— -a=2=c— b - - 

P - 1 111  7T 

£/c;  nimirum  _ x+T”" 7 ' ' ^ ' T' 

Potest  etiam  terminis  fractionis  permutatis  , 

. . ^ 

valor  fractione  continua  exprimi;  nempe  " = 

i -i-^1 : 7+7  ’ si  s?»  Pcr  * e^rimatur5 

2+25 
2f49 

2j-25  2 -.- 

2 * - - 


itaqu 


— =ti7  = ‘tL- 
s at» 
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10.  Applicatur  fractio  continua  et  ad  resolutioncn 
aequationis  quadraticae , modo  sequente.  Sit 

esttf=^^,  et  hoc  (substituendo  ips 


t h h 

x ad  laevaxn  s^mper*"”)  net  rr  = — 

r afx  ayar  i 

continuando  in  00  . Quaeritur  , num  valoi 


a+b 


afx 


usque  ad  aliquod  a acceptus  valori  ipsius  x dat< 
quovis  propius  accedat  ? 


Est  hic  (prsec.)  a~b^c^d  «*  et  af—b' — c7--  ~'a 

A o B b C ab  D 


atque  x,=- 


B' 


$ 


Cf—^b 


17  -a  Hi 

D'  ” 


d b 

a b+b  y,c  Differentiae  vero  SUnt  ^7g/  + , 


a3-^2ab 

b'  -il  4. _i!_  Vc  ...  ubi  exponentem  ipsi 

’ ~ i/iV  ’ 


E'(j 


us  b seniper  porro  uno  crescere  patet  ; atque^et 


iam  quodvis  ipsorum  A,  B - - -3  - • - (si  ^7 


ab j incipiendo  (fz4*2)ttim  sit),  exprimi  pef 


M 


«5  b potest  ; nempe  -^7  = 


i.  2 


antlfuan~ib  + 


«- 1- 


(tz-1)(/i-2)  ,3.3/ , 


terminis 


H2-*  - 


i,2 


tam  in  numeratore  M , quam  in  denomina  on 
eousque  acceptis,  donec  lactor  aliquis  o ia 
Est  nempe  pro  (u  + 2)to  terminus  ultimus  liume 


raf  oris 


(n — p )(n — ( />+ 1 )(// — (/>+2^<  <*  * f JjJ  a n-3pb  p\ 

1 r 2 . - - p 
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i p denotet  — - pro  n pari  , ct  pro  n ini- 

>ari.  Denominatoris  autem  terminus  ultimus  est 
• • • V n-'2v-2)J  n-(p.p'~i) . p* 

— T~.  * . 3~-  - y “ 6 

{enotante  p'  pro  n pari  id  quod  antei,  pro  n im- 

. «fl 

pOri  vero  — 

JL 

v 4 . AB 

Nimirum  si  aliquot  ipiorum  •>  —7  --  • 

omputentur;  facile  animadvertitur,  c quovis  pro. 
ire  sequentis  denominatorem  , si  illius  denomi* 
ator  per  a multiplicatus  numeratori  ejusdem  ad- 
<atur,  et  prodire  numeratorem,  si  illius  deno  minator 
er  b multiplicetur:  unde  tabula  coefficientium  nu- 
tericoruin,  qui  terminis  literarum  praefixarum  ap- 
ertinent , sequens  conficitur. 

Manifesto  2da  colum* 
na  numerorum  verti- 
calis , est  series  nU' 
merorum  nat  oralium, 
3 lia  est  series  2di,  4ta 
3 1 i i ordinis  - - , et  qui- 
vis terminus  est  sum- 
ma suprastantfs  et  il- 
lius qui  ad  laevam  iit 
columna  horizontali 
superius  sequente  est. 
Hinc  ad  expressio- 

lem  dictam  perveniendo , de  quovis  ad  sequens 
oncluditur  : nempe  si  valeat  usque  ad  quod 

K 

it  valet  et  de  nempe  (wf3]u).  E- 

. K la+Ub  ' 

it  enim  — «=  ; cst<iue  (P®*  hYV) 

DD  d 


It 


..  . 

A',  B 

1 

O 

B',  C 

1 

O 

C',  D 

1 

1 

0 

D',  E 

1 

2 

0 

E',F 

1 

3 

1 

0 

1 L- 

F',G 

1 

, 4 

3 

0 

( 410  ) 

/«=«»+  V,f  («_  j )«»*  «6*  + — «"■* 

(w.p)ftt.(tH-l)]-  -.[/<- (2[j-2>>]  f«-r2pl)] 

1 . 2 - • - - jt 

Hd=«“-*69 1 («— 2)«”*34a+^l<£=i>  o"-»4«. ..  4 

(w-fO  f - - -[n-(2p-2,)3  n-2u  iftfl 

i . u...  (H.i y • ° 4 

ubi  considerando  formulam , eamque  applicande 
ad  « et  «— 1,  patet  terminum  ultimum  prioris  e 
posterioris,  terminos  generales,  atque  valoribus  di 
ctis  ipsornm  p et  p'  substitutis  ultimos  esse,  nem 
pe  terminum  immediate  sequentem  , factorem  < 
ingredi  ; imo  eadem  substitutione  prodit , pro  de  ' 
noniinatoiis  termino  ultimo  , ipsius  a exponentes 
o fieri  pro  n impari , et  1 pro  u pari  , atque 

f n-(p'-l  ;J  ( n.p')  [n-(p'+  n j T«-f  2;/— 211 

1 .2.3  . . . . -p «ss 

1 i 

=1  pro  « impari,  et --—ll  pro  « pari,  (de  C«i2)t, 
fractione  loquendo). 

Si  vero  in  dictis  terminis  generalibus  , coeffi 
cientes  ejusdem  facti  e potentiis  ipsorum  a et  b con 
fiati , ('reducendo  ad  denota,  eundem.)  addantur 

factcre  communi  exemto  , erit  p+n—-(2u l)  = 

«— (p — 1)  , ctque  prodibit 

[ »-f  p.1 ) Jf  »-p)  (m(ptl)j  . . -r»-C2n.a)l  _ 2UlM, 

1 . 2 2 « 

quod  F0  «”  *"  K (ia  qu®  terminus  W 

est  o"t»«)  regulae  tactae  conveniens  esse  applican 
do  patet.  Eodem  modo  autem  d®  E'  demonstrat 
potest. 

Si  vero  in  expressionem  jn«mi«  _JL 

t'a+H'6  ,ps,us  ~Jc 

ponatur  «+.*•  pro  «;  prodibit 


( 411  ) 

lempe  nonnisi  pro  uno  a , quod  infimum  in  fra- 
ctione continua  est  , poni  a + x debet  , ut  valor 
psi  x aequalis  sit;  et  peracta  operatione  prodibit 
I(a+x)f\U  _ 1'aim  _ 
l’a\  H'6 

— H/')  fba{HF—  H'/ ) IO 

‘ l{a  + x)l'+kl'6. ] (al>+mj  ^ K'K'  + */'K' 

|Uod  (nempe  differentia  fractionis  approximantis  a 
alore  unius  radicis  aequationis  quadraticae)  pro 
i et  b i<vis  , o si  n a— > 00  . 

Sit  enim  + b ) ss  *£(-—  + Pro  w 

4 2 

t«To  ; erit jj — unus  valor  ipsius  # ; 

runtque  in  hoc  casu  at  6*  atque  omnes  termini 

K 

psorum  /', K'  ifri  ; et  si  i=l  ponatur  , et 

it  fractio  + pro  n impari,  coefficiens  po- 
ni tiae  ipsius  b in  termino  ultimo  ( 410  ) erit 

+ !)#;  est  autem  K ' f et  tanto  fortius  fL'K'  + 


n 


I' K?)  isto  majus;  numerator  — bx{FK! — lrK)  ve* 
,j[>  est  s — cd  , quia  b= 1,  el  /K'— /'K  est  poten- 
a ipsius  b ( 408  ) ; atque  manente  numeratore  dc- 
ominatorem  utvis  augere  licebit. 

Ex  gr.  Pro  a~2  et  b=l  sit  x2  + vx=b;  erit 

nus  valor  ipsius  #=— 1 ^^(1  + 1)  = 

; et  hinc  ij*  (/2  = 1 +1;  unde  etiam  si 

fT  2+1 

2+1 2+1 

2 - 2. . - 
ro  &*+2x—l  fiat  #*— 2^=1  , adeoque  unus  va- 
>r  ipsius  .r=l  1^2;  erit 


P i)  <i* 


#c=)—  1 = 1 

u+i__  - 

2+1 

£ m m m 


( 412  ) 

; nempe  facile  palet  , que 


2+l_ 

— ■ 2tl 

•—2  • • 


demque  signo  — gaudere. 


tamvis  fractionen 
approximantem 
computatam  , iis 
dem  terminis,  eo 


Sit  *•+*=!, erit  x=z ~+l^(  i- + I)  - 

M 4 


I 5 e*  hinc  — — 5 = 2 

1 l+i_ 

ltj 

I • • • 


2ti_ 

1+1 

1 

xiempe  supremi  fractionis  continuae  termini  , i( 
quod  infra  lineam  supremam  est,  divisor  est.  Hin< 

vero  1^ 5 2 + 1,  quod  etiam  — 1 +2 

lfl_  4fl_ 

lf  1 4*H 

1 # . o ^ • 

ex  ot2+4^=:1. 

Ita  ex  &§-*-xz=z5  est  5 unus  valor  ipsi 


at 


—1+5 


— 1+5  • - - 


20.  Brevitatis  studio  casus  pro  6 **  vo  praeterirs 
iiceat;  quuqi  et  de  resolutione  aequationis  x* — x=a 
analoga  aliquid  dicendum  sit.  Est  nempe  x-=zza\x  . 
adeoque  x (a+x)  , et  hoc  ipsi  a;  semper  suh* 
fctitiinido  donec  libuerit  , erit  x^l^S  a +\/\a  + s j 

~l/  u + is' a + i/  ( a+x)  i ct  ita  porro  ; atque  hoc 
quoque  (pro  a + yo  ) eousque  continuari  potest , ut 
t>juj$,so  .+■“  quoyis  co  minus  ab  a;  differar,  (ut  slatiiu 

pai « |) i L ^ - 

_ (Lf_±2>) 

~~  2 


Kxjgr.  i - - 


* .v f— .v  — 1— o , et 


( 413  ) 

1 *l/5 


unus  valor  ipsius  x 


st.  Ita  ei  x'—  x — 2,  est  1^2+i/2+J^2  - • - 

+2  , et  2 est  unus  valor  ipsius  x , uti  — 2 
in  aequatione  x*  + x—2 ~ o.  Unde  etiam  ( 412  ) 

st  2 fc=:  (y  2+  j/  i+T^2^-  :=3  2 

It2  —1+2 

m —1+2 

i - • • — 1 - • - 

Nempe  i/  aot  ubique  tfive  aut  ubique  n*vc 
iccepto  , duo  valores  oppositi  alioquin  aequales 
jrodcunt ; quos  etiam  tales  esse  oportet,  ut  eorum 
inus  aequationi  #2  + x — 2=©  , alter  ipsi  x 1 — x — 2 
szo  satisfaciat;  ut  statim  patebit,  quum  —2  pro  ca- 

u utroque  idem  maneat;  quamobrem  * 2 ~^  *n 
I — 3 


asu  priore  , et 


in  posteriore  accipi  nequit. 


Potest  quippe  etiam  rnm  pro  r*  poni,  de- 
lotante  m quemvis  integrum  ^<Tumet>»l;  erltque 

m ,y^ln  X 7 /T^„ 

«+(^a+jX «-•/w pro  aequatione  xm—x—~ a 


m 


m 


m / m 

— o.  Sit  j/a+  |X aznb,  pX (afb)^br  ^c5  erit  ^X a<^b 

m 

&c;  prius,  b ipsi  |X«,  tum  &'ipsi  bV c substitutis. 

m m y — ' ttv 

line  si  X a + j/ a+X a quousque  libuerit  ad  laevam 
:ontinuatum,  generaliter  N dicatur;  crescet  N semper 

m 

luovis  novo  i/a+  praeposito;  manebit  tamen  < 

771  y'  tn 

1 + 2«;  nam  si  X»+X«  + pX«=N  , erit  == 


171 


m 


? + X^ a * • T « ; adeoque  N 'w— a X « - -f X a 


( 414  ) 


m 


< (tf=  «+  f/©  - - - +g^a  );  atque  hin«  quod- 
vis  V est  <14-2«;  nam  si  N==  aut  > 1 + 2«  esset, 
tum  Nm — «>  N esset;  nempe  (l  + 2«)m — »>1+2« 
fpr»  m>l).  Itaque  crescens  N sine  fine  , manens 
tamen  < l + 2a  , gaudet  limite»  Sit  limes  is  a,  et 


m 


m 


m, 


sit  j/«+ i/a-- • c— «,  et 


sit  =ra — X ; erit  {& — «)^=«+  i/ «---‘f  t^«=«  + 

a — X.  Sed  tam  oo  quam  X >***^  © ; atque  tum 

(& — ’&>)m  e£  ®4®— X aH-a.  Conseqtt 


m «i 

*™=a+* ; atque  limea  Ipsius  a--* 

est  radix  aequationis  &m'~‘X—~a:=‘0  ; atque  fi  « 
par  sit,  radicali  ^ve  aceepto  prodibit  radix  aequa®,  ;i| 
lionis  xm+x — a~c. 


m ' m <Srn 

21.  Notandum  quoque  est  et  aiS a^/ a 

t 

limite  gaudere  v esseque  limitem  hunc  a ra-i  ( exce- 
pto «~1,  nempe  tum  non  limes , sed  quivis  va- 

l 

Jor  — a m =1).  Nam  incipiatur  a dextra  ad  lae- 


m 


vam  praeponendo  radicalia  in  00  ; erit  prius  a 
i m ~ m 1 1 

~ a m , de  in  a l/ a~  \j*  m • « 1 171  ~a  171171  > 

"i  ^ mr  m\l  1 m3fmfl 

aique  a a m2  — [«  m*.am2  c=«  rn*  ~ • 


o . _ mP^mP-1  - - -+  1 m 

hi  vero  prodeat  « ^,ph  , fiet  l/* a prae- 
oli mP+rnP-l  • - - +1  n 1 
ponendo , [a*#*1  m a rnP +1  w s= 

mP  fi  +mP*..jl 

mpf2  . expoiuns  Iiic  ip  ius  « autem  est 


« 


( -*15  ) 

= f“£!ir!.  ^;=w5->_  qnod 

m—l  J (m-l)mpt 2 5 H 

~“t  5 namque  si  (per  130 ) dividatur  1 per 


t m — j j quotus  erit  tnP^-kr  mP  - * - +1.  Consequ. 

S Q j/fl  . . • 


1 

a m-1 


Ex  gr.  2|/  2^/  2 - • • /V33*°^  2 2-1  = 2 

3 t 

^5^5JX5  --  ,*— \ 5^£2j^5. 

22.  PJura  hujus  generis  construi  posse  cuique  suc- 
urrere  potest:  sed  his  amplius  immorari  non  va- 

at.  Interim  patet  etiasn  , quod  si  fuerint 

(b 

f=Q+-r 


r rf  . 


. =<7"  ct  — 0''  4* 

d"  q d"~H  + 

Q"F  QfrTrf' 

d 


</:d' 


T r t . w- 


? 

Qt</ 

W' 

Q"+> 


ctjd 

JT7i 


Qt£_ 

Q'+r' 

d' 


«i"  trc 

it  pro  </'....  Q,  Q' . « - integris , si  a,  p incom- 
nensurabilia  fuerint , residuum  nunquam  o erit ; 
jnamvis  exgr.  r"  et  d"  per  dato  quovis  minus  d'" 
lividi  possit  , prodeume  Q"'  uivis  magno  cum  r©- 

rnt 

iduo  r'"  < d“\  adeoque  quoto  =Q+(~jt7<Z.l),  at 
. a 

ontinuari  donec  libuerit,  et  ~y~  per  fraction®s 

pproximantes  dictas  approximari  posse  e jam  di- 
ti* patet. 


( 416  ) 

§.42.  Applicatio  fractionis  continuae  ad  resolu, 
tionem  aequationis  indeterminatae  gradus  Imi,  pro 
valoribus  integris  , ( 343  ) exponenda  venit. 

Sit  by^j^c,  ( pro  a > b,  atque  signis  £ 

( pro  a,  b,  c integris,  et  a,  b inter  se  primis},  sive  ubi, 
que  ideai  sive  diversa  denotantibus. 

1.  Si  quodvis  ipsorum  a,  6,  integer  aliquis  t 
metiatur  tertium  baud  metiens  tum  x et  y valori- 
bus  integris  iniuime  gaudent.  Nam  si  x et  y inte- 

gri  essent , tum  Quoque  integer  esset  ; 


— vero  non  esset  integer  ; atque  integer  esset  non 
i 

integro  aequalis. 

2.  Ponatur  coefficiens  major  (qualicunque 
signo  gaudeat ) loco  primo;  atque  si  signum  — ha* 
beat  , multiplicetur  aequatio  per  — 1 , ut  ex  — <u 

by  — i;  c fiat  ax  jjl  by  = r*  c.  Tum  evolvatur 

in  fractionem  continuam,  et  quaeratur  approximali- 

E 

tium  penultima ; sit  liaec  ex  gr.  — ; erit  sequens 

tj 


I" 


i 


atque  F=?b,  et  F'=a  , quum  b et  a inter  se  ; 


primi  si  ut  , C 402  ) ; erit  que  EF' — E'F  — — 1 si 
E o 

fuerit  a * — inclusi  ve  numerando  tit*,  et  n 


par  sit,  et  — 1 pro  n impari.  Unde  aE  — 6E' 
iri,  adeoque  aEc— bE'c~±*c ; atque  addito  (pro 
casu  si  c non  =1 ) ab</— -ab</^z  o , fit  a(  Ec — bq)  — 
(E  'c-fl^=+c. 


Itaque  si  signa  ipsorum  b et  c quibus  in  hac  i 
aequatione  gaudent  , cum  signis  quae  in  aequatio-  i 
ne  proposita  habent,  convenirent,  tum  q rite  ac- 
cepto, Ev — bq  ipsi  x , et  EV — aq  ipsi  y substrui 
possent:  at  si  signat  dicta  non  convenerint',  traiw- 

^ V 


ormanda  erit  aequatio  modo 

ineat  ur. 


seqilente  , ut  i*6c3«h- 


3.  Si  b in  aequatione  proposita  signum  + lia- 
>eat : pro  — b^E'r — aq)  ponatur  fb( — E'r  + a<7);  nem- 
je  factore  utroque  per  —i  multiplicato  , signum 
psius  6 salvo  valore  mutatur. 

Si  vero  signum  ipsius  r sit  diversum  in 
(Er — bq) — b(E'c — aq)  — ±v,  aut  in  a(Er — byi  4- 
( — E 'r  4-a<7-)— tum  itr  et  coefficienies  ipsorum 

Iet  6 multiplicentur  per  — 1 ; nempe  hoc  pacto  ae- 
uatio  tota  per  — 1 multiplicata,  atque  ad  formatu 
equationis  propositae  reducta  erit. 

Pariet  autem  quaevis  duarum  harum  aequario- 
um  duas  aequationis  formas,  prouti  c signo  -f* 
el  — gaudebit.  Nempe 

V 

priori,  a(Er — bq)  — b(E'r — aq ) = i o 
et  a(— ErH*/)  — bf — E'rfa<p)=  Ij lr 
x altera,  d(Er— bq)  + b( — E'r+d^)~ 
et  — E e\bq)  + b(E'r — aq')  — 

Unde  videre  est,  quod  tibi  s;gna  ipsorum  Ec 
t E'r  conveniunt  , etiam  signa  ipsorum  <iq  et  b.y 
obveniant  , sed  illis  contrarieutur  , et  ubi  illa  di- 
ersa  sunt , haec  quoque  tdnl  inter  se  quam  cum 
Ilis  COntrarientur. 

4.  QiUeritur  , quomodo  q pro  quavis  harum 
equationum  eligi  debeat  , (it  valores  ititegri  9 
mo  valores  minimi  prodeant  ?j 

Oportet  q esse  integrum;  quia  nisi  a/,  bq  iii« 
Bgri  sint,  Er — bq  et  E'r — aq  integri  non  eriin*^  si 
ero  aq , bq  integri  essent  et  esset,  fieret 

— fractio  terminis  minoribus  exprefssat  quam  — ^ 

pag.  393)  , quum  6 et  a sint  inter  se  primi  ^c* 

In  lorma  Ima  , ut  Er — bq  et  E'r — aq  iftvi  fiant, 
ebet  esse  Er>b^  atque  E'c>  a/;  itaque  q 

EE  e 


i 4 18  ) 


E c 


lani  ipso  g-  quam  ipso 


Unde  manifest 


Kc 


ex  integris  qui  infra  utrumqne  valorum  — et 


Y'r 


sunt,  maximus  integer  eligendus  pro  q erit 


ut  quam  plurimum  destruendo,  quam  minimun 


. i 

i mnn 


^vuin  relinquat. 


In  forma  2da  debet  esse  bq  Ec  et  oy>E'c 


Fc 


E' 


itaque  §C>— — et  simul  » adeoque  pro  q e: 


Kc 


K/c 


integris  tam  ipsuim-y  quam  ipsum  — ~ supe 


rantibus  , minimus  eligendus  est,  ut  terminus  ~\ui 
e >J»vo  destruens  quam  minimum  relinquat.  Und 
forma  2da  semper  gaudet  valore  petito  ; uti  et 
iam  ima  , quum  ibi  si  pro  q alius  integer  non  de 
tur  , o accipi  possit;  nempe  si  aE — &E'zz:  i/l  /tun 
aEc — bE 'cc:+  c (419). 

In  3(ia  foirna  debet  esse  bq<^  Kc  et  aq>K’c 

E fc  Ec  . . E 'c  E( 

itaque  — — <lq  </  atque  si  inter  et 

integer  detur,  quivis  ipsi  q substitui  poterit  ; s 
vero  nullus  detur,  nec  ipsorum  x et  y valores  ul 
Ii  integri  i^vi  erunt.  I ii  hac  aequatione  autem  , s 
minimus  valor  ipsius  x quaeratur;  tum  omniun 
valorum  dictorum  ipsius  q maximus  accipiendm 
est  , ut  quo  plus  destruat  e >^vo  ; si  vero  minimum 
y quaeratur,  minimum  accipi  debet,  ut  — vum  de 

Kc 


struens  quo  minus  reiinquatg  In  forma  4ta  q/>- 


b 


K/c  . . . pv 

et  q <—  ; itaque  si  detur  integer  ipso  JrL 


mrjor  et  ipso 


K/c 


ixiincr,  is  accipi  poterit;  at* 


( 419  ) 


(iio  pro  nummo  x minimum  y,  pio  minimo  y ma- 
cimum  q eligendum  est. 

5.  Si  c==z  1 ; tum  nonnis»  in  casu  formae  sc- 

Imndae  addi  modo  relato  abq — ab.y  debet  ; nam  si 
iF — cum  aequatione  proposita  conveniat, 
um  (ut  statim  patebit),  E et.  E'  valores  minimi 
>runt ; si  vero  non  convenerit  ; in  quavis  forma 
iraeter  2dam , q fractio  veta  erit  quia  E<^6  et  E' 
<a  , adeoque  f 417  ) valor  non  erit  integer. 

Quod  E et  E'  valores  minimi  sint,  si  aE — 6E' 
- iri  propositae  aequationi  convenerit,  patet  sic. 
usi  minimi  sint  : sint  E — n et  E '— *»  minimi  ; erit 
E — cui — E'6  + 6//»=±  1 , et  subtrahendo  acquatio- 
em  priorem  , est  6 m — a?i^=o  , adeoque  hm  ~ an  ; 
6 

t Jiinc  ; atque  (per  393)  et  m~ak 

pro  k integro)  ; unde  E — ?i^zE — Kk  , et  E' — m — 
?.-ak  valores  hh  vi  essent  non  if<vi ; quia  E C b y 
t E'C a. 

6,  EXEMPLA. 

ISi  quis  debeat  cruciferum  alteri  , atque  is  mo- 
etam  17  cruciferorum  , et  bic  nonnisi  monetam 
cruciferorum  habeat  ; quaeritur  numerus  moneta* 
im  minimus,  quo  solutio  fiat. 

7 

Erit  \7x  — 1.  Evolvatur  -—in  fractionem 

2 2 9 

ontinuam  : fiet  17:7:3  1,  et  approximantes  erunt 

°~~  ~ , ubi  E—2  et  E'  = 5 ; atque  EF' 

12  5 17 

K 

-E'F  idest  Ea — E'6=: — 1 , quia  est  3 tia  , et 

E. 

est^numerus  impar  ; itaque  signum  ipsius  1 non 
onvemt  cum  aequatione  proposita.  Fiet  vero  ju- 
ta formam  2dam  n(  — EjbyJ — i\  — E'+ ay )’=!,( nem- 


E E e * 


* 


( J20  ) 


1 


• . E 2 fi  | 

pe  c beic  =1);  est  vero  - ^-=  — *,  et“===-7- 

atque  (ut  dictum  est)  q minimum  integrorum  u 
irumquc  valorem  superantium  esse  debet  ; erit  igi 
tur  q=l  ; atque  17( — 2+7) — 7( — 5+1?).=:  1,  nem 
pe  17.5- — 7.12=1. 


H/ii 

r 

I M 

b» 

In 


Ita  vulgare  problema  resolvitur;  100  thaleru 
coempta  sunt  100  pecora  , vaccae  10  tbaleris,  oves  2 
5 tbaleris,  et  sues  dimidio  tbalero  ; quaeritur  quot 
nam  luerint  vaccae,  qnol  oves,  et  qaot  sites? 


I0.v  + 5//  + -~-&=100  . atque  j+v+*  = -100. 

^ 2 J | w 

llnde  multiplicando  per  2 aequationem  prio 
rem  , et  tum  subtrahendo  ex  ea  posteriorem  ; eri 

9 1 si 

194+9^=100;  et  si  — - in  fractionem  continuam  «L 


* 9 

volvatur,  fiet  19:9:1,  atque  approximantes  erun  |( 
? - - , et  ultima  fractio  est  , penultiim 

* 2 - ijiii 

vero  est  -I— ; atque  EF1— E'F=19 — 9.2=1  ; et  pc  , 

c=100  multiplicando,  fit  19.100—9.200=100;  at  I 
que  bine  lit  19(100— 9q)  + 9f — 200+19^  = 100  ae  " 
quationi  19.r  + 9y— 100  conveniens.  Unde  per  for  i 

luam  3tiaui  — : < q < adeoque  q integer  in 

tt*r  10  + -j^-  et  11  + -^-  esse  , pro  valoribus  in 

ti  gris  +<vi8  ipsorum  x , y,  debet ; quapropter  q non 
tusi  11  esse  potest;  eritque 

9.11  = 1 , et  >j~ — 200+  19.11=9.  Lude 

.00— i,  = i00— tl  + 9)=90. 

Ex  eodem  demonstratur  peripheriam  per  ja 
ctH*n  e (juotvtt  nittiniii  primit  vonst  i uctioue  geo 


metrica  dividi  posse ; si  per  quemvis  eoruti}  id 
fieri  queat , nullus  eorundem  in  facto  pluries 
(nam  semel  occurrat . 

Sit  nempe  periplieria  =1  , et  sint  primi  dicti 
k, singuli  diversi,  et  accipiantur  prius  tan- 
mm  et  e*  p;  erit  pro  certis  .r , y integris  et  j3  > ct, 

1 ~~  — ^ • Nam  reducendo  ad  denom.  e- 

l a |3  otj3 

. j3.r — a>/  1 . . . _ 

mdem  . est  - -^rrr: ; et  tunc  &x~ aw~!;  qqod 

«P  ap 

lempei  valores  integros  pro  .r  et  y per  for- 

itam  ‘2datn  habet  ; si  nempe  penultima  approximans 


JpSJUS 


det  EF' — E'F— 1 , erit  >=E  et  y=E'; 


ii  vero  EF' — E'F= — 1,  per  formam  2dam  prodi- 
bunt  valores  quaesiti. 

Atque  si  de  certo  quovis  factorum  a,  /3.-  pri- 
norum numero  constet;  et  de  uno  pluribus  coii- 
stabit.  Sit  enim  aJ3  - - - ~p  , et  accedat  factor  pri- 
nus p;  erit  p aut  > aut  Cp , quia  si  />~p  esset, 
i compositus  fieret  ; sit  igitur  ex  gr.  ^>>p  ; erit 


ar.JL 

P 


y JL . 


nam  per  hoc  esset  px — u*/=  1 . 
PP  P P ' 

ibi  p et  p inter  se  primi  suat,  adeoque  x et  y va- 
llioribus integris  tfcyis  gaudent. 

Si  yero  factor  aliquis  pluries  occurrat  ; hoc 
modo  petii  i q uam  habebunt  x et  y valores  integros 

. 1 x y 

os.  Nam  ex  gr.  — — pro  xyy  integri» 

fsse  nequit  : nam  tum  esset  1 — aj3x;j*a y , et  hinc 

— esset  =]3.ria y , quod  fieri  nequit  , quum  


i 


<1  , membrum  ad  dextram  autem  integer  sit. 

Inierim  alio  modo  factorem  2 qumiesvis  ingre- 
[li  poSsc  ex  elementis  (ieometri«e  iioiuin  est.  Vi- 
rleatur  opus  ( p.  180 ) citatum. 
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§.  43*  in  opere  eodem  aequatio  indetermina- 
ta gradus  2di  generaliter  resolvitur:  quod  quum 
(uti  pro  xjj  --  aequationes  altiores ) referre  instituti 
laiio  haud  permittat,  cum  pluribus  aliis  suplcmen- 
to  reservatur.  Aliquid  tamen  ad  illustrandam  (pag 
addendum  est.  1 

1.  Si  m aut  numerus  impar  fuerit,  aut  pro  m 
pari,  t ^ sit:  xm  px  m~l  - - - -\-sx-{-t  seinper  ra- 
dice reali  gaudet.  Potest  enim  in  casu  primo  x 
tam  magnum  accipi,  una  vice  ^ve  altera  vice^Ve7 
in  casu  posteriore  vero  una  vice  tam  magnum,  aL 
tera  vice  tam  parvum,  ut  in  utroque  casu  vaior  < x* 
pressionis  una  vice  pj<  , altera^  sit;  atque  tum 
transitum  per  o dari  statim  patebit. 

Sit  px + yxm~2- * - + rx2  + sa;  + t=ci,  id  est  di- 
catur a,  et  xm+pxm"x -\-rx2  dicatur  p,  et  xm\ 
pxm-x*  - - + sx  dicatur  y* 

Si  integer  « quovis  coefficientium  fet  coeffici- 
ente  ipsius  x°)  major,  atque  x^>mt  accipiatur;  e- 
rit  omnino  xm~x>xm-2>xm'*  ^c---  eruntque  post 
xm  termini  numero  m , quorum  quivis  < ixm~x  ; 
itaque  mixm~x> a,  seu  tni{mt)m’x , id  est  xm  y a. 
Jtaqtle  pro  m impari  , si  x accipiatur  zr  mi  t >^ve, 
vaior  expressionis  >J<vus  erit  3 si  vero  idem  ve  ac- 
cipiatur , vaior  ei  vus,  fiet. 

1 

Pro  m pari  autem  et  ^ nvo,  si  a; 

rt  i talis  integer  sit,  ut  i s sit  majus  quovis  coeffici- 
entium  ; erunt  pro  (3  ante  sx  termini  numero  m—  1, 
atque  quum  x 1 sit  , erit  x2  )>  x 3 )>  xm~x 

y xm  , adeoque  ( m — 1 )six2  y p . 


(in—\)si 
SCU  rrzw  *> 


it 


n3 


id  est  — N nempe  sx  y p. 

o 

Aut  vero  si  i ita  accipiatur,  u(  it  sit  quovis 

t 

coefficientium  , et  v ponat  ir  zn  — — 7 ; constabit  y 

iiil 


v 


' I 


( 423  ) 

e terminis  ante  t numero  m,  et  x^>x *y.v9  - - * , 

m it * I . . _ 

atque  ^rnl>y  5 ld  GSt  t>y • 

Itaque  pro  m pari  et  mvo  ^ quoque,  poterit  per 
plane  dicta  x una  vice  tam  magnum  accipi  , ut  va- 
Jor  functionis  sit  , et  altera  vice  tam  parvum  , 

1 . 

ut  valor  mvus  sit;  nempe  si  x=z- accipia- 

i (//#■—  l) 

jlur  ve  si  s >f<  , et  >J<ve  si  s t-i  fuerit ; erit  y — vum 
ideoque  et  addito  t **  vo  functio  tota  hh  fiet;  pa- 
iter  si  x fm0^0  posteriore)  ita  accipiatur,  ut  t 
>y  sit. 

Consequ.  in  omnibus  casibus  dictis  datur  fun- 
ctionis valor  tam  ^vus  quam  — vus : et  tum  valo- 
em  ~o  dari  ( praeter  375  ) et  modo  sequente 
constat. 

Pro  quovis  a datur  tale  w,  ut  (F)ar  dicta  fun- 
ctione xrnjrpxm'1  - - - , sit  fFX^03) — (F)x  < a. 
Sam  terminus  ultimus  t adest,  imo  et  reliqui  ter- 
nio? omnes  ipsius  (F).r  adsunt  in  (F)f.%-f«),  adeo- 
I n e di'fferentia  est  summa  ceterorum  ; quae  non 
uajor  esse  potest,  quam  s?  termini  hic  omnes 


igno  eodem  gauderent,  sed  minor  est,  quam  si 
;eneraliter  pio  \({x'\^)Vj  praeter  A xP  accipia- 
2 A uxP  x 

Ur  — ni  termino  quovis;  nempe 


2x — (p — l)u> 
{(xV  + p^rp1  co  + 


! ) 


i 


- Xp~  CO 


2 o)3 F oe P ) — *Aa  P est 


Ininus  quam  si  a prf-l  w incipiendo  series  GO  ia 
fp-1  )w 

xponentis  - — 7 esset ; nam  sequentes  exponen 

JL \X 

es  decrescunt  , atque  j w <!1  fit  , si  co  ^ 


2x 


2x 


accipiatur  ; cssetquc  tum  limes  Minimae 
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.iJUvu-i  m.(  i _ (V— *K— 

ft.iA  r i w . [ i — )—  — . Sunt  autem 

x*  Xr — ( u — i)o; 

in  CF)(& ta)  termini  numero  m ( praeter  t)  sub 
formam  AOf«)f*  venientes  ; eritque  quodvis 

St  — - — fiet 


a 


le  ex  ta 


A f *+»;»•  -A.vH<  — , 

m 

vero  hoc,  si  j > > nemP 

valor  islc  prodit;  in  quo  ita  augere  m Ii. 

£et,  tu  u>  dato  quo  vi*  minus  =n  X fiat;  exprimatur 

4 4 

enim  per  -"77*  , et  ponatur  vm  pro  m ; trit  - — — J 
1 1 r • vmbff 

. A / . . 

— a,  si  v=  — ^ acccipiatur  ; estque  mani- 
festo v eo  majus  quo  minus  X est.  Si  igitur  quaera- 
tur tale  qj,  ut  Ca+w)  m-~  xm  — , p(ar  + it  )m**  — - 

pxm'l<  5 et  idem  fiat  pro  quovis  termino  usque 

ad  jf(a-foj) — accipiatur  minimum  iliorum  00, 
sive  A.  quovis  eorum  minus,  cum  v>l;  eritque  quum 
termini  praeter  / numero  //*  sint,  (F)(j+m) — (F)tf 

m . a _ 

<^(  = a). 

m 


Concipiatur  jam  (Fig  54  ) i£  atque 

feratur  extremitas  ejus  retrorsum  , ut  dccffcscat  u- 
hque  ad  o iu  p,  et  inde  porro  crescat  —ve  semper 
porro:  erit  prius  aliquamdiu  valor  functionis  ^ 
adeoque  (pag.  16 ) punctum  aliquod  ultimum 
intra  quod  valor  semper  >J<viis  fit , post  quod  a- 
utem  aliquamdiu  non  est  >J<vus  . Frit  autem  p * 
radix  aequationis  , nempe  % quod  inter  p et  * est 
ipsi  x substituto,  fit  (F  )x— o.  Nam  valor  is  nec 
Ht4  nec  — (nisi  o ) esse  potest:  si  enim  ^ esset  5 
Mt  = >J<  a ; acci  piatur  que  .r  m p * -fw,  ita  ut  co 
ultra  * ad  dextram  et  tale  sit,  ut  si  valor  novus 


functionis  h dicatur,  sit  b— a<^a  ; erit  b necessa- 
rio , quia  si  hh  esset,  fieret  b — a a , (si  vero 
h~o  esset  , radix  ibi  esset).  Fssetque  idem  j>ro 
quovis  adhuc  minori  **  Vo  o>'  itaque  piincttUn  Ultimum 
ulterius  esse  deberet.  JSi  vero  p *)  **  esser  s 

^it  — et  accipiatur  tale  \ intra  * ad  laevam, 
ut  sit  pro  — ^ valor  functionis  t; , atque  c 

— ( — b)  ~b  \ erit  c necessario  *-<  ; si  enim 

esser,  fieret  c-j-b^^b;  itaque  punctum  ultimum 
ante  * esset  , et  in  neutro  casu  in  * caderet. 

Consequenter  iri  Omni  casu  , excepto  si  m pat- 
et t i-»  sit,  datur  radix  realis  ; et  nonnisi  de  hoc 
casu  quaestio  est.  Ilealem  aliquando  , et  aliquando 
nonnisi  imaginariam  dari  casus  ostendunt;  ex  gr. 
x2  Hh3#  + 2 habet  utramque  rcalem,  ita  X17 — 1 —o 
unam  realem  , at  X-  + & + 2 norinisi  imaginariam 
radicem  habet.  At  vero  semper  si  non  reali,-  saltem 
imaginaria  radice  quaevis  aequatio  gaudet. 

2.  Demonstrationem  hujus  tamen  ad  casurri 
exceptum  restringere  necesse  non  est;  quum  jam  An- 
no 1799  prodierit  Demonstratio  nova,  Theorematis j 
omnem  functionem  algebraicam  rationalem  inte- 
gram unius  variabilis  in  factores  reales  primi  vel 
secundi  gradus  resolvi  posse . Auctore  Car  olo  Fri- 
derico  CrAF$$.  — Primitiae  messis  ditissimae  — 
quasi  stella  venientis  solis  nuncia  — veteranum  ju- 
i venis  opus  — adinstar  Herculis  dum  serpentem  in- 
fans disrupit.  Demonstrationum  qtias  summi  Geo- 
metrae dederant  , defectu  summa  cum  modestia; 
revelato  ^ ibidem  non  solum  exacta,  sed  valde  cla- 
ra, elegans,  et  evidens  exporiitrir  : Fit  quidem  Geo- 
metriae subsidio  ; sed  veritas  veritati  heterogenea 
non  est  , quippe  quae  omnes  coelesti  fraternitatis 
vinculo  junctae  , ad  quamvis  tuendam  confluunt  ; 
monitum  tamen  ibidem  est  , totam  demonstratio- 
nem mere  analytice  tradi  posse  , sed  methodus  i- 
sta  rem  clarius  ob  oculos  ponere  videbatur.  Trium 
quas  dedit  Auctor,  prima  haec  tantum  , et  quidem 
| ?laue  nunc  huc  pervenit. 

F F f 
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Instituti  ratio  eam  tantum  partem  breviter  re 
ferre  permittit , quae  in  quovis  casu  unam  salter 
imaginariam  radicem  dari  probat ; unde  (ut  ibider 
traditur)  id  quod  titulus  pollicetur , facile  sequi 
tur. 

Pag.  173  est  A + B l=w  ( cos  z + 

— 1 . sin  sO  , et  hoc  ad  n elevatum  est  =nn 
{cos  7iz+  y/' —\  . sin  7iz')."  Under  si  xm  + axm  i * . 

dicatur  X,  substituendo  r(cos  — l.sins 

ipsi  x , erit  X = 

rm  cos mz+  arm’f  cos  ( m — 1 )z  - • - + rk  cos  s-f  / H 
[rm  sin  mz  “j*  rm  1 sin  ( m — 1 ~)z  - - + rk  sin  z\\S* — 1 
quod  si  dicatur  U + J/ — I.T  , erit  X—o  pro  illi 
s,  r,  pro  quibus  U=o  et  simul  T~o  ; quia  tum  1 

— 1 .T^o  + I/ — 1 . 0=0,  atque  substituend 
rcoss-H^  — l.sins  ipsi  #,  fiet  X^o. 

Talia  *,  r igitur  dari  (pro  quovis  determinat 
integro  >{<vo  m ^ demonstrandum  venit.  Sint  in  pia 
no  P quaquaversum  CO  to  (Fig  56  ) recta  <16  ti 
trinque  00  ta  ; et  in  ea  punctum  fixum  c ; et  cujir 
vis  puncti  ipsius  P nomen  generale  sit  p,  dicatur 
que  r recta  pc  , et  angulus  acp  generaliter  z dicatur 
Concipiatur  porro  quovis  radio  r (>J<ve  accepto)  ii1 
plano  P circa  centrum  c circulus , et  in  quovis  pun 
cto  p erectum  ad  P perpendiculum  = T , et  qui 
dem  supra  planum  , si  valor  ipsius  T pro  illo 
vus  sit,  et  infra  si  ^ sit,  atque  in  plano  si 
= o sit:  dicatur  que  complexus  omnium  extrcmita 
tum  , in  qua  aliqua  ordinatarum  dictarum  ter 
minatur,  superficies  prima . Pari  modo  ( nonnis 
U pro  T ponendo)  fiat  superficies  secunda . Eri 
manifesto  superficies  utraque  continua,  et  quaqua 
versum  00  ta  ut  planum  , spatium  quaquaveraun 
00  tum  in  2 plagas  dividens:  complexus  autem  omni 
ejus,  si  quid  prima  cum  plano  P commune  habe 
at , dicatur  linea  prima  , et  complexus  ejus  s 
quid  superficies  secunda  cum  P commune  habeat 
dicatur  lifiea  secunda;  nempe  lineas  esse  (sensu  if 
Geom*  subi).  patebit.  Si  quod  punctum  superficie 


( '127  ) 


primae  cum  P commune  fuerit,  manifesto  ibi  ordina- 
ta T~o  est;  et  in  puncto  superficiei  secundae  cum 
p communi  ordinata  CJ=o  est.  Determinantur  idcirco 
lineae  lmaet2da  per  aequationes  T~o,  et  U~o.  At- 
que si  probetur,  lineam  primam  cum  linea  secunda 
punctum  aliquod  p'  commune  habere  ; turn  si  re- 
cta p'c  dicatur  r',  et  angulus  cip'c  dicatur  erit 
r'(  coss'  + j/ — I . sins')  radix  aequationis;  quia  pro 
illis  r\  z\  tam  T quam  U erit  simul 


3.  In  opere  citato  plura  commemorantur,  cur- 
ram hanc  singularem  concernentia  ; quae  prouti  m 
3t  coefficientes  accipiuntur,  varia  pluribusque  ra« 
mis  utrinque  infinitis  complexa  esse  potest  ; et 
pium  plures  haud  tanti  momenti  ab  inventoribus 
mneupatae  sint,  nisi  inter  tot  tantaque  alia  Au- 
toris  inventa  occasum  quasi  lieliacum  pateretur, 
'Javssiuna  dici  posset. 


Ex  gr.  Est  curva  utraque  , si  ad  coordinatas 
wtliogonales  (id  est  rectangulas)  revocetur,  ordi- 
lis  t/itl.  Est  nempe  ( Fig  57  ) x~r  cos  zy  y~r  sin* ; 
t ( per  171 J quidquid  sit  n,  est  r^sin/js  = 


.«-t 


»( n — l)Q — 2)Q — 3) 


2 


+ * 


et 


* cos  nz  — xn — ■ ~Xn‘*  y*  + 

(«— 1 )(n— _ t 
1.2.3V  4 * * **• 


Itaque  tam  functio  superior,  ipsum  T quam 
inctio  ipsum  U exprimens,  pro  T^o,  et  JJ~o,pro 
bcissis  x e centro  acceptis  , et  ordinatis  y ad  x 
erpendiculi» , constabit  (per  171)  e certo  termi- 

orum  formae  Axa  numero,  denotantibus  a , p 
Uegros  >£vos,  quorum  summa  ubi  maxima  est,  fit 
ztn. 

Danturque  ad  minimum  m intersectiones  li- 
eae  primae  cum  secunda  ; quamquam  fieri  etiam 


FF/* 


/ 
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possit  , ut  prima  a pluribus  ramis  secundae  «ree, 
i ii4'  3 *t  tum  X plures  factores  aequales  habebit.  Iu 
irraectio  autem  sub  angulis  rectis  fit  ; rt  si  pliir, 
crura  utriusque  curvae  in  eodem  juncto  convene- 
i»nt,  totidem  crura  lineae  primae  adsuntu  qtto 
crura  secundae  3 haecque  alternatim  posita  y sub  an 
^uiis  aequalibus  secant  se  invicem  &c‘  ; sed  toinrc 
mssertationem  describere  nimium  foret.  Hic  suf 
Ircit  unius  intersectionis  necessitatem  demonstrare 

4.  Demonstratur  ibidem  ad  scopnm  jrraesen 
u*n>  ; e centro  c describi  posse  circulum  , in  cn 
v.y  pervplieria  sint  2 rn  punctu  Cnee  plura ) in  qui  z 
lus  Tz^o,  totidemque  in  quibus  U~=o;  et  qnideu 
ita  , ut  singula  posteriora  inter  bina  priorum  j a V 
cetin  t • 

Dicatur  enimvero  (p)  extremitas  arcus  z ex  <| 

U (f 

ij<ve  supra  ac  incipientis  , si  z =:  r — fpro  q^  di 

inidio  quadranti  , atque  data  aequatione  X,  gradu 
centi  mii  );  (dicaturque  S summa  coefficieiitium  o 
mnium  terminorum  post  xm  sequentium  >J<ve  ac 
ceptorum)  ; dicaturque  R quodyis  r quod  tau 
(posita  omnino)  unitate  quam  ipso  Sj/2  majus  est 

Eritque  pro  quibusvis  R et  ja  , atque  pej 

m 

superius  (p.  426)  dictum  , 

T -=r  Rw  sin  + R w'!  «sin(m — 1 Y—  -f 

m //* 

Rm"J  r^sin  (m — 2)  • --  + iUsin  — ; quod  i- 

. tn  ~ ■ m 

tem  est 

RWM[ttsin  pq+  a sin  (m— 1)  A sim  m- 2)-F<7 

4 L r2  v m ii  ' 4n 


sin 


; atque  Jioc 


pro  jx  — £i-f  , 


p=8if3  (denotante  f integrum  quemvis)^,  < 
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|»,rv  /-J-: i aut  p~S/+7  h Vum  est.  Nam  si  z 

($*+  t)  JL  , ©iit  sin  tnz=  sin  (S iq  + q)~  sin  q = 


— - ; nempe  sinus  dimidii  quadrantis  (pro  ra- 

dio  1 . — i-=i/ . et  quidem  valore 

2 J^2  K 2 

►£vo;  it*  pro  * = est  sin  mz  = sin  3? 

= »{« • si  vero  z «(8/f5)-^-,  erit  sinm3= 
sin5f~sin( — % J ===  m ; ita  pro  * = 

(8 i’+7)  JL-  est  sin  ms=.sin  7q~  w -~* 

Unde  substituendo  in  valore  proximo  ^ 

2 

ipsi  sin^?  erit  manifesto  pro  signo  4-  valor  ^vus, 
pro  signo  — vero  ^ vus ; nam  etsi  termini  intra 

parenthesim  post  primum  (nempe  2r B|/ -— ) se- 

quentes , pro  signo  + omnes  *-<  vi  , pro  signo  — 
vero  amnes  >J<vi  essent,  quum  in  nullo  termino  si- 
nus unitate  major  per  coefficienjtem  multiplicetur, 
summa  eorum  >*S  esse  nequit  ; est  vero  8 <[ 

~~  , quia  R ^ Si/2  ; consequ.  sive 

2 2 

sive  — fuerit,  per  summam  sequentium  non- 
nisi ex  parte  destrui  poterit. 

Sed  etiam  pro  quovis  valore  ipsius  z inter 

(8/+1)  — et  (S«f3)~-  cadente,  valorein  ipsius  T 
tu  tu 

i ** 

vum  , et  pro  quovis  valore  ipsius  z inter 
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et  cadente  9 wvum  esse  patet;  nam  si 

v # m 


z majus  accipiatur  ipso  (8i'+ly-^*et  ^(8*t3) 


9 . 


tn 


erit  sin  mz  =.  sinui  arcus  ipso  q majoris  et  ipso  3g 


' 


1 _ 

minoris  ; adeoque  y ? eritque  ; ita  si  z 


y (8*+5)  -2_et  <(8*f7)-^,  erit  sin«»z=sinui  arcus 


m 


•Mvi  ipso  >-*  q majoris  et  ipso  im  3<?  minoris;  adeo- 
que sinms  erit  >-»  et 


Pariter  patet,  valorem  ipsius  U esse  ntumU* 
bique  pro  valore  ipsius  z a (8a+3}~~  usque  ad 


(8i+5)  — (inclusive)  , et  ijvuin  ubique  pro  % a 


m 


(8* +7)  usque  ad  (8t+9)  terminato  (inclusivej. 
Nempe  pariter  est 

U=:R/”’fi  fRcosuo'  + acos(irc— 1)  + 

tn 


b ^ cos  py 


atque  pro  (8»t3)  JL , id  est  pro  p=8*+3,  fit 

cos  m*  = cos3?  = m K-J  5 et  Pr0  P — 8,‘+5  fU 
cos  ms=cos  = m [/  y,  estque  cosinus  ubique 
pro  m%  crescente  a 3</  usque  ad  5jr  » ^ et 

t^~.  Ita  cos(8i  + 7){’=cos77=;cosC— ?)  = ^ 

"l/4-j  et  cosC8i*t9jy  = cosSr  = ♦ /y 
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Unde  in  peripheria  circnli  cujusvis , cujus  ra- 
diu»  R est , inter  quodvis  puuctum  arcum  z z=z 

fBi+l)  — terminans,  fid  est  punctum  superius 
m 

per  (82+I)  designatum),  et  punctum  (82*f3;,  dari 
aliquod  punctum  debet,  ubi  U^ro  est;  ita  inter 
quodvis  punctum  (8^5)  et  punctum  (8i+  7 ).  Nem- 
pe concipiatur  z tanquam  abscissa  ab  a >{«ve  cre- 
scens in  peripheria  dicta;  erunt  ordinatae  U sem- 

per  usquequo  z — etiam  ulterius  aliquam* 

diu)  ^rae , pro  erit  jam  U NYam;  itaque 

3 Q 

pro  certo  z inter  -2-  et  terminato  valor  ipsius 

r m vi  1 

U — o esse  debet.  Pariter  pro  &=z(8i  + 5 )-2-  est 

m 

U m , et  pro  «rz(8/+7)-~  fit  U >£,  adeoque  et 

inter  haec  puncta  terminari  tale  z debet,  e cujus 
fine  erectum  perpendiculum  U fiat  =o. 

Ita  inter  quaevis  puncta  (8/+3)  et  (8/+5), 
atque  inter  puncta  vSif7)  et  (82+9)  alicubi  T=o 
esse  debet.  Itaque 

U=o  fit  inter  (1)  et  (3J,  (5)  et  (7),  (9)  et  (11) 

r=o  inter  (8m— 1)  et  (1),  (3}et(5),  (7)  et  (9), 

Danturque  in  peripheria  quavis,  cujus  radius 
R est,  2 m puncta,  ubi  T ~o  , totidemque  ubi  U=o. 

Nempe  peripheria  ? atque  pro  izzm—  1,  fit 

8i+7=:8m — 8f7^8^ — 1,  qui  numerus  impar  4mtu3 
est,  quem  excipit  8»*i"l=8i  + 9 (pro  dicto  2—  m — 1),; 
inter  puncta  (bm — 1)  et  (Sw+l),  autem  id  est  in- 
ter finem  arcus  z^CSm — 1 ) et  finem  arcus  z 

' vt 

= (8w+l)  — , pariter  datur  punctum  , ubi  T =0  , 


i ' , 


'vm 
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1 


('"nempe  ubi  z 


q 


m 


e,t  s4ut£«  — o 


est).  Itonie 


in  tota  peripheria  4 m puncta  erunt  nnmrris  ira  pa- 
ribus parenthesi  ciausis  signata  , atque  simul  csun 
intervallo  quod  a 4//uo  impari  usque  ad  (Imtl)tum 
eum  puncto  ( 1 ) coincidens  est,  fiunt  ihrervatla  ■ 
munero  4 m * cujus  dimidium  est  numerus  punc.a- 
rum  ubi  T=o,  et  alterum  dimidium  est  numeras 
punctorum  ubi  U— o. 


Sed  neque  plura  quam  %u  puncta  sunt  in  pe. 
ripheria  eadem  ^ ubi  T— o fit  , nec  pl&ra  ubi  E ~o 
esu 


Denotentur  enim  puncta  ubi  T aut  U fiunt  == 
o,  per  numeros  absque  parenthesi;  nempe  punctum 
ubi  T— o fit  t n ter  ( Sm — 1)  et  (O,  dicatur  p mi- 
mum o;  ubi  fit  inter  (1)  et  (3),  dicatur  pun-  i 

ctirni  1;  ubi  Tiro  fit  inter  (3.)  et  (5),  dicatut  i 
punctum  2;  porro  ubi  U=o  fit  inter  (5)  et  (7), 
dicatur  punctum  3,  et  ita  porro:  palet  punctum  t 

quodvis  numero  pari  signatum  esse  lineae  primae, i 
impari  signatum  lineae  secundae  ; dicatur  Hlud  bre- 
vitatis gratia  punctum  par , hoc  vero  punctum  im- 
par , et  dicamur  puncta  timilia  quae  in  diversis 
circulis  eodem  numero  parenthesi  clauso  gaudent, 
ita  quae  numero  pasemhesi  destituto  denotantur. 

Si  jam  in  eadem  peripheria  plura  quam  2 m 
puncta  darentur,  ubi  T— o ; tum  alicubi,  ubi  pun- 
ctura par  est,  in  arcu  inter  praecedentem  et  se- 
quentem numerum  imparem  parenthesi  clausum 
comprehenso,  ad  minimum  duo  puncta  esse  dchc« 
i'ent,  ubi  T=o  ; quod  fieri  nequit:  concipiantur 
enim  ordinatae  T ab  extremitate  crescenti»  arcus 
z exgr.  a puncto  (3)  usque  ad  ^5);  fi  at  que  prima 
vice  T=o , pro  z in  puncto  b terminato;  er.it,  s* 
ante  (51  detur  adhuc  punctum  ubi  T=o  est,  aut 
post  b aliquamdiu  T~o  , aut  in  aliquo  puncto  e 
erit  post  b prima  vide  T =o  ; neturum  vero  esse 
potest  ; nam  siutim  patebit  post  b non  esse  conti- 
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nuo  aliquamdiu  T~  o ; crescet  igitur  aliquamdiu 
r a o , et  demum  decicscet  dum  ad  c item 
fiet  ; cogitetur  nempe  punctum  in  arcu  be  porro 
motum  , secum  ferre  perpendiculum  , in  quo  put> 
jctum  ex  b incipiendo  sernper  iit  extremitatem  or- 
dinatae T veniat  , usquequo  in  c desinat  ,•  puncfmn 
hoc  in  perpendiculo  inoio  prius  ex  b porro  , tum 
eundo  ad  c retrorsum  movebitur;  in  puncto  per-, 
pendi  cu  i i eodem  manere  nuspiam  potest  {ut  statim 
patebit)  ; itaque  si  ubi  prima  vice  incipiet  retror* 
iuin  moveri  , abinde  usque  ad  e sernper  retrorsum 
>at  , ibi  T maximum  habet  ilbi  punctum  retror* 
>um  moveri  coepit ; si  vero  revertatur  priusquam 
ii  e pervenit  , nbi  prima  vice  revertitur  , ibi  T 
it  n i ni  rn  o gaudet.  Ut  vero  Jioc  fieri  possit,  aut  ut  T 
diquamriiu  idem  maneat;  deberet .esse  (p  3 i 5); 

4 quod  pro  z inter  puncta  dicta  terminato  fieri  ne* 
niquit.  Nam  pro  quovis  v est  d sin  v&=vz  cos  vz  , et 
J sin  vz  (quoad  vs  ) est  cos  vz  , at  Jsin  vz  (quoad 
s)  est  v cos  vx  ; itaque  JT  (quoad  z)  pro  quovis  R 
:onstanle  , erit  si  in  expressione  ipsius  T superio- 
re pro  termino  primo  intra  parentbesim  ponatur 
ih  ?wilcos&*/3,  pro  2do-  autem  (m~  i ) cos  (tu—  i )z  ~ 
m ( m — n 
I m 

somnurnis  extra  parentbesim  poni  poterit  , erunt- 

w—  I m~2  _ 

jtie  — — 9 tractiones  verae;  adeoque  va 


cos  (m— ■ l )z  ; itaque  m tanquam  factor 


m 


m 


or  ubique  inter  (S/43)  et  (8/4-5)  valor 


Vi;  3 


itain  ibi  costfg^r  est  — et  >>^ 


„ t 


, Ua  inter 


2 ' • p’1!»- 

3a  (82*b«)  et  (8 tfOj  valor  »^vus  est,  ( ut  supra  ), 

filium  cos  mz  ihi  et  >(/ -^  sit.  Itaque  JT  io 

us  intervallis  nequit  ~o  esse  , adeoque  in  quovis 
ntervailorum  eorundem  unum  efquidem  solum  v. 
dum  datur  , tibi  T= 


aJUi* 


■ a . 


O U 


i 


i 434  ) 

Idem  cie  U eodem  modo  patet ; nempe  JU  pi< 

« inter  (S/+1)  et  (8* + 3)  terminato  ubique  >}*  e 
inter  (8s  + 5)  et  (8/+7)  uhiqtie  i-*  est;  qmmi 
«?  sos  m%  (quoad  z)  sit  — wsinws,  quod  In  prift 
ri  .intervallo  9 in  posteriori  vero  *■*  , et  iit  utro- 
que est  . 


in 


5,  Patet  in  peripherii?  omnium  R puncta  ( I 
recla  centrum  petente  esse  t uti  puncta  quae 
via  eodem  munero  impari  parenthesi  clauso  signa' 
fa  ; ita  rectatn  nb  utrinquc  00  tam  ramum  tinum  fi 
neae  primae  pro  quovis  m esse  manifestum  est 

Amo 

nam  pr®  & aut  — - Iit  sin  z ~ < 


sr  n 


2^  = 


m 


sin  («i — 1 i n fws  fc*c;  adeoque  pro  quovis  valorc 

ipsius  r ( a o in  CO  ) ad  puncta  (o)  et  (4:vJ 
T~«;  estque  punctum  o cum  (o)  comcirlens  intei 
impares  (8*'+7)  et  (8/+9}  3 punctum  (4;,;  J vere 
cum  puncto  ilm  coi  ne  id  it:,' cati  it  que  inter  impares 
f 8*'-f  3)  et  (~8Vf5)  pro  m impari  ™2;/— 1 et  i=w — I 
pro  m pari  ^2v  autem  et  «mv— 1 caclit  inter  i m 
pares  (8/4*7)  et  (S/+9);  nempe  4m~  1 est  impai 
2wim  , et  pro  9 ex  4;/i— 3^8ij-3  fit  8/*~- 

4— 4=:  8/,  a deeque  *rr;/— 1 ; ita  pro  mzz'2v  , ea 
— 8/f7  fit  8v— 8^8#,  adeoque  i^v— 1 i-  est 
qu®  post  2dum  numerum  Imparem  nempe  inter  (3J 
et  (5j  punctum  lineae  primae  munero  2 (absque 
pareiiiliesi)  signatum  ; ita  post  2^uum  imparem  se- 
quitur punctum  2m  lineae  primae. 


f» 


6.  Sed  etiam  quivis  circulus  A sit  radio  !t  > 
tam  Ipso  Sj^‘2  quam  ipso  1 „ centro  t descriptus  ; 
si  complexus  omnis  puncti  numero  parenthesi  clau- 
so eodem  signati  ^ numero  eodem  romano  denote- 
tur ; repraesentent  (3)  et  (§)  quosvis-  numeros  im- 
pares proximos  9 inter  quos  fit;  inter  recta* 

III  et  V ramus  unus  lineae  primae  ex  00  to  veni- 
ens , circulum  A ingredietur,  atque  ex  eo  via  con- 
tinua alibi  ( adeoque  in  puncto  pari  , quum  T non 


ler 

l 

Cti 

t£. 

k 

b 

L 
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•Ta! ilii  essu  queat)  egrediens  abit  item  in  GO  • 

tNdin  in  c( uo \ is  arcu  centri  c inter  III  et  V com- 
prehenso daiur  punctum  lineae  primae;  dicatur  y 
complexus  omnis  ejusmodi  puncti;  manifesto  et- 
iam intra  periplieriam  A manebit  aliquamdiu  R> 
Sj/2  et  simul  .>1  , adeoque  inter  III  et  V etiam 


intra  periplieriam  A protendetur. 


Ii 


{>re 


$ 


Sed  consideretur  in  cujusvis  A peripheria  , T 
^puncti  (3)  fquod  dicatur  i)  et  T puncti  (5);  (quod 
Ndicatur  f)  erit  illud  T ^vmn  , hoc  vero  vmn  ; i- 
taque  i et  f in  plagas  diversas  superficiei  primae 
cadunt  ; consequ.  ex  t nulla  via  puncti  usque  ad  f 
datur  , nisi  quae  per  superficiem  primam  transeat. 
\ique  Iii n c no u y solum  interruptum  esse  nequit  ; 
icd  etiam  f,  plano  P et  superficiei  primae,  coinmu- 
(ni  continuo,  circulum  A post  (3,)  ingredientc,  at- 
i|tic  post  (5)  alicubi  exeunte,  seclusum  ab  t esse 
necesse  est;  namque  secus  punctum  in  plano  P ex 
i in  1 , ex  una  plaga  superficiei  primae  quaquaver» 
sum  00  tae  in  alteram  venire  posset  , absque  eo  , 
ut  per  eam  transeat.  Exire  autem  continuum  di- 
ctum ex  A nonnisi  per  punctum  par  peripberiae 
A potest  , qoia  T nonnisi  ibi  -~o  fit;  atque  si  pun- 
ctum illud  par  2v  dicatur  , de  y dictum  et  ad  com- 
plexum omnis  puncti  2v  applicari  poterit:  at  suf- 
ficit ad  scopum  ; quodvis  punctum  par  cum  aliquo 
puncto  pari  peripberiae  ejusdem  junctum  esse  ; 
atque  etiam  demonstratione  eadem  ad  U applica- 
ta , quodvis  punctum  impar  cum  numero  aliquo 
impari  peripberiae  ejusdem  junctum  esse. 

Nimirum  tum  lineae  primae  cum  secunda  in- 
tersectionem aliquam  dari  pluribus  modis  evincitur. 
Ex  gr.  suppositio  nullam  intersectionem  dari,  ne. 
cessario  dari  aliquam  ponit;  quod  simul  constare 
nequit  : consequ.  nullam  dari  falsum  est  , id  est 
dari  aliquam  constat.  Si  nimirum  supponatur  nul- 
lam dari  , punctum  1 cum  nullo  puncto  ultra  axem 
a&  sito  junctum  *est  ; n i-n  l est  punctum  lineae 
2dae , recta  ab  autem  est  pars  lineae  primae  , ita- 


O G 


er* 
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tjm»  «i  l {in  peripheria  radii  ac t pro  ac- 2 po 
siio)  cum  puncto  ?/  junctum  sit,  C rieni  pe  cum  ali 
quo  puncto  impari  junctum  esse  debet)  ; er  it  nu 
merus  u'<^2 m,  nempe  ad  6 est  numerus  par  2w 
vt  n'  impar  ante  *2m  inter  2 et  2 m cadere  debet 
inter  o et  ! ac  1 et  2 enim  numerus  nec  par  aie< 
impar  datur,  2 vero  est  par,  atque  si  n'  ultra  2» 
esset  P ab  per  1*;/  (id  est  ramum  qui  ab  1 usqtu 
ad  «'  est)  secaretur.  Dicatur  pono  n"  punctum  pa 
eum  quo  punctum  2 junctum  est;  erit  pariter  n' 
<Zu*  \ nempe  punctum  par  n"  cadet  post  3 et  anttr 
ti  ; quia  si  retrorsum  in  o caderet,  2 et  1*//  s(, 
mutuo  secarent  , ita  si  post  n'  caderet,  1 *u'  et  2*/*M 
>.c  invicem  secarent.  Sit  porro  n"’  punctum  impar 
cum  quo  3 junctum  est;  cadet  n'"  ultra  4 et  anu 
si"  ; nam  cum  impari  quod  antea  fuit  (modo  cun 
J ) jungi  3 nequit  , quia  tum  2±nu  et  3^1  secaren 
se  invicem  5 ita  si  n’"  ultra  n"  caderet  , 2 c 
3^?/"  secarent  se  invicem.  Sit  porro  n lv  punctum 
par  cum  4 junctum  , cadet  nlY  ultra  5 et  ante  u"  1 
qb  eandem  rationem.  Sit  item  nY  punctum  im- 
par cum  5 junctum  ; cadet  nY  ultra  6 et  ante  nu\  | 
quia  si  retrorsum  jungeretur  cum  aliquo  impari] 
(sive  1 sive  3 ) , 5^1  vel  5#3  et  4*/rlv  secarent  se 
invicem  Conti imatidoque  hoc,  usqucquo  ires 
numeri  4, 4+ 1,4+2  supersint  ante  proximum  n 
(versus  a)  quod  cum  accentorum  numero  certo  pro«, 
diit;  punctum  illud  p cum  quo  h junctum  erit,  ul- 
tra dictum  n cadere  non  poterit  ; nam  tum  4*p 
et  ramus  qui  ab  n usque  ad  punctum  anterius  est 
cum  quo  jungitur,  secarent  se  invicem;  itaque  h 
necessario  cum  ,4+2  jungetur  ; atque  4*4  + 2 et  ra- 
mus qui  a 4+1  usque  ad  punctum  cum  quo  jungi- 
tur est,  sive  antrorsum  sive  retrorsum  esset  hoc, 

A e invicem  secare  debent.  Q . E . D.  In  (Fig5S  ) 
quam  Auctor  pro  X=:.r4— 2rf  + 3#  + 10  cortslruxir, 
ramis  lineae  2dte  per  puncta  denotati*  , res  oculis 
subjecta  est. 


C 4*7  ) 


i?  44.  Pauca  adhuc  acoris  ramos  ( 179  ) IIlu* 
'if  arantia , praevie  addenda  c:^t  5 cete v "a  ia  quantum 
;nsiiruti  ratio  perr  ^ td^io  Jhlo  v:  ■s.yv:Alj%  quum 
it;  hoc  adhuc  gen  *e  ex- 

punendus  veniat,  m w.isjs  utraque  xtifiradicata 
' 11  [p.  22  5 delineetur» 

,.:i  1 1«  Dictum  ( 184  ) erat  e quavis  functione 

V)x  seriem  deduci  , cujus  terminus  generalis  est 
F)mx  — (V)(m — l)x5  terminorum  summa  vero  est 
:(F )x— cF)o.  Facile  cogk&tur  3 ipsi  x constantem 

1 

liquam  ex  gr*  1 aut  generalius  — - substituere  , 

F 


t x sit 


w-x 


n 


5 et  terminus  generalis  sit 


F)m . 1 — (F)v.ff»—  1)  I . fF)  n 

— — , atque  summa  sit  — 

F F P 

-{F )o  ; nempe  in  (F , ponatur  prius  ni  pro  a?* 
I 

et  min  — pro  i Ita  deinde  licebit  n sive  ut  nu® 
F 

jierum  constantem  , sive  ut  in  00  crescentem  cons- 
iderare. 


Exgr.  Sit  ( F)yz=-f_  ; erit(F)»tx— (FX«*— 


1)5 


jrininus  generalis  seriei  ex  (F)#  deductae,  qui 

i t 


m 


m- 


summa 


ro  x = l 3 fit  77”  — . , — , L , 

i f m i f m — 1 w(  7/it  1 ) 

ero  est  ( F)x— (F)o= (FJ/j— (F)o  pro  x— 1 adeo* 

ne  «x=w.  Substituendo  igitur 'in  — — — A ipsi  m 

#/#(,//*  t*l)  r 

umeros  ab  1 usque  ad  w iuclusive  3 fiet  series 
13  1 * n a 


^2.3 


n 

uji 


3 

quod 


4 


et  summa  est 


34* 


/1 


1 


1 SI 


00 
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v 

Si  ~ ; erit  seriei  deducta*  termi 

v e — 1 

mi6  generalis  (F)  ni — (F)(m — l)x  = 
aAm' O*  ^(w-1  )x(ex  _x ) 

e — l " 


et  summa  es 


e — i 


ae”*—  ae» 


(F)& — (F)fl=.- . Si  i ponitur  =1  ; 


e—  1 


de 


m-i 


et  summi 


i 


uti 


(ISI)  p^o  Serie  geometrica  erat. 


i 


Si  vero  x ponatur  sr  — ; erit  terminus  gene 

1777  — 1 ) 1 n 

ae'~P~~(e~T* — O . ae  P — a 

|ajis >■  , et  summa  erit  — 


e—  1 


i 


Prodit  autem  sic  series  geometrica,  cujus  ( substitu 
endo  numeros  1,2«  ••ipsi  tn)  terminus  lmu*  est 
i-l  l 2-1  l 


at 


? P(e  P — 1) 


e — 1 


et  2dus 


ae  p (e  P — 0 


e— i 


, fet  qui 


vis  per  e P multiplicatus  dat  sequentem.  Unde  et 
iam  pro  ^zrp?  summa  priorum  p terminorum  eri 
ae — a a( c — l)  _ 


a\  ct  pro  n~=- 2p  erit  summa 


e — 1 e — 1 

ae 2 — a &(e2—l  ) a(  ej"l  )C e — 1 ) a+aem 


atqu 


e—  i e— i e— 1 

in  genere  si  f/SS.£p  (denotante  k integrum  quem 

aek  ~~a  aio}  — !-)_ 


vis  4<vum);  erit  summa  = , . 

A /7  e — 1 e — 1 

o(  e — 1 ) ( 1 4*  e 4-  e1  » - - -f  e^~L  ) 


t' — 1 


a 4 ae  + a e2  - - - 4 


4«e*"1,  quae  est  sumina  li  terminorum  seriei  geo 
ttietricae  prioris.  Quod  \eio  ck  < — i sit  = 


i’ 
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"M'fifeiqitc  seriem  esse  arithmeticam  primi  ordinis  ; 
rodeunte  e termino  quovis  sequentem,  addenda 


a.4. . 


f j>, 


nA 


Summa  vero  erU  (F).r— (F)o  - '^-+7— r — 

H -F' 


— , quum  (Fj)o~o  sit;  adeoque  pro  fit ler- 

-f1 

ii  i n iis  generalis  ak(m — ly7,  et  summa  est  na  + 
s uti  ( J32j  pro  serici  anihitic- 


—r)d  («t’0 « >. 


2 


ica.  Si  vero  pl—n  (pro  (jsicvis  integro  ^ 1’» t 
1 , , /rd—Ad 

gJjUinma  t , quae  est  summa  priorum 

terminorum  seriei  arithmeticae  prioris  ; soletqiiu 

t terminus  //itus  seriei  hujus tus  prioris  dici. 

f i ** 

Ita  ex  innumeris  functionibus  totidem  series 

}-c  educi  possunt,  quarum  tam  termini  generales  quam 
uminae  datae  erunt:  at  quaestio  Suboritur;  num 
termino  generali  seriei  alicujus  ad  functionem  e 
na  deducitur  perveniri  queat  quo  pacto  etiam 
umina  data  esset.  Expressio  summae  talis  , in  qua 
psi  m quivis  numerus  substituatur,  totidem  tenui- 
iorum  summa  exhibetur,  vocamr  terminus  summa- 


( no  ) 


torius ; qui  si  u.(  f)m  sit,  pro  termino  generali  pro 
dibit  omnino  (f)m — (f)( 

2.  Ad  3tlum  pag  179  pertinet*,  quod  si  Axa  I 
f C xc‘  - --pro  quovis  yalore  ipsius  x sit  =zo\ 
erit  = 5 nempe  quilibet  soefficienti' 

um  erit  =io.  Nam  tusa  edam  per  xa  utrinque  di 
videndo  5 et  Ad*B.v^”a4>€^c”'  - y dicto;  erit  yzrz^ 
pro  quovis  valere  ipsius  X , etiam  pro  nam 

que  verum  de  x utvis  parvo  est,  si  non  sit  zzo  1 
si  vero  x \ q , tum  aut/* — \ o,  ita  Car  CH 

aut  y'— -\  o • adeoque  quotvis  termini  nimie 
ro  certo  accipiantur,  pro  dato  quovis  co  fieri  A i 
B.xb~n  f Cxe~? ....  — (A  + Bob~a\  Coc-«-..=A' 

potest  (nisi  =o  sit);  sed  A + Bx^a ■{• . . . =y  j 
— o (pro  x non  =o).  Consequ.  quum  y~o  , et  y—t 
~ vel  a— * o , est  A — o (p.  69}.  Id  ena  etiam  por 
ro  continuatur  ; ut  nempe'  utrinque  dividendi! 
per  x^~a , prodeat  B -f  - - — Bf  C.vc“^ - - . 

o , atque  inde  et  ita  porro. 

1 4-  .r  3 

Ex  gr.  Si  - + o.r+  bx*  + cx3  - • mul 

1 — x — X* 

liplicando  utrinque  per  denominatorem  , et  subtra 
hendo  numeratorem  functio  ad  c reducetur,  et  coi 
lectis  ubique  coefficicntibus  ejusdem  potentiae  ipsi 
us  x ; erit 

o—  {a — l)x+( 6—a—l)x2^(c — & — 1 f d — c — a)x\ 

atque  hinc  a — l=o  , a—  l = o,  ( c— I)=o 

d—c — axxo  tfc*p  adeoque  a~  1,  te(3  + lz:2,  r~3 
a=4 , e~6,  9 , ^=13  quibus  val oribus  sub 

stitutis,  prodibit  series  functioni  fractae  aequivaj 
lens  , si  nimirum  convergat,  aut  terminata  sit. 

Facile  autem  perspicitur,  in  isto  casu  quem 
vis  terminum  a 4to  incipiendo  , esse  summam  prini 
er  3tii  ad  sinistram,  ex  gr.  9— 6d-3  ; dicitur  serie 
ejusmodi  recurrens , cujus  terminus  quilibet  cert® 
nms  numero  p ad  laeVam  praecedentium,  (utpoti1 
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Vti  p"ti  « *•),  per  perto*  factorea  uml  Ii  pileatarum 
»umma  est,  ita  ut  pro  quovis  termino,  vtu»  ad  Iae- 
ram per  eundem  factorem  multiplicetur.  Dicitur 
quoque  series  recurrens  ejusmodi  ordinis  pii  , ei 
factorum  dictorum  series  scala  seriei  recurrentis 
audit. 


Ex  gr.  Pro  termino  Imo  =0,  et  2do=I,  atque 
icala  1,  3,  fit  series  0,  1,  i.l  + o.3=l  , 1.1f3.1=4, 
‘U +3.1=7,  r.1  + 3.4  nempe  0,  1,  1,  4,7,19-- 

Sed  methodus  antea  dicta  applicatur  etiam,  si 
ut  saepius  requiritur  , uti  pag  227 ) functio  fra* 

i ut  summa  simpliciorum  exhibenda  sit ; si* 

| (*>' 

ijuidem  denominator  in  requisitos  factores  simpli- 
ces resolvi  possit  ; quod  efficitur  saepius  , quaeren- 
jio  radices  aequationss  (Fj^no;  quae  si  fuerint 
b , 0,  erit  (F)^r=(^ — d)( x — b)(x — c ) ; sed  ut- 

hunque  deventum  ad  hos  factores  fuerit;  ponendo 

1 'c  \ „ a t?) 


Oa*  A_  B 

Fbe  x — a ~ x- 

nodo  sequente. 

1 


i — — ; determinantur  A,  B,  C 


0 x — c 


Ex  er. 


a 


■X' — x3  x(afx)(a — x) 


x 


B C . 
+ ^fx  + a-x* 


ht  reducendo  ad  denominatorem  eundem,  atque  per 
l;um  utrinque  multiplicando  , et  muneratorem  qui 
•fljlid  laevam  est,  subtrahendo,  fiet  o—(a2  A — 1)  + 
f a&' (C— B — A)x2  ; unde  a2  A — l^-0~«B*{*fsC 

C — B — A=o  adeoque  A=~2>  B=. — C,  atque 


suitC. 
im 


a' 

'=B+A==— unde  20=:—!-,  et  C—-!-;  , atque 

ar  2 a3  7 * 

1 

piilf  =~  2«** 

At  ceteris,  quae  dicentia  adhuc  essent,  tomo 
'.do  reservatis;  transeundum  ad  alteram  arhorem  est. 

H ■ - "!  --■'■'i-  '-*. 
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GENERALIS  CONSPECTUS  GEOMETRIAE. 


E mundo  externo  , abstrahendo  pervenitur  ad 
conceptum  spatii  puri \ nempe  corpus  experientia 
externa  omnino  simul  cum  loco  ejus  datum  , cogi- 
tatione tollendo),  manet  locus,  quem  occupasse  vi- 
detur, finisque  intra  quos  erat;  atque  tum  quae- 
rendo q.nid  ultra  fines  illos  sit  , tollendo  tofum 
mundum  experientia  datum  , et  semper  porro  quae 
tendo  , pervenitur  ad  noctem  sanctam  . quae  my 
ri.adibus  lucernarum  accensis  , Majestatis  Su mmai 
praesentiam  annunciat.  In  hac  volvuntur  initu  me- 
ri orhtvs  , expansis  erga  se  invicem  fraternis  bra 
chiis , et  suspiriis  undique  tam  gratorum,  quarr 
afflictorum  pectorum.  Patrem  communem  quaeret) 
tibus  — in  hac  fert  mater  tellus  sub  florido  sini 
dormientes  gnatos  ad  auroram  aeternitatis  — et  ii 
hac  servatur  omnis  materia,  nascunturque  e ger 
iti i u ibus  mundi,  \i  mirifica  vitali  producti  , crescunt 
vivuntque  . n otum  avitum  (nisi  alio  pellantur)  se 
quentes  ; atque  intereunt  , ut  mcteora  fragoribii! 
ten  pestatum  in  oceanum  recidentes  , novis  initiun 
daturi.  A<  interno  Geometrae  oculo  intuente,  omni 
(inae  apparet  mundi  discordia  , cnjns  magnum.pro 
bini  a iii  concordiam  resolvere  mortis  aequatio  est 
hellun  que  omnium  quod  videtur  in  omnes,  cun 
stridete  en  ni  clamoreque  orbium  disparet  — - a< 
jactat  i n e n inacibus  procellarum  fluctibus,  paca 
tus  excipit  noctis  tranquillae  portus  , luce  Verita 
t is  aiti  a collustratus. 

§.  1 Primus  intuitus  ostendit  sequentia  : spatiunr 
est  'qvafitiios  , est  continuum , infinitum  quaqua 
versum,  aeternum  . praesentibus  semper  partibti 
omnibus,  praeterea  unum  solum  est,  et  imtnutob\ 
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ifc,  tam  iu  se  quam  quoad  quimvis  partem,  nisi 
quod  alia  iu  eo  permutare  partes  ejus  nempe  loca 
possint.  Tempus  quoque  quantitas  , continuum . et  tu 
iium  solum  , atque  infinitum  sed  nonuisi  utrinque, 
e quavis  parte,  quae  nouuisi  expers  adest  , atque 
semper  alia  atque  alia  venit. 

§ 2.  Intuitus  ostendit  porro  sequentia : spatii  poi- 
ira  tiouis  cujusvis  finis  , tale  continuum  est;  cujns  dan- 
nli  tur  ejusmodi  2 portiones,  ut  id  quod  utriusque  fuii- 
og  bus  commune  est  , continuum  sit,  er  quidem  tale, 
ut  Jmjus  item  dentur  ejusmodi  2 portiones,  quarum 
finibus  commune  expers  est.  Hinc 

1.  Pars  ejusmodi  expers  spatii  vocatur  'punctum 
spatiate  , distinctum  omnino  a puncto  temporis . 

In  quavis  spatii  parte  dari  punctum,  et  omnia 
spatii  puncta  aequalia  esse  item  intuitu  patet. 

2.  E continui  prius  orti  portione,  ct  tum  e con- 
iaftmui  posterius  orti  portione  , construuntur  conce- 
ptus sequentes,  (combinatis  ejusmodi  portionibus). 

I.  Si  continuum  ex  A,  II  - — ^ F constet,  ct  quod- 
vis horum,  portio  finis,  alicujus  portionis  spatii, 
sit  : dicitur  superficies . 

If.  Si  vero  continuum  ex  a,  h - - - £ constet  , rt 
quodvis  Irorum,  portio  finis,  alicujus  superficiei  , 
sit:  dicitur  linea. 

IiL  Atque  si  continuum  ex  a , (3  - - \ constet , 
et  horum  quodvis  aut  superficies  aut  linea  sit  : 
dicitur  forma  (sensu  proprio). 

IV.  Si  vero  continua  qualiavis  P et  Q fuerint  e 
spatio,  atque  aliquid  commune  habuerint:  tum  si 

I complexus  omnis  ejus  quod  utriqtie  commune 
est,  pars  utriusque  indi villibilis  sit  (p.l7jj;  dici- 
tur I sectio  ipsorum  P et  Q se  mutuo  secantium . 

3.  Interim  superficies,  etiam  ejusmodi  continua 
pars  indivellibilis  spatii  dici  potest,  cujus  nulla 
portio  linea  est.  Imo  statiin  definito  stabili toque 
motu  geometrico  s linea  etiam  via  puncti  dici  po- 

II  i!  h * 


( Ui  ) 


teat  ; #s  lineae  via  quoque  superficies  est , sed  nor 
quaevis  superficies  yia  Jineae  est» 

§.  3.  Redeundo  e spatio  in  mundum  externum 
unde  segregatum  erat;  corpus  idem  in  alio  quoqu< 
Joco  videnti  , quaestio  succurrit:  num  loca  ejusdem 
diversa  aequalia  sinti  Intuitus  ostendit,  aequalia 
esse. 

I.  Hinc  quum  in  quavis  spatii  portione  cogitar , 
corpus  queat;  construitur  (sine  ulla  virium  cousi- 
deratione)  pro  quavis  portione  spatii  mobile  tale. 


quod  cum  ea  coincidens  ab  ea  diversum  , cogitatio- 


ne quaquaversum  libuerit  in  spatio  ferri  queat 
nihil  aliud  e corporis  externi  qualitate  retinens, 
nisi  quod  idem  sub  eodem  tempore  diversa  loca 
cccupare  nequeat. 

II.  Cum  ita  constructo  mobili  iterum  reditur  ii 
spatium  ; formaHuque  axioma  congruentiae . Nem- 
pe si  posito  mobili  tali  , idem  diversis  temporibus 
posset  cum  A et  B coincidere  ; tum  A~B  esse  in- 
tuitus ostendit. 

At  non  cum  quibusvis  A et  B geometrice  ae* 


liim 

1H 


qualibus  (de  quo  inferius)  mobile  idem  coincidere 
potest.  Ex  gr  si  A et  B cochleae,  una  ad  dextram 
altera  ad  laevam  (etsi  alioquin  aequales)  sint;  et 
innumeros  casus  tales  dari  patebit.  At  (per  p.  7 
Ax  V.  certa  cum  determinatione)  talia  A et  a ge- 
nerabuntur, ut  mobile  idem  diversis  temporibus 
cum  a et  B coincidere  queat. 

Quando  quidvis  P moveri  dicetur  : semper 
tale  mobile  continuum  intelligi  debet,  in  quod  in- 
cidit totum  P (etiamsi  complexus  punctorum  sit). 


Si  vero  sribatur  A * B * C ni  intei- 

ligatur  mobile  in  quod  cadunt  A,  B,  C ita  poni 

posse,  ut  A cum  a}  B cum  C cum  c simul  co- 
jncidant. 

"Vivit  magis  , facilior  eyidentiorque  fit  Geo- 
^metria  motu  dicto  admisso:  usique  eo  sunt  Archi-\ 
V medes  Graecus  et  Britannus  ; atque  simulae  A u* 
nnm  superimponitur  alteri,  (uti  irt  Euclide  V idem 
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bique  admittendum  sensu  dicto  est  ; reipsa  enim 
patii  pars  nulla  Jocum,  sed  rem  eam  tantum  quam 
ub  certo  temporis  puncto  capit  , mutare  potest. 
*roIixius  tamen  , eadem  sine  motu  quoque  tradi 
possunt. 

§.  4.  Interim  post  dicta  ultro  subvenit,  in  de- 
erminationem  conceptuum  motum  respicientium 
:lli  nquirere. 

ous 

tali  | 
alii 
eat 


1.  Locus  ipsius  A dicitur  in  spatio,  complexus 
mnis  ejus  , cum  quo  aliquid  ex  A sub  eodem  puti- 
to  temporis  coincidit. 

2.  Quod  sub  quovis  puncto  temporis  T est,  di- 

itur  semper  esse  sub  T. 

3.  Prodeunte  quasi  formula,  quod  M habeat  lo- 
um  L sub  T , aut  sub  T locus  L est  ipsius  M ; 
uccurrit  quaerere;  quidnam  sit,  si  per  omnes  com«> 
inationes  transeundo  , substituatur  ipsi  M , ali - 
mid  ex  M , omne  ex  M , non  omne  ex  IVI , nid- 
um ex  M , aut  aliquid  exclusive  ; ipsi  T vero  sub- 
ii i natur  , aliqua  puncta  temporis  , omnia , 7iulla  , 
ei  aliqua  exclusive ; atque  ipsi  L substituatur  i* 

, non  idem  ; item  quaevis  horum  variis  deter- 
ni nationibus  afficiantur  ; atque  casus  constructi  va- 
io  modo  combinentur:  at  brevitatis  gratia,  quae- 
lam  tantum  magis  necessaria  referenda  sunt;  no- 
ando,  ad  sensum  combinat ionum  attendendum  esse; 
x gr.  omni  Jocus  non  ideas  ,- et  non  omni  locus 
dem,  haud  aequlvalent;  nempe  prius  denotare  po- 
est  , quod  omni  sit  non  idem  locus,  id  est  nulli 
iit  locus  idem. 

4.  Omni  ex  M (id  est  omni  quod  ex  M est)  lo* 
czis  idem  iu  spatio  semper  sub  tempore  coutinuo 
T,  quies  ipsius  M sub  T dicitur. 

5.  Aiicujus  ex  M locus  non  idem  sub  aliquibu* 
punctis  ipsius  M es*  motus  ipsius  M 

6.  Motus  sub  quavis  portione  ipsius  T eveniens, 
est  motns  sub  T. 
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7.  Alicujus  autem  (exclusive)  locus  idem  seu 
per  , est  vel  motus  in  loco  (ex  gr.  spaerae)  , 
aliquod  illud  ipsum  M sit;  vel  compositio  quiet 
et  motus  ; nempe  si  aliquid  quiescat  moto  M;  im 
sphaera  in  Joco  fui  moveri  potest  , quiescente  cei 
tro  tantum,  (vel  etiam  diametro), 

8.  Si  quid  Q ex  M,  moto  hoc  quiescat : dicitu 
M circa  Q moveri . 

9.  Porro  aliqua  puncta  ipsius  T,  possunt  cert 
modo  determinata  2 puncta  quoque  denotare, 

lino.  Omni  ex  M Jocus  idem  duntaxat  sub  prini 
ct  ultimo  puncto  temporis  alicujus  ; est  reditus  pe 
fectus . 

2do-  Ipsi  M locus  non  idem  sub  certis  punctis 
et  b ipsius  T,  pari  t conceptum  sequentem  : si  loci 
non  idem  sit;  aut  habet  prior  cum  posteriore  coni 
mune  aut  non;  si  nec  quidquam,  aut  utriusque  ir|( 
diveliibile,  sit  commune  , dicitur  M totaliter  em\ 
tum ♦ 

3tio.  Si  pro  quovis  puncto  a ipsius  T , sit  tal 
pars  continua  ejus  ipsum  «complectens,  ut  fcub  nu 
iis  2 punctis'  hujus  sit  locus  idem  ipsius  M , ai 
portionis  ullius  ejus;  tum  M porro  moveri  dicitu 

§.  5.  Variae  hinc  exoriuntur  quaestiones. 

I.  Potestne  punctum  p undevis  moveri , usqui 
quo  in  quodvis  datum  spatii  punctum  IVI  pcrven 
at  ? et  quidem  ita,  ut  quidvis  iu  quod  cadit  secui 
ferat?  et  p qualem  viam  describit? 

Intuitus  ostendit  p , quidvis  in  quod  cadit 
secum  ferendo,  via  quacunque,/?  cum  M conn« 
etente  5 (imo  innumerabilibus  viis)  moveri  poss 
usque  in  M;  et  viam  quamvis  ejus  esse  lineam* 

Et  haec  est  Ima  operatio  motus  intuitiva . 

L\nea  si  e nullo  ejus  puncto  duabus  plure 
puncti  viae  in  ea  dentur,  dicitur  simplex  ; et  si 
p <rfic(es  , cujus  nullarum  trium  portionum  secti 
11  lea  simplex  datur,  dicitur  simplex 


i 
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Linea  simplex  dicitur  in  sa  rediens  ; si  pun- 
tum  in  ea  motum  in  locum  primum  ita  redire 
liifii  ueat  , ut  antea  in  nullo  loco  jam  habito  fuerit» 

II.  Quaestio  fit:  num  moto  mobili,  aliquid 
X eo  quiescere  possit?  Num  ptfssit  unum  punctum 
uiescere  ? et  duntaxat  unum  ? num  duo  aut  plura  ? 
dic,  t tum  complexus  omnis  sub  motu  quiescentis,  qua- 
isnam  sit  ? qualis  esse  nequeat?  Quoad  Imum  intuitus 
stendit,  quodvis  M in  quod  p cadit,  innumera* 
ilibus  viis  posse  circa/?  moveri,  ita  etiam,  ut  quod- 
is  punctum  a iu  M cadens  (a p diversum.)  redeat. 
Operatio  2da  motus  intuitiva . 

Hinc  passus  ad  omne,  parit  superficiem  sphae- 
ae ; nempe  complexum  omnis  ejusmodi  puncti  b , 
jQt  t p^aizp^b.  Intuitus  ostendit:  Imo  complexum  hunc, 
m sse  superficiem  , per  quam  spatium  in  duas  por- 
iones  dispescitur  , unam  cum  puncto  p interno 
mdique  clausam  , et  alteram  circumcirca  in  00  Ium 
xclusam  , ipsam  vero  esse  finem  utriusque  com- 
minem. 2do  nullum  punctum  posse  ex  una  portio- 
ie  in  aliam  *enire5  nisi  per  finem  communem 
ranseat ; quod  deinde  extenditur  ad  quasvis  duas 
tortiones  continui  alicujus  finem  communem  ha - 
'tentibus  , si  punctum  in  eodem  continuo  moveri  o- 
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torisaf. 

Potest  sphaera  dicta,  dici  spaera  puncti  a,  cen- 
tro p ; atque  puncta  superficiei  a centro  aequaliter 
distantia  dici  possunt,  distantia  puncti  p ab  o per 
u$p  expressa  ^sensu  iii). 

Complexum  punctorum  omnium  a centro  ae- 
qualiter distantium,  superficiem  esse , si  non  ipsum 
pro  axiomate  adsumatnr,  probari  quoque  potest: 
nempe  si  quid  portionis  spatii  complectatur;  id 
circumcirca  adesse  debet  , et  quidem  sine  ulla  pro- 
minentia , quum  id  item  ubique  circumcirca  fieri 
deberet;  itaque  duae  superficies  essent  exterior  inte- 
riorque  , centrum  undique  punctis  omnibus  aequidi- 
stanubus  claudentes  ; quas  diversas  esse  non  posse 
t em  intui  i' u patet. 


Li 


III.  Sed  sphaeram  consideranti,  ostendit  porro  ij 
tuitus:  quod  si  puncta  p in  M cadant,  atqi 

ipsius  b via  detur  circumcirca  quoad  a*p  aequal 
ter  determinata : tum  M ita  moveri  circa  «e  potes 
ut  viam  dictam  describat. 

3 tia  • Operatio  motus  intuitiva . j ,1 

IV.  At  vero  quaestio  oritur  : Imo  quomodo  pun  f1 
ctutn  ejusmodi  b ostendi  possit,  cujus  circumcirc  m 
a%j)  via  detur  ? 2do  num  id  quoque  fieri  possit 
ut  pro  6 nonnisi  unum  tale  d detur  , ut  a+p+b  = , 
a#P*d'l  et  3tio  quidsi  id  quoque  fieri  possit,  ut  nu 
lum  tale  d detur;  ut  a%p%b  ==  a^p^d  i 

Atque  Line  ipsi  a*p  quidvis  A substituendo  ( 
conceptus  sequens  oritur.  i/j 

Si  non  detur  tale  C diversum  a B,  ut  A*'. III 
= A * C , et  quidem  ut  quovis  puncto  ipsius  A i ui 
joco  primo  manente  , C in  locum  non  eundem  ciu 
B cadat:  dicitur  B unicum  ipsius  A.  Si  vero  ne  it 
ullum  punctum  ipsius  B aliorsum  cadere  queat  ; di 1 
citur^B  ipsius  A prorsus  unicum» 

Facile  animadvertitur  * A secum  coincider  | 
posse,  etsi  puncta  non  omnia  loco  priori  maneam 
ex  gr.  si  pro  p centro  spbaerac , et  a puncto  super 
Fici  ei  , denotetur  a*p  per  A , erit  etiamsi  p in  < 
et  «in  p cadat,  sphaera  unica  ipsius  A;  etnomei  i 
speciale  huic  casui  quoque  dari  potest-  I 

Interim  quaestio  etiam  oritur;  num  a^pizp^ai 
Intuitu  ita  esse  patet.  |i 

Exempla . Si  a,&,c*vertices7Ali  *iut ; quidvis  < 
spatio,  ipsius  prorsus  unicum  est;  super- 

ficies revolutione  quae  lineae  cujusdam  circa  duo 
puncta  fit,  horum  unica,  sed  non  prorsus  unica  est. 


Si  vero  ab=oc  ; 
iam  ita  coincideie  ? 
cadant,  et  si  plani  in 
ra  jB  dicatur  , facies 


tum  poterit  a*6*C  secum  et- 
ut  a in  se  , 6 in  c et  c in  fc 
quo  A est,  una  plaga  a alte- 
Airquae  ipsi  cc  obversa  erat. 
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|)*i  |3  obvertetur,  et  ipsi  % quae  ipsi  j3  obvcrteba- 
ur  ; atque  si  punctum  p in  plagam  a cadat,  et  /N* 
:irca  Liem  ex  a ad  be,  simul  cum  a verti  concipi* 
iiur  ; dum  a in  j3  cadet,  p quoque  in  /3  erit,  et 
ii  in  p'  cadat  , erit  u^b^c^p^  <**  c*  b*  p\  Idem 
latet  etsi  p in  planum  idem  extra  Liem  dictam 
sadat  : atqtie  in  omni  casu  unum  adhuc  dabitur 
iunctum  p'  tale  ut  dictum  est  , nisi  p in  Lrem  ii- 
• tam  cadat;  tum  vero  erit  etiam  a*b*  c * p == 

* c*6  * p. 

§.  6.  Hinc  passus  ad  omne  fit  ; nempe  comple- 
um  omnis  puncti  quod  unicum  punctorum  a,b  est; 
nempe  rectam ) ■;  quod  item  latius  extensum,  pa* 
it  conceptum  sequentem* 

Ilud  e spatio  quod,  quorumvis  diiorum  punctorum 
ui  , quodvis  unicum  ptltietUttl  Spatii  complectitur; 
icitur  recta  si  litte®  Mt  , plmmrn  si  superficies 
it.  ; patebitque  esse  spniinm  quaqiiaversum  CO  tum 
i portionem  spatii  Complectatur  ; imo  er  recta 
Intitimqiie  per  hanC  definitionem  00  ta  exhibentur; 
it  vero  num  denttir  talia?  quaestio  fit:  inferius 
tendetur  , rectam  per  quaevis  2 puncta  , planum 
er  quaevis  3 puncta  dari* 

Cum  definitio  ista  simul  affinitatem  plani  cum 
lecta  exprimat  , plurcs  exactas  quidem  supprimere 
icet;  aliqua  tamen  hujus  generis  adferrer  fas  est. 

Forma  certorum  2 punctorum  unica,  cujus  pro 
'innibus  punctis  datur  tale  idem  punctum  p : ut 
»ro  quibusvis  2 punctis  a el  l)  formae  dic*ae  , sit 
) *a-m - p*b;  est  si  linea  sit  , eirculus  , si  super- 
icies  sit  sphaera . 

Linea  simplex  certorum  duorum  punctorum 
mica;  est  si  rediens  sit,  circulus , si  non  , recta . 
I*  < 

Forma  alicujus  puncti  unica,  est  sphaera. 

I Elegans  est  plani  definitio,  quam  /.  B.  Auctor 
Vppendicis  dedit  : complexum  omnis  ejusmodi  pun- 
:ti  p , ut  pro  certis  2 punctis  a et  b (iisdem  pro 

ili 
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omnibus  p)  , si#  p # a = p # v % dicendo  planum 
sectionem  duorum  planorum  >ero  rectam* 

5-  7.  Prodeunie  plano,  in  quod  cadit  a quovi 
puncto  ad  quodvis  ejusdem  ducta  recta  ; campu 
simplicior  clarioique  aperitur,  circumcii ca  expansu  1 
in  00  tum  , spatium  in  duo  dimidia  aequalia  divi 
dens,  quamvis  (ut  inferius  ostendetur)  congrtier 
manentibus  omnibus  dividentis  punctis  in  suis  lo 
cis,  nequeant.  Huc  idcirco  mens  e spatio  quaqua 
versum  GO  to  descensura  , antea  tamen  in  recta 
planique  combinat iones  generaliter  disquirit. 

Quaevis  A et  ft  , quorum  quodvis  aut  recta* 
aut  planum  denotet  , aut  secant  se,  aut  non  : quatl  at 
riuir,  num  possint  secare,  et  possint  non  secare  (fl- 
et si  possint  , quando  id  fiat?  et  sectio  qualis  sit 

Demonstrabitur  pro  dato  quovis  plano  P <c 
puncto  v ,,  dari  tam  planum  quam  rectam,  ipsum 
complectentia,  ipsum  P non  secantia  , etsi  singuli 
simul  00  ia  accipiantur  ; ita  pro  data  recta  \ < 
novis  puncto  p dari  rectam  B patebit  , ipsum 
complectentem,  quae  ipsam  A non  secct  , etsi  t 
t j aque  OO  ta  concipiatur;  et  quidem  tam  in  illo  pl,nl 
no  . in  quo  A et  p sunt,  quam  extra  illud.  Pate 
bii  porro  per  idem  punctum  innumera  plana  dari, 
e quorumvis  planorum  P et  Q , 00  torum  punctuu; 
commune  habentium  , sectionem  rectam  utrinqu  5 
00  tam  esse;  ita  }>er  quodvis  punctum  rectas  innu 
11  eras  dari  , et  quarumvis  duarum  rectarum  ali 
quid  commune  habentium  , sectionem  unum“pun 
ctum  esse. 

At  quaestio  subvenit,  num  per  p unum  solumi 
aut  plura  quoque  plana  diversa  dentur  planum  I 
non  secantia?  si  nonnisi  unum  sit,  ttini  et  seotiq 
plani  illius  solius  P',  atque  plani  p , pfr  p J a r 1 ? ; j 
3tium  Q Cper  rectam  ex  aliquo  puncto  ipsius  P 
aliquod  ipsius  P'  ductam  positum)  facta,  ejosnx» 
par  rectarum  producet  , quae  in  planum  Q caden 
tes  se  invicem  non  secant,  sed  quaev  is  alia  per  puni 


;intii  p i 11  eodem  plano  Q po*itav  «ecat  r#c4a*m  i- 
jsis  P et  Q communem  ; nam  si  non  secaret  , fa- 
;i!e  demonstratur  , ut  planum  per  rectam,  illam-  cX 
; positum  dari  , quod  planum  P non  secaret,  .4 J - 
jUe  tum  Axioma  \l  Euclidis  constaret  sed  de  hoc 
Aura  inferius. 

H io  prius  plurcs  rectas  ex  eodem  puncto  eun- 
es  combinando,  oritur  conceptus  sequens. 

I.  Si  rectae  e puncto  eodem  p exeuntes  in  for- 
na  quadam  (sive  pars  plani  sit  sive  non  ) desinant : 
(implexus  rectarum  omnium  , quae  a p ad  puu- 

Ita  formae  alicujus  sunt  , dicitur  jypramis  (sensu 
ato)  basi  f insistens*  quo  etiam  A pertinet,  si 
orina  / recta  sit.  liinc  porro 

I.  Rectarum  istarum  quidem  cujusvis  • sua  ma* 
p nitudo  determinata  est  : at  rectis  his  quasi  ex  p 
.coptis,  et  complexu  extremitatum  earum  pro  obje- 
to  considerationis  posito;  facile  succurrit  , quae- 
ere  ; quidsi  omnes  ex  gr.  bis  vel  ter  joitgio* 

1 cs  brevioresve  essent?  verbo  Ut  qnaevis  fiat-—* 

1 m ta 

uioris  ? Atque  bine  oritur  conceptus  sequens;  no* 

!ando  puod  pet  plagam  h ipsius  A inteliigatur  illa 
ortio  a continui  A e portionibus  a et  /3  constati- 
is,  in  qua  k est:  posset  si  de  a,  exclusa  c quod  ipsis 
, j3  commune  est,  sermo  sit  regio  k ex  c dici.  Per 
nternum  Continui  vero  inteliigitur  id  quod  ex  eo 
st,  nihil  cum  fine  illius  commune  habens. 

Imo.  Si  quidvis  Q fuerit  e spatio  , cujus  pu ri- 
tum quodvis  generaliter  Q dicatur  , et  sit  pro  o- 
inibus  Q idem  punctum  p et  eadem  quantitas  j3  ; 
tque  accipiatur  in  omni  quavis  recta  , a p per  ali- 
uod  Q eunte,  recta  pqsr^.pQ,  fornni  quovis  q in 
a rectae  pQ  plaga  in  qua  Q est  accepto)  ; tum 
omplexus  P omnis  q dicitur  simile  ipsi  Q ; atque 


/ / * * 
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Possunt  etiam  P et  Q similia  dici  : ai  cim  i: 
puncto  ciijusvis  ipsorum  P et  Q respondeat  cen un 
alterius  punctum,  et  cuivis  alii  aliud;  atque  derui 
quantuas  j3  eadem  pro  omnibus  talis,  ut  quaevi 
puncta  ?(,  S3  fuerint  ipsius  P , iisque  respondean  |ici 
ti,  b ex  Q ; sit  3(33~;3,ab.  Dari  talia  (si  Ax.  X 
Kucl.  constiterit),  per  Ala  ad  p verticalia  patet-.  |cii 
Aut  : si  quaevis  3 puncta  21,  33,  £ accipiamuJio 
in  P,  iisque  fut  dictum  estj  respondeant  a,  6,  c ejj  jik 
Q ; atque  anguli  (de  quibus  inferius)  3©£  = flbe  in 
533(£~biK  , et  330=  bea  ; tum  pariter  P et  Q si  et 
milia  dici  possunt  (posito  Ax.  XI.  Eucl). 

Elegans  est  conceptus  similium  , quem  /.1 
Appendicis  Auctor  dedit:  si  e puncto  eodem  quo 
cunque  p concipiantur  rectae  ad  omne  punctui 
ipsius  Q;  complexum  extimarum  omnium  ex  omni 
bus  illis  rectis,  quae  a p ad  punctum  aliquod  ipsi 
us  Q sujit  , in  00  productarum  , formam  relativa* 
ipsius  Q apellando  ; similia  dixit  P et  Q , si  cui 
vi*  formae  relativae  ipsius  P detur  forma  aliqu 
relativa  ipsius  Q aequalis. 

Quodvis  autem  horum  per  quodvis  eorunden 
poni  demonstrari  potest  , si  Axioma  XI  Euclidi 
constiterit. 


2do.  Sed  e prima  definitione  facile  quaesti 
oritur  ; quidsi  omnia  q in  altera  plaga  (non  ub 
respondens  Q est),  accipiantur?  Hoc  pacto  quo 
que  formas  certo  respectu  similes  prodire  patet,  (s 
conceptum  ita  extendere  libuerit)  : at  etiam  pro 
= 1 formae  tales  verticales  prodeunt , quae  alioqui 
Certo  respectu  (statim  dicendo)  aequales  , nunquar 
tamen  congruere  queunt,  atque  etiam  compraesen 
tes  discerni  praeter  locum  quoque  possum.  Ex  gi 
Sit  Q manus  dextra;  generabitur  in  plaga  alter 
post  p , forma  manui  sinistrae  congruens;  si  nimi 
rum  forma  generata  ita  invertatur,  ut  quod  siipt 
erat  iufrorsum  , et  quod  infra  erat  sursum  vernat 
prodibit  imago  quasi  in  speculo-  S per  p posito  fa 
rta  , versione  dicta  circa  Lmu  ex  p ad  specalm 
S usque  ad  2 rectos  facta,  lutei  (igitur  autem  hi 


'(  4-33  ) 

iiper  imaginem  ipsius  Q complexus  punctorum  omni* 
ini  , quae  Lies  ex  omnibus  punctis  ipsius  Q ad 
danum  S rnissas  , iu  a) i era  spatii  plaga  aequali- 
er  continuatas  terminant.  Facile  patet,  versi o ne 

licta  | res  e punctis  respondentibus  quibusvis  31  et 

i ad  8 missas  antea  aequales  , nunc  in  puncto  eo- 
icin  ipsius  S terminari,  sit  nempe  (Fig  59)  in  pla- 

io  speculi  recta  ad  planum  tabulae  j iis  ex  p;  sit» 

pie  ipsius  ;£)3123£  punctum  55  supra  tabulam,  3133S 
n plano  tabulae;  fiantque  ap~31p,  6p=95p  , cp~£p, 

3 1 t>p=©p;  erit  manifesto  b infra  tabulam,  et  (pro- 
pter Ala  verticalia  aequalia)  erunt  Lres  e literis 
hominis  ejnsdem  ad  planum  speculi  missae  aequa- 
cs  ; atque  si  schema  literarum  minorum  circa  ^)p 
L rem  ad  p t per  2 rectorum  intervallum  vertatur  , 
badet  m in  et  b quoque  supra  tabulam  e 

regione  ipsi  55  erit, 

Rem  adhuc  illustrat  , si  duarum  cochlearum 
ilioquin  aequalium,  una  dextrorsum  altera  sini- 
strorsum torta  sit  , atque  illa  ad  latus  speculi,  haec 
coram  teneatur;  sinistrae  imago  erit  cochlea  dextra, 
[|uae  illi  quae  ad  latus  tenetur,  congruere  poterit; 
ita  imago  manus  dextrae  manui  sinistrae  congru- 
ere poterit ; sed  manicae  manui  dextrae  congruen- 
tis superficies  interior  extrorsum  vertenda  est  , ut 
sinistrae  congruat. 

3tio.  Unde  etiam  conceptus  sequens  oritur.  Si 
A non  omnia  puncta  in  eodem  plano  habeat , ne- 
que complexus  sit  ejusmodi  partium  a et  ut  a 
et  imago  ipsius  compraesentes  nonnisi  per  locum 
discerni  queant:  tum  A et  quodvis  tale  B,  ut  B et 
imago  ipsius  A compraesentes  nonnisi  per  locum 
discerni  queant  , dicuntur  formae  contrarie  aequa - 
les . Nempe  hae  sunt,  quae  congruere  nequeunt; 
quamvis  per  Lies  ex  ejusdem  plani  iisdem  punctis 
in  utraque  plaga  aequales,  resultata  (per  Ax.  V.  pag. 
7)  operationum  aequalium  sint,  praeterquam  q*tod 
unum  in  una,  alttr;m  io  altera  plaga  geiiere- 
Mr. 
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4u>„  Unde  item  novus  concepi»*  nascitur  ? nem- 
pe geometrice  aequalia  dici  possunt  A et  B;  si  a- 
iiquod  C possit  cuivis  , aut  jpsi  aut  imagini  ejus, 


congruere. 


5to.  Notandum  autem  est , et  ad  facies  , qui- 
l)tis  congruibilia  congruere  queunt  , attendendum 
esse.  Ex  gr.  /\\[  non  aequicruri  imago  cum  ipso 
nonnisi  faciebas  e regione  stantibus,  aut  faciebas 


ips' 


ad 


aversis  tegentibus  se  invicem  congruere  possunt. 


Dicantur  ob  conceptum  faciliorem  , facies  obversae 
ejusdem  coloris  (ex  gr.  albi),  aversae  nigri;  faci- 
es alba  albam  , aut  nigra  nigram  tegat  necesse  est, 
ut  congruant  : si  vero  parallelogrammi  una  facies 
alba  altera  nigra  sit  , tum  Ala  per  diagonalem  fa- 
cta , nonnisi  ita  congruunt  , ut  facies  alba  /\,li  uni- 
us nigram  alterius  tegat.  Circuli  vero  aut  /N^li  ae- 
quicruri imago  , circa  rectam  bifariam  dividentem 
ad  2 rectorum  intervallum  mota  , nigram  faciem 
albae  obvertens  quoque  congruere  poterit. 

Sed  prius  dicta  illustrantur  adhuc  per  sequen- 
tia*. si  e /Vji  puncto  quovis  fiant  ad  planum  i 
| rea  in  utraque  plaga  aequales  : tum  formae  ipsi- 

us F dantur  partes  tales  nt  supra  dictum  est,  nem- 
pe forma  e /Vo  et  Lri  quae  in  una  plaga  est  con- 
stans , item  forma  ex  eodem  /^lo  et  [ i i altera 

constans  tales  sunt  , ut  complexus  earum  F'  sit  , et 
una,  imagini  alterius  absolute  aequalis  sit;  atque  F 
cum  imagine  sua  congruere  quoque  potest. 

At  si  in  una  tantum  plaga  sit  L_ris  ; nisi  e Lri 
/N^luin  acquicrurum  bifariam  dividente  erecta  sit’, 
haec  forma  talibus  2 partibus  ut  dictum  est  , non 
gaudet;  neque  potest  cum  imagine  sua  congruere. 

Sit  item  (Fig  60)  janua  ; ad  //  , v sint 

cardines,  ©$©$  sit  sera  prominens,  quae  cum  pro- 
minentia ipsius  © januam  claudit;  sit  imago  hujus 
flbeb  , et  facies  e regione  stantes  sint  albae  : mani- 
festo sera  et  imago  ejus  prominens  erga  se  invicem 
porrecta  sunt;  atque  faciebus  albis  et  3f©  ac  a6  con- 
gruentibus, sera  et  imago  ejus  in  plagas  contrarias 
radent  t sed  si  ad  §©  et  ©$  (supra  et  infra)  omnia 


ctu 
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a,equa$ia  adeoqne  darentur  duae  partes  ut 

dictum  est;  tum  verso  ipso  abeb  circa  it  usque  ad 
2 rectos  , ut  facies  nigra  imaginis  faciei  albae  ob- 
jecti obvertatur;  prodibit  beba,  cujus  (simul  cum  se- 
ra, juxta  sebema)  facies  nigra  congruit  albae  iaciei 
ipsius  313323X  At  si  ad  € sit  aliquid  ut  supra,  quod 
aci  $ non  est  ^ congruentia  impossibilis  est. 

Cujusvis  animalis  forma  externa,  (iu  qua  moo- 
trositas  milia  est)  ita  a natura  comparata  est  , ut 
gaudeat  duabus  ejusmodi  partibus,  ut  snpra  di- 
ctum est;  imo  talibus  ut  una,  imago  alterius  esse 
possit  , quasi  ex  uno  plano  in  utraque  plaga  modo 
supra  dicto  aequaliter  generata,  geometrice  (sensu 
dicto)  aequalia  essent. 

11.  Rectis  porro  pluribus  (imo  innumerabili- 
bus) punctum  p commune  habentibus  , in  sectione 
praecedente  ob  oculos  habitis;  facile  cogitatur , re- 
ctam p'})  cirta  p moveri,  et  formam  viae  ejus  con- 
siderare ; inter  vias  ejus  possibiles  occurrit  etiam 
via  rectae  p'])  circa  p porro  ita  motae  ut  redeat. 
Via  talis  aut  erit  in  plano  eodem  tota  , aut  non. 


1.  Si  prius;  tum  via  cujusvis  puncti  (praeter 
p)  vocatur  circulus , et  pars  quaevis  continua  ejuu 
(perimetrum  intellsgendo)  dicitur  arcus  , recta  ve- 
ro quae  a p usque  ad  punctum  est,  de  cujus  via 
sermo  est,  radius , p centrum , et  recta  ab  uno 
perimetri  puncto  ad  aliud  corda  , et  si  haec  per 
centrum  eat  diameter , pars  plani  inter  arcum  et 
cordam  ejus  comprehensa  segmentum  , illa  vero 
quae  inter  arcum  et  radios  per  extremitates  arcus 
ductos  est  sector  dicuntur. 

Si  vero  (Fig  61)  punctum  ab  a incipiendo  iit 
pciipheria  semper  porro  moveatur  usque  ad  quod 
v is  | unctum  e ~ “ ~~  ~ T‘ 

&\ 


ejus  accipiatur  >{<va,  si  via 


f , et  via  v 

t\\\jliau{etrum .ab., (quae  primaria  dicatur)  i nci- 
p i at  . et.  »-  va  si  via  infra  flb  incipiat;  atque  partes 
diametri  dictae  e centro  versus  a s versus  6 

et  | * es  ad  ab  supra  ab  >J<vo  infra  ab  — vis  ae- 

Icitur  distantia  puncti  t ab  ab  (id  est 


— ve  , 

Ci  piantur 
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LmJ  ex  f ad  diametrum  primariam)  sinus  viete  'dii 
ciae  r ab  a Usque  ad  i , sive  >{<ve  sive  « ve  fact. 
fuerit  via,  imo  etsi  punctum  dictum  s em  per  porre 
motum  (j  uoti  es  vis  iterum  in  a pervenerit  , dummo! 
do  demum  in  f subsistat.  Distantia  centri  vero  i I 
siini  Vocatur  cosinus  ipsius  v\  distantia  initii  a au- 
tem  ab  eodem  sinu  , sinus  versus  ipsius  v audit : 
sin  v 

*cos  v autem  v Pro  radio  1)  dicitur  tangens  ipsi 

US  V 5 C(7s7;  sc^ans  audit.  Complementum  ipsim 

r dicitur  talis  arcus  a,  ut  a + r~  quadranti  <7,  s 
ex  gr.  vzz 3fj  , erit  an=  2 q.  Insignitur  autem  sii 
a,  tang  a,  sin  vers  a,  sec  a nomine  eodem  relate 
ad  nonnisi  syllaba  co  praeposita,  nempe  dici 
tur  cosiaus  v , cotangens  v , cosinus  versus  v Ife  ■ 
quasi  diceretur  complementi  sinus  C**o  ut  faci-t 
le  patebit  et  cosinus  definitionem  priorem  cum  hac, 
convenire  , uti  et  sinum  versum  dici  potuisse  1 — 
cos  ; atque  suo  loco  omnes  bas  functiones  trigo • 
nometricas  dictas  geometrice  exhiberi.  Nomen  si- 
ntis inde  exortum  est,  quod  semissis  cordae  arcus  i 
dupli  , per  s,  ins.  (idest  semissis  inscriptae  sCri 
bebatur. 

2.  Si  non  sit  via  rectae  prius  dicta  in  eodem  J 
plano  : tum  facile  cogitatur  ; rectam  motam  saltem  1 

plaga  a plano  certo  per  p posito  eadem  semper  ma-  11 
nere  ; donec  porro  mota  redeat  : dicatur  via  ejus-1 
modi  V forma  ad  p apicata  , quum  forma  ejusmo- 
di  manifesto  singularitate  aliqua  ad  p gaudeat,  quod  1 
vulgo  sub  nomine  apicis  venit. 

3.  Tum  facile  succurrit  lineam  aliquam  sim-  ■ ;[ 
plicem  considerare,  cujus  nonnisi!l  punctum  unum 
(et  quidem  internum)  in  Y et  plane  iir  p cadit,  o-; 
mnia  alia  puncta  vero  in  plagam  spatii  ex  V ab  ca 
in  qua  planum  est  di versa  in  cadant;  et  lineam  il-.  , 
iam  in  superficiVJaliqua , er  demum  iVplano  sitam  ,, 
considerare  ; et  liinc  conceptum  sequentem  genera- 
liorem construere. 
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4.  Si  k aut  punctum  internum  lineae  talis  /, 
jiiatJ  portio  formae  F est  , aut  linea  talis  sit,  cu- 
ti* punctum  quodvis  internum  p , internum  etiam 
st  lineae  alicujus  L in  plano  sitae,  et  silnnl  por» 
ioni  alicui  formae  F communis;  atque  in  casu  pri- 
)re  , linea  l puncto  k iil  p cadente  , iit  posteriore 
/ero  linea  L,  puncto  p in  p cadente  , in  plagam 
espectu  formae  alicujus  ad  p apicatae  interiorem  ca- 
lat : tum  dicitur  F ad  k angulum  habere  , nempe 
orni  a ilia  , qua  F ex  k incipit  , angulus  vocatur. 

Facile  videtur,  angulos  esse  posse  in  Irneis  , 
n superficiebus  $ necnon  in  fcdfttififuti  e linea  et 
uperficie  composito. 

5.  Quaestio  antern  fit  x nnm  recta  A e pim- 
to  interno  % rectae  B ducta  angulos  faciat  ? et  quot 
ngulos  efficiat  recta  A continuata  per  i ? num  ali** 
jiii  eorum  sint  aequales  , et  qjftt  sint  ii  ? facile  pa* 
ebit.  verticales  dictos  esse  semper  aequales  ; si  ve- 

0 singuli  qilatuor  qui  efficientur  , sint  inter  se  ae- 
uales,  aur  recta  A per  i non  continuata  , efficiat 

i i uos  angulos  aequales,  vocatur  quilibet  eorum 
• ectus . Fit  vero  angulus  per  duas  rectas  factus  , 
> ectilineus  dictus  , quantitas  respectiua  (p.  20)  di- 
isione  arctis,  ex  anguli  apice  tanquam  centro,  ra  • 
Ilio  quovis  ab  una  duarum  rectarum  , usque  ad  al- 
erain  ducti,  per  peripheriam  totam  radii  ejusdem; 

1 quoti  hi  sint  pro  duobus  angulis  aequales  , et 

Ibrmas  angulares  congruentes  incipere  demonstra* 
•ittir;  si  vero  quotus  q sit  pro  angulo  a , et  Q pro 
ngulo  j5  , atque  </— p Q , tum  a dicitur  angulus 
tuplus  anguli  j3  (p.  41),  Duorum  planorum  angulus 
ititem  fit  quantitas  respecti va  , arcu  illo  per  sii* 
m peripheriam  diviso  , qui  Uno  eorum  circa  se- 
tionem  usque  in  alterum  moto  , per  quodvis  puti- 
tum  describitur  ; eundem  quotum  prodire  patebit. 
Angulus  rectae  n£>  cum  plano  vero  fit  quantitas 
esp.  dividendo  arcum  illum  per  suam  peripheriam, 
|uo  in  superficie  sphaerae  centri  a (in  quo  sectio 
ist)  et  radii  aS  , ex  6 usque  ad  piamini,  cum  radio 
tb  nullus  minor  datur.  Denotatur  angulus  psr 
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6.  Passus  hinc  est  ^ cogitare:  quid  si  iWij 
aliqua  ad  milium  sui  punctum  angulo  gaudeat  ? 


calur  forma  ejusmodi  fluens  \ quae  item  facile  c.u| 


quantitate  combinatur;  orittirque  concepi  tis  fonnal 
quae  et  fluens  et  quantitas  est;  et  dici  forma  1 
jusinodi  uniformis ‘potest.  Ex.gr.  recta,  circui,u>l' 
helix,  planum  5 superficies  sphaerae,  cylindri 


7,  Ita  facile  conceptus  formae  fluentis  etiaL; 

itur  : oi  ii 


cum  exclusione  rectae  planique  componitur 
tuique  forma  fluens , cujus  nulla  portio  recta  a 
planum  est,  et  dicitur  forma  ejusmodi  curva . 


8.  Porro  ad  compositionem  curvae  eum  recV 
planove  itur,  quaerendo  nurn  continuum  e fonr  L 
eurva  , et  recta  platiove  forma  flnens  esse  queat 
oriturque  conceptus  tangentis.  Nempe 

Formam  curvam  F in  puncto  tangere  d i ill! 
ci.tur  j tam  una  recta  ejusmodi  , quam  complexu! 
omnium  talium  rectarum  , ut  cujusvis  earum  detu 
tale  punctum  internum  p in  F cadens,  m 'aliquj  1 
portio  ex  p incipiens  cum  linea:  aliqira  in  F sitae 
p incipiente  forma  Fluens  sit'-;  Complexus  omrdur 
laliunt  rectarum  («i ve  una  tauitmi  sive  plures  sint ( 
dicitur  tangens  totalis,  !■ 

Ex  gr.  Sphaeram  potest  tangere  recta  sed  tau 
gens  totalis  planum  est  , uti  circuli  recta. 

ilinc  iaciie  in  discrimen  tangentium  totaliun 
in  diversis  formae  ejusdem  F punctis  quaeritur' 
#tque  si  tale  k detur  in  F,  ut  tangentium  totali 
uni  , quae  ad  omnia  puncta  ipsius  k sunt  , comple 
xns  ipsa  tangens  totalis  ad  p sit;  tum  tangens  ea  | 
dem  dicitur  formam  F non  in  p solum  , sed  etiamJ 
in  k tangere.  Ex  gr,  planum  idem  tangere  cylin- 
drum in  recta  et  quovis  puncto  hujus  potest. 

Imo  liinc  extenditur  conceptus ; dicendo  etiam 
formas  fluentes  quasvis  F et  f tangere  se  invi- 
cem in  k , si  in  quovis  puncto  ipsius^  tangente 
totali  tam  F quam  f eadem  gaudeant. 

liinc  etiam  oriuntur  conceptus  supra  ( 257  ) 

dicti. 


V 
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9.  Porro  conceptus  tangentis  totalis  fscile  cum 


™ ncfcptu  anguli  j-ecii  (paulo  antea  dicti)  combina- 
,r;  oriittrqiie  conceptus  generalis  perpendicula • 


| ii  ai  is.  Nempe 

Si  T tangens  totalis  formae  F in  puncto  p sit, 
que  recta  r in  p terminata,  cum  quavis  recta  in  T 
:»a  ac  in  p terminata  % anguium  rectum  faciat: 
||citur  r (etiam  ut-vis  continuata)  tam  ad  T quam 
;l  F in  vel  e:v  p perpendicularis  ; si  recta  ejus- 
todi  utrinque  00  ta  , in  quam  talis  r cadit,  sol 
ntum  sit , etiam  pro  tali  superficie,  formam  F 
mplectenre  , cujus  tangens  totalis  ad  p,  planum 
f.  Denotatur  autem  perpendicularis  A ad  B per 

LMJ: 

Expenditur  idem  generalius  quoque  ad  k (sive 
lictam  sive  linea  sit)  : nempe  si  e quovis  puncto 
dus  k dqtur  ejusmodi  perpendicularis  ut  dictum 
(;  eopxpLcxus  t omnium  ejusmodi  Lrium  ad  F ex 
mihus  punctis  ipsius  ^ , dicitur  perpendicularis 
l F in  vel  ex  Iu 

H!  Domum  rectis  ex  etfdem  pnneto  p ad  omnia 
Ipcta  formae  eujuspiam  f consideratis  ; facile  suo 
'fcndf,  unius  earum  plagam  in  qua  p est,  conti nua- 
i in  CO  ,■  atque  punctum  p semper  porro  movere, 
aice  pyramidis  abeunte  in  GO  ; atque  tum  quaere- 
tu  nnm  angulus  ad  apicem  rectae  alicujus  decre* 
'fit  I et  ei  decrescant  omnes,  num  omnes/-— \ o? 
fjtobit  ita  esse;  darique  pro  quavis  rectarum  dicta- 
rui  rectam,  in  qua,  recta  cujus  una  extremitas  p aU 
tra  q iii  /est,  fcirca  q perrectam  dictam  porro  mo- 
ti, hanc  prima  vice  deserat  ; imo  omnes  eas  re-t 
eis  punctum  p cpmuiune  habentes  eo  modo  rectam 
crVtlern  omnes  simul  (prima  vice}  deserere  pos- 
8,  fi  erique  omnes  simul  infinitas.  } 

1.  Tum  ultro  venit  omnes  fiiiifas  magnitudi- 
ni ejusdem  reddere  ; et  complexui  ea-runi  nomen 
drc.  Dici  potest  hoc, prisma  (sensu  generali).  Com- 
pexu  extremitatum  in  quibus  rectae  aeqail^s 
t im  in  f habentes  terminantur , F dicto  ; patet 
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ciiSvis  puncto  cujusvi*  ipsorum  F et  f , alterin 
certum  punctum  (nempe  extremitatem  rectae  alte 
ramj  respondere  , et  cuivis  alii  aliud. 

Ex  gr.  Si  forma  / recta  r sit,  orietur  fijrur 


in  plano  sita  (ut  infra  patebit),  duabus  redis  ex  lau' 


t i inis  , recta  r , et  complexu  c punctorum  , in  qui 


irm 


tem 


bus  terminantur  rectae  ex  omnibus  punctis  ipsui:  iite 
r rectam  dictam  eandem  prima  vice  non  secantes 
clausa  : at  quaeritur  , 


c qualenam  sit  ? et  aiigul 
quos  rectae  dictae  aequales,  cum  r versus  e and  eu 
plagam  faciunt,  sintne  aequales? 

Unde  item  passus  est  cogitare  ; quid  si  aequa 
jes  essent  ? et  patet,  quod  si  recta  r moveatur  in  s 
rectam  extimam  in  eodem  plano  sccum  ferendo 
donec  initium  ipsius  r in  finem  perveniat  ; extre 
initatis  rectae  extimae  via  gaudebit  qualitate,  qua 
de  F dicta  est  ( praeterquam  quod  non  constet  re 
ctas  dictas  omnes  se  invicem  modo  priore'  prini 
vice  non  secantes  esse).  Atque  hinc  conceptus  se 
quens  oritur:  si  formarum  F et  / cujusvis  , ptin 
cto  cuivis  respondeat  certum  punctum  alterius  , e 
cuivi*  alii  respondeat  aliud  ; atque  rectae  inte 
puncta  correspondentia  aequales  , et  quaevis  bina» 
in  eodem  plano  sint,  neque  etsi  00  tae  sint  secep 
se  invicem  : dicitur  complexus  rectarum  illarum  o 
in  ilium  prisma  (generalius).  ji 

2.  Interim  via  extremitatis  Jlineae  cxtimai 
plane  dictae  novum  conceptum  parit  : nempe  pn 
angulo  quem  ea  cum  r facit , facile  rectus  poni- 
tur ; et  manifesto  si  (Fig  62)  t>c  L a6  , et  ac— cb 
*ive  ad  dextram  sive  ad  laevam  moveatur  bcab  re 
cta  ab  in  se,  et  t )C  in  eodem  plano  manente;  oh 
generationes  utrinque  et  undevis  aequales  (p.7.V. 


deii 

litei 

es 

tn 

Irect 


, If 


ner 

0,1! 


ijl' 


describet  b lineam  uniformem  , angulos  utrinque 


et  ubique  aequales  acum  bc  facientem  ; (angulum 
esse  infra  patebit Dicatur  via  haec  jpsius  b (si- 
ve continuata  sit  in  00,  sive  pars  quaevis  conti- 
nua ejus  accipiatur),  aequi 'fluetis  ipsius  ab  ad  di- 
cb.  Est  ver*  linea  haec  recta,  si  Ax  XI 
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(Cuci.  constet , et  constat  hoc  , 3a  illa  recta  sit  (de 
uo  infra), 

3.  Hinc  facile  cogitatur,  rectam  n6  alicubi 
erminari  , ibique  aliam  incipere,  sive  in  eodem 
dano  priori  , sive  in  alio;  et  ubi  haec  terminatur, 
tem  aliam  incipere  , atque  cviique  harum  aequifiu- 
ntem  ad  distantiam  eandhem  ct>  dare , cont iuuando 
dem  donec  libuerit.  Denotentur  rectae  dictae  per 
iteras  majores,  et  earum  aequi  fluentes  per  mino- 
es  nominis  ejusdem;  nempe  sit  linea  7X33S®  — - 
5 rectis  '2133,  332,  2©  - - - composita,  et  ab,  be  sint 
ectartim  '2(23,  232  aequifiuentes  f in  6 secantes  so 
,u vicem)  ^ c. 

Quaestio  oritur  , num  33  et  6 in  plagam  plani 
!l23ab  respectu  rectae  2ta  eandem  cadant  ? atque  si  ge- 
neraliter ponatnr,  quod  si  quaevis  iitera  magna  f)  et 
>arva  f)  fuerit,  £3  et  f;n  ii»  plagam  plani  «£>3ki  re- 
spectu  rectae  £(;>  eandem  cadant;  dicuntur  linea 
;!123235  * - - e rectis  composita,  et  linea  abeb  - - - y 
'iuvae  primario  aequesitae . 

4.  Unde  iterum  generalior  conceptus  oritur  : 
lempe  quaecunque  lineae  simplices  L et  /,  dicuntur 
generaliter  aequesitae  ; si  pro  utvis  parva  recta 
fc,  dentur  lineae  L'  et  7'  primario  aequesitae  tales, 
it  cujusvis  ipsarum  L et  L',  punctum  quodvis  aut 
in  alteram  cadat  , aut  detur  ab  illo  ad  aliquod- 
punctum  lineae  alterius  recta  < k ; ita  cujusvis  li- 
nearum / et  /'  punctum  quodvis  aut  in  alteram  ca- 
dat, aut  detur  ab  illo  ad  punctum  aliquod  lineae 
alterius  recta  < k . 

5.  Atque  hinc  demum  oritur  generalis  conce- 
ptus parallelisni  formaiuni  F et  j ; si  e cujusvis 
formarunt  F et  f (ex  gr.  ipsius  F)  quovis  puncto 
P ductis  in  F quibusvis  et  quotvis  lineis  simpli- 
cibus, nihil  praeter  P commune  habentibus  , e cer- 
to puncto  p ipsius  / iis  aequt  sitae  reperiantur, (eo- 
dem ordine  se  invicem  excipientes)  , nihil  praeter 
p commune  habentes. 

E • 

ili 


.iUt  brevius  : si  cuivis  lineae  simplici  in  quam 
ipsorum  F et  f cadenti  , detur  'aeqiiestta  in  ab 
iero  : dicuntur  F et  f parallela . 

Sensu  latissimo  dicitur  etiam  quaevis  pars  con- 
tinua ipsius  f parallela  ipsi  F , si  / et  F parallela 
luerint.  Denotatur  paralleiismus  ipsorum  F et  j 
per  F I I /. 

Num  vero  recta  alteram  primo  non  secans 
( 459  ) luiic  parallela  sit,  aut  num  detur  recta  re- 
ctae parallela,  a decisione  Axiomatis  Euclidei 
Xlmi  pendet  ; de  quo  inferius. 

Motandum  autem,  etiam  alium  paralellismum 
distingvi  posse:  ^ nempe  in  definitione  aequesito- 
rum  , pro  quavis  litera  magna  -jp  et  parva  f},  recta 
$3  et  ejus  aequifluens  in  diversas  plani  dicti  pla- 
gas cadant;  quo  in  casu  lineae  2I23S3)  - - et  abct>  - « 
inverse  aeques  it a , atque  inde  parallelae  inversae 
dici  possunt  (prioribus  directis  dictis);  et  tum  con- 
ceptus aequesitorum  quam  parallelorum  extendi 
generalius  potest  ; si  aequesita  dicantur,  dum  quae- 
vis $3  et  f)i  aut  simul  in  eandem  plagam  plani 
dicti  aut  quaevis  simul  in  diversas  ejusdem  plagas 
cadant. 

(Fig63)  exhibet  exemplum' simplicissimum  , nnde 
conceptus  nascitur  pro  linea  2(25€£) --- in  plano  si- 
ta, ita  (Fig64)  parailelismi  inversi  : patet  etiam  for- 
mas parallelas  tales  dari  , quae  se  invicem  secant. 


§•■9.  Post  haec,  cum  disquisitiones  istae, quae 
menleip  in  planum  descendentem  retinebant , ipsae 
indigitent,  plura  adhuc  subsidia  desiderari  , ut  pe- 
nitius intelligantur  : ea  in  simplicioribus  quaerens 
descendit  in  planum.  Lbi 


Imo.  Obviam  venit,  puncti  vias  in  campo 
CO  to  innumerabiles  dari;  occurrit, que  praeter  re- 
ctam aliaque,  etiam  linea  simplex  in  se  rediens: quae 
in  quacunque  superficie  simplici  fuerit  , figura  di-  1 
cilur  ; et  in  plano  quoque  curva  varii  generis,  (quo 
perlinet  etiam  circulus  per  operationem  motus  in- 
tui mani  2dam  via  ad  planum  restricta)  , aut  mere 
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e rectis  composita  , aut  mixta  esse  potest.  Hi  e 3 
rectis  componatur,  triangulum:  si  e 4 rectis  con- 
stet (in  plano)  quadr  Hat  erum  audit;  ita  si  ex  u 
rectis  composita  sit,  n latera  figura  rectilinca 
'/plana  dicitur;  si  vero  latera  aequalia  sint,  aequi- 
latera,  si  anguli  aequales  aequiangula  ; si  et  Ia- 
iei;a,  et  anguli  aequalia  sint  , regularis  dicitur  , et 
figura  4 laterum  dicitur  quadratum  , si  plura  fue* 
I rint  latera  , polygonum  regulare  tot  laterum  dici- 
tur , quot  latera  habet. 

i 2 do.  At  vero  etsi  constaret,  inter  quaevis  dno 
juncta  dari  jrectam  , eamque  totam  in  idem  planum 
adere  , atque  e quovis  puncto  plani  radio  quovis 
lari  circulum  in  planum  idem  cadentem  totum  ; 
|uae  tamen  et  ipsa  adhuc  inferius  demonstranda 
$ runtt  quaestio  ultro  suboritur;  umn  dentur  ( in 
. >raec)  dicta  ? et  nam  rectarum  circtilorumque  ccr^ 

Ii  o numero,,  ca  adesse  demonstrari  queat  ? 
j*  Id  quo d certo  rectarum  circulorumque  numero 
ii  'eierminalnr  ; dicitur  geometrice  construi  posse. 
Fer  geometrica  constructione  perficere  ali* 
■nid  (quod  in  ita  dicto  problemate  in- 

ii eliigi  solet:  id  nuin  ©rabi  libris  ejusmodi  operatior 
j,  ibus  peragere,  quarum  quaevis  est  , rectam-  du~ 
ere  aut  circulum  describere;  quod  omnino  tam 
ectam  ducendo  , quam  circulum  describendo  , ino* 
nn  sapit,  in  ipso  Euclide  quoque;  quamvis  exem- 
lar  constructionis  geometricae  exhibeat  , absque  eo, 
t eam  ullihi  definiat,  (ut  lingvam  vivam  bene 

tjquentes  reculas  Grammaticae  subucem)  ; at  tanto 
Jagis  commentator  (jus  statim  apud  2'danv proposi- 
ionem  , (ubi  punoto  p , ct  recta  r positione  datis, 
ecta  iri  eodem  plano  ex  //ipsi  r aequalis  deter- 
rinanda  est),  constructionis  geometricae  idearn  da- 
e debet,  ut  genius  Euclidis  percipiatur,  Hequiri- 
Jr  nempe  ad  hoc  perficiendum  numerus  7.  Omni- 
us immotis  fit  hoc,  et  quamvis  facile  possit  ex* 
‘e initas  ipsius  r ipr&m  r in  plano  secum  ferendo 
jer  operationem  motus  Imam  intuilivam  ad  planum 
astrictam)  usque  iri  n moveri  . aliquid  valde  pulchri 


( 464  ) 


habet,  propter  fidelem  ideae  Constructioni*  geometri 
cae,  quam  sibi  Euclides  proposuit,  executtoneiii. 

fnterim  in  numcrurn  finitum  dictum  admitti  etiai 
dicta  operatio  motus  ima  potest/  ut  si  quid  suppo 
sitis  rectis,  (quas  inter  quaevis  2 puncta  ades 
se  demonstrabitur  inferius),  fiat  numero  finit 
operationum  , quarum  quaevis  aut  Ima  aut  2da  ope 
ratio  motus  intuitiva  est,  via  et  generatis  ad  planuu 
restrictis  , nec  plurcs  operationes  conjungantui 
id  est  in  M m©to  interea  aliud  quid  haud  movt 
arur ; id  geometrice  construi  dicatur,  et  qui 
dem  sensu  strido  ; si  vero  non  restringatur  ad  ph 
tuisn  , constructio  geometrica  sensu  lato  dicatur. 


3 tio.  Quamquam  autem  et  veritates  aequa  d 
gnitate  polleant;  (ut  in  natura  sol  , orbium  dies 
et  noctilucae  exigua  luminis  in  vasta  noctae  spha< 
ra,  eadem  sapientia  CC  ta  radiant)  : Geometria  qua| 
elementaris  dicitur,  sensu  lato  in  iis,  quae  sensi 
lato  geometrice  construi  possunt,  et  sensu  striet 
rn  iis  , quae  sensu  stricto  geometrice  construi  po*1 
sum,  terminari  potest;  iis  vero  quae  nonnisi  ope 
rationibus  conjunctis  fieri  possunt,  ditioni  qua 
Geometria  sublimior  dici  solet,  assignatis;  uti  iti 
ferius  pluribus  exemplis  ostendetur. 

§.  10.  Post  descensum  , e spatio  quaqu&versun 
0C  io,  in  campum  circumcirca  in  plano  in  00  tui 
apertum  : disquiritur  ibidem  in  qualitates  formarum 
prius  quarum  omnia  puncta,  tum  earnm , quarun 
non  omnia  quidem  , sed  quodvis,  geometrice  (seu 
eu  stricto)  construi  possunt;  et  demum  illarum 
quarum  quod  vis  punctum  ope  formarum  priorim' 
construi  potest.  Considerantur  autem  prius  omni1 
niodae  combinationes  rectarum  et  circulorum,  pro 
uti  arbor  inferius  ostendet.  Denique  applicata  A- 
rlthmerica  e datis  quantitates  ignotae  quaeruntur 
quo  etiam  Trigono meirm  plana  pertinet,  docent 
e quibusvis  triangulum  rectilinfJiim  determinantibus  ,1 
quantitates  per  idem  A determinata»,  ope  calculi  \ 
computare. 
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Datur  quidem  (in  §.  sequ.}ettam  Trigonome- 
Iria  sphaerica  ; nempe  triangula  quae  in  superfi- 
cie sphaerae,  per  tria  plana  per  centrum  posita  ge- 
lerantur,  suo  loco  etiam  computantur.  Estque  pla- 
mm,  quasi  limes  geometricus  (cujus  idea  facile  de- 
erminatur)  superficiei  sphaericae,  centro  remoto  in 
30  , posita  Automatis  XI  EncL,  veritate ; s^cus  au- 
em  alia  quaedam  superficies  uniformis  circumcir- 
a 00  ta,  est  limes  geometricus  dictus;  in  qua  A- 
:ioma  XI  Eucl.  (simul  cum  tota  PJanimetria  Eu- 
lidea)  demonstratur  in  Appendice  ; Trigonome- 
ria  sphaerica  alitem  a veritate  Axiomatis  XI  Enel. 
ndependenter)  absolute  vera  stabilita  ibidem  est. 

§.  11.  Dein  reditur  in  abyssum  spatii,  un,de 
Jjrtplanum  descensum  erat:  atque  ibi  formarum  o- 
}j  iniuni  quae  in  plano  prodierunt , combinationcs 
juxta  arborem  exponendam)ornnimodae  considerant 
i iir ; construunturque  ea,  quae  sensu  lato  geoine- 
•ice  construi  possunt;  atque  applicata  Aritlimeti- 

[%  computantur. 

§.  12.  Denique  conjunctio  operationum  , (cii« 
is  superius  mentio  facta  est)  sequitur  , coronam 
rboris  constituens;  omniaque  spatii  puncta,  et 
uorumvis  complexus  hoc  pacto  , ad  unum  aliquod 
3rtum  spatii  punctum  fixum  revocantur. 

Ex  gr.  1.  Moveatur  recta  A circa  punctum  su- 
m aliquod  a , in  plano  P semper  porro  , ita  ut 
unctum  6 ipsius  A percurrat  peripheriam  radii  ab 
ities  quoties  fibuerit;  dicaturque  nomine  genera- 
u longitudo  viae  puncti  6 : interea  autem  movea- 
lr  punctum  aliquod  c e certo  puncto  ipsius  A[in 
isa  eadem  recta  mota  A , certa  lege  , ut  nempe 
dicta  via  puncti  c’  in  A,  sit  yz=i(J)u\  quaeritur  da- 
) (f )u  via  ipsius  c in  plano? 

i 2:  Ita  si  recta  pa  moveatur  in  recta  eadem 

mtinuata  , circulum  centri  p radii  pa  secuni  fr- 
endo in  eodem  plano,  ita  ut  interea  punctum  cer- 
ini peripheriae  in  ipsa  peripheria  certa  lege  mo- 
eatur  ,ut  sit  nimirum  via  ejus  =(F)a\  pro  x de- 

L L / 
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notante  viam  puncti  p in  recta  dicta  ; (ex  gr.  \ 
(F)#==:#,  describi  c)  do  is  (ut  pag.  326)  poterit. 

3.  Ita  potest  p (centrum  circuli  C)  in  peri 
pheria  circuli  alicujus 


moveri,  circulum  C cire 


centrum  interea  certa  lege  motum  in  eodem  plane 


secum  ferendo;  et  via  puncti  cert  i periphenae  lpsn 
us  C quaeri.  Imo  etiam  circulus  in  cujus  periphi 
ria  p 


est , interea  lege  certa  moveri  potest. 
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4.  Aut  si  planum  P circa  rectam  certam  A ii 
P cadentem  moveatur  semper  porro  ; viae,  qnan 
certum  aliquod  punctum  p ipsius  P describit  , lon- 
gitudine generaliter  u dicta  *,  et  moveatur  luteres 
certa  lege  punctum  b ipsius  A in  A,  (_  rem  B ad  A ii 
P secum  ferens,  distantia  ipsius  6 a certo  punctt 
determinato  c in  A (eodem  pn>  omnibus  6)  generalit* 
x dicta:  atque  moveatur  Jinterea  punctum  c ipsi 
us  H certa  iege  in  B,  recta  cb  (quocunque  perve 
niat  c)  generaliter  y dicta;  nempe  ut  sit  * = (*)■ 
et  y={ b).r  ; quaeritur  via  puncti  c in  spatio  ? 

Manifesto  per  u,x,y  quodvis  spatii  punctum  j 
determinari  potest:  demissa  enim  ex  p ad  A [__t\ 
haec  erit  >v,  aut  in  a aut  in  plagam  inde  aliquan 
cadens,  et  verso  circa  A plano  P donec  ad  p per 
veniat,  eousque  p certam  viam  u describere  potest 


mu 
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5.  Ita  si  certum  punctum  ci  rectae  A in  P immo- 
bile cadentis  fixum  sit  : atque  e certo  puncte 
b ipsius  A sit  B L ad  A in  eodem  plano  P , et  ( 
oro  puncto  c ipsius  B sit  C L ad  planum  P;  at  ! 

que  dum  punctum  b movetur  porro  in  A,  [ i em  li1] 

ad  A in  plano  P secum  ferens:  interea  moveattn 
certa  lege  punctum  c in  B , rectam  C ad  planum 
P se m per  Liem  secum  ferens  ; atque  interea  in  hac 
ipsa  C quoque  moveatur  punctum  b lege  certa:  quae-1 
ritur  pro  datis  hujus  compositionis  motus  (hon  vi-1 
riurn)  legibus,  via  puncti  b in  spatio  ? Si  ex  gr.  at' 
generaliter  a*,  bc  generaliter  y , et  rb  generaliter 
dicantur,  atque  (ar, z semper  ut  coordinatas  si 
jwuUanras  Intel  ligendo)  y sit  =(a).r,  et  z~-{P)!/‘' 


nanifcno  quodvis  spatii  punctu  n p per  x,y,z 
lei  erminatar ; nempe  ex  p ad  P missa  Lris  z 
lici  potest,  et  e puncto  illo  ipsius  P,  in  quod 

iis  dicta  cadit,  ad  A missa  L-ii*  y , et  recta  indo 

isque  ad  a dici  x potest.  Possuntque  praeterea  tam 
v qtiam  y et  z et  >{«ve  et  — v<?  accipi;  nempe  x ab 
i incipiendo  in  una  plaga  rectae  A >f<ve,in  altera 
-ve.  Ha  ordinatae  y ex  A incipiendo  in  una  pia- 
ri P plaga  >{< ve  et  — > ve  in  altera  , atque  ordinatae 
; ad  planum  P Lres  e P incipiendo  in  una  spatii 
>laga  >{«ve  et.*  ve  in  altera  accipi  possunt.  Nimi- 
um ex  (pag.  23)  determinationes,  quibus  rectae  in 
ecta  ali<iua  fpro  certo  puncto  ejns  fixo  , atque  cer- 
a conditione  C accipiendi  resultati)  >{<vae  a vis 
lisringvuiuur , patent  : ita  Lies  ad  rectam  A fiunt' 
{«vae  aliae,  aliae  —vae,  si  pro  extremo  ibidem  di- 
pto  rectae  ctijusvis  ad  A Llis  ? accipiatur  paralie- 
a per  id  ad  A in  P ducta,  atque  in  hanc  ponatur 
nilituri  priorem  excipientis  ; et  pro  resultato 
recipiatur  distantia  ah  \ extremi  rectae  ad  A L ri* 
josiremo  positae.  Ita  L‘es  ad  P aliae  >J<vae  aliae 
-vae  fiunt,  si  per  cujusvis  extremum  ad  P super- 
ficies parallela  ( i 6 1 ) ducatur,  in  qua  recta  prio- 
em  excipiens  incipiat,  et  pro  resultato  distantia 
i P extremi  rectae  ad  P Liis  postremo  positae^ acci- 
datur. 

6,  Potest  etiam  punctum  6 in  recta  A motum,  pia- 
rum aliquod  Q ad  A Lre  secum  ferre,  ita  ut  in- 
erea  in  Q motus  sequens  concipiatur;  sit  s sec*i<» 
3 1 an  i Q cum  certo  plano  fixo  P,  in  quod  rec  a A 
5adit,  et  moveantur  certa  puncta  in  certis  Lrihns 
id  ^ in  Q cadentibus,  prorui  omnia  per  x (nempe 
iistantimi  a puncto  fixo  a ipsius  A,  puncti  6 in 
•ecta  A moti)  lege  certa  determinantur:  atque  da- 
;a  Irae  lege,  complexus  locorum  in  quibus  puncta  in 
_ribus  dictis  mota,  ab  initio  motus  sub  punctis  tem- 
poris expertibus  omnibus  sunt , qualisnam  sit,  quae* 
ri  potesi.  Patet  boc  pacto  non  l ineam  tantum,  sed 
superficiem  quoque  prodire,  quum  haec  comple- 
sti* sectionum  plani  moti  Q cum  ea  esse  queat. 
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Imo  possunt  motus  plures  quoque  vario  mod 
componi;  atque  campus  disquisitionum  protendi. 

§.  13.  Notandum  autem  est,  formas  omnes 
qualesvis  prodierint  lineae  aut  superficies  , dum  a 
rithmetice  considerantur  , in  quantitates  respecliva 
et  quidem  ad  formam  temporia  reductas  £p.2l)  mu 
tandas  esse  modo  sequente. 

Pro  quavis  linea  simplici  L,  cujus  nulla  par 
recta  est,  intelligatur  recta  r;  si  (quavis  linea  sim 
piici  e rectis  composita,  cujus  extrema  in  extrem 
jpsius  L,  et  puncta  quaevis  ad  quae  angulum  habet 
in  \j  cadunt,  l dicta;,  quaevis  / sit  r , sed  pr< 
quovis  co  detur  tale  /,  ut  r — /<[co  sit. 

Ita  pro  quavis  superficie  simplici  S , cuju 
nulla  pars  planum  est,  intelligatur  illud  rectangu 
lum  ( 255),  quod  limes  talis  superficiei  simplici 
e planis  rectilineis  (ex  gr.  Alis  ) compositae  est 
apicem  cujusvis  anguli  in  S Jiabentis ; ut  superfi 
.cici  ejusmodi  ut  dictum  est  , limes  alius  eo  majo 
non  detur. 

Hoc  pacto  omnes  lineae  ad  formam  rectae 
ita  omnes  superficies  ad  formam  rectanguli  allitu 
dinis  ejusdem  reductae  (p.22)  comparari  arithme 
tice  poterunt. 

§.  14.  Recta  (cum  omnibus  ejus  proprietatibu 
primariis)  simul  cum  plano  axiomatice  suppon 
solent:  at  quaeritur,  num  ea  pro  axiomatibu 

adsumi  possint  ? Conceptus  temporis  quidem  ad  spa 
tium  translatus  rectam  peperisse  Videri  potest ; at 
tamen  tropicam  istam  rei  tam  diversae  translatio- 
nem, externam  adjuvisse  experientiam  indigitant 
tam  definitiones,  qualis  Platonis  est  a lumine  pe 
tita,  rectam  dicentis  lineam,  cujus  punctum  prinum 
reliqua  obumbrat  ; quam  quae  a puncto  e certo  Io 
co  alium  petente  est  , observato  ^tempore  fatigioqui 
minimo  ; nihil  tamen  magis  afl  rectam  perduxit 
quam  reflexio  ad  omne  id,  quod  e corpore  quies 
tentibus  duobus  punctis  ejusdem  moto,  quiescit 
Si  quid  pro  axiomate  adsumi  nequeat;  illud  e que 
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<1  deduci  potest  , id  i m plicate  continere  debet, 
idsumere  itaque  ea  (ut  fieri  solet),  aut  sequenti 
nodo  deducere;  jus  fasque  cuique  est.  Spatii  qua- 
juaversum  infiniti  fi  1 ia  primogenita  est  punctum  , 
lein  sphaera ; media  quasi  inter  duo  extrema.  Sphae- 
rae autem  Jinea  primogenita  circulus  est,  dein  re* 
ita ; atque  demum  circulus  cum  recta  parit  plam 
lum. 

1.  Pro  fundamento  lineae  uniformis  simplicis 
n se  redeuntis  (quam  circulum  esse  patebit)  posi- 
um  est  ( 448  ) ; pro  rectae  construendae  fundamen- 
o ponitur  sequens.  Si  M portio  spatii  circa  duo 
ui  puncta  revolvatur  ( 448  ) : idem  M circa  ea- 
lem  duo  puncta,  undevis  aequaliter  moveri,  atque 
imo  solo  quoad  viam  cujusvis  sui  puncti  modo  re- 

olvi  potest. 

2.  Hinc  quiescentibus  punctis  a , h<  omnia  ta- 
ia  puncta  ipsius  M,  quorum  quodvis  circa  a * b 
noveri  (juxta  448)  potest;  movebuntur  etiam  si- 
nui circa  a^b,  si  quod  eorum  moveatur:  et  qui- 
lem  omnia  viis  iisdem  movebuntur  porro  usque 
id  reditum  , quas  singula  percurrerent. 

Atque  hinc  etiam  nullum  punctum  ipsius  M 
ix  ullo  loco  p , duabus  viis  (una  qua  ex  p moveri 
ncipit , altera  qua  redit)  plures  habet,  quibus  mo* 

Ium  circa  a^b  incipere  potest.  Nam  sint  ex  eodem 
uncto  tres  rami  a, p,  y,  in  quorum  qnovis  punetnm 
fcx  p moveri,  quiescente  a * b possit;  moveaturque 
n uno  casu  , punclUm  ex  p in  ramo  oc  incipiendo 
p t per  p redeundo  ; ramus  y tum  haud  potuit  per- 
jurri , nam  incipiendo  per  a aut  redeundo  per  p , 
punctum  idem  simul  lineam  qua  ramus  y ex  p in- 
cipit describere  nequit;  nec  antea  percurri  y potuit, 
tam  tum  punctum  porro  motum  jam  antea  rediis- 
let.  Cogitetur  jam  schema  totum  ita  poni,  ut  pun- 
itum quod  antea  in  p erat,  extra  lineam  simpli* 
lem  redeuntem  priorem  in  y cadat,  simul  a in  a 
it  b in  b cadentibus;  manifesto  motus  idem  circa 
*#b  locum  haberet  (peri),  ssed  idem  punctum 
mnulum  a priore  diversum  describeret  (contra  1). 


( M ) 

3.  Sii  janV(Fig  65)  sphaera  & centro  £ cum  puncto 
c.  di caturque  superficies  ejus  S';  e?  Hat  sphaerale  !1 
centro  c cum  puncto  £,  hujus  superficie  s'  dicta:1 
facile  patet,  nec  totam  sphaeram  s in  S,  nec  i 
totam  8 in  s cadere  ; nam  si  ex  gr.  tota  S in  s ca-  t]i 
dcret  , centrum  £ in  superficie  s'  nudum  haud  in-,M 
clusum  maneret,  Habet  igitur  tam  s'  aliquid  extra 
8,  quam  S'  aliquid  extra  s.  Hinc  autem  necessario  j, 
ipsis  8'  et  s ' aliquid  commune  est,-  nam  punctum  (l] 
e quovis  puncto  ejus  quod  ex  s extra  S cadit  , u 1, 
sque  in  £ veniens  per  S'  transire  debet  ( 447  ).  Iu,jn 
ili  punctum  e quovis  puncto  ipsius  S'  extra  s ca.q0 
dente  in  ipso  8'  usque  in  C veniat;  nisi  c circum- 
circa in  8'  in  interrupte  cingatur , punctum  dictunr  {| 
e loco  extra  sphaeram  s ad  centrum  ejus  absqut  j, 
transitu  per  s ' venire  posset.  { 

Exit  igitur  s'  ex  S'  circumcirca  c,  idque  ma-  e 
ni  festo  generatione  circumcirca  aequali  : adeo  idj 

( 448  ^ quodyis  exitus  punctum  p,  sphaera  S circr 
c * mota,  viam  simplicem  iit  se  redeuntem  uni 
formem  describere  possit,  ,ES 

Idem  de  quavis  sphaera  centri  ejusdem  c tali.  co 
quae  priori  interior  est,  patet  ; etsi  cogitentui  ci' 
sphaerae  omnes  interiores  usque  ad  centrum  comi! 
mune  c,  etannuli  in  8'  se  invicem  semper  iiiteriuf'0 
lisque  ad  c eundo  excipiant.  Dicantur  ejusmodi  |e 
lineae  uniformes  simplices  in  se  redeuntes  (quos 
circulos  esse  nondum  constat),  annui:,  et  nomen  eo«  11 
rum  generale  sit  A.  1,1 

Imo  idem  de  quavis  sphaera  centri  ejusdem1 
C cum  puncto  quovis  i intra  superficiem  S'  caden-  111 
te  facta  patet:  nam  tum  superficies  8'  lota  in  sphae-ie 
ratn  novam  cadere  nequit;  namque  t intra  S'  ca-  lr' 
dens  In  superficie  sphaerae  novae  esse  non  posset. 
Unde  reliqua  fluunt.  j j< 

4.  Atque  hinc  manifesto  punctum  e cujusvis  A 
puncto  quovis  b,  intra  annulum  eundem  A usque  iu 
c in  superficie  8'  ita  moveri  , cogitari  potest,  ut 
semper  in  superficiem  sphaericam  centri  c in 
teriorem  veniat,  et  in  nulla  uno  plura  pttncta  ha- 
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:ti  ji) eat,  atque  main  sphaera  circa  c*  (E,  annufis  deseri- 
jiiis  linea  dicta  / circa  c in  S'  porro  moveatur,  donec 
ta  edeat.  Nempe  punctum  dictum  in  quovis  loco  ubi 
jsphaera  ccnni  c (sive  ipsa  s sive  interior)  ex  R' 
3xit  , annulo  circa  c ^ 6 gaudet  (perpraec);  adeoquo 
<>mnia  quoque  simii]  moveri  quiescente  c*£  possunt* 

5.  Atque  hinc  , propter  generationem  super- 
i iciei  sphaericae  circumcirca  aequalem  , e quovis 
'ninct o k ipsius  8'  datur  linea  /#  priori  / aeqnali9  ; 
'itque  /'  circa  h in  8'  moveri  potest  donec  redeat •, 
mutilos  concentricos  prioribus  aequales  describcn- 
.Io. 

Imo  quum  de  sphaeris  S et  s demonstrata,  de 
navis  alia  quoque  valeant  : pro  cujusvis  sphaerae 
nperfieie  datur  linea,  quae  circa  quodvis  puri- 
: t ii  in  superf  iciei  dictae  , in  ea  moveri  potest,  donec 
edeat,  annulos  concentricos  (undevis  aequaliter) 
lescribendo. 

6.  Dari  dimidia  annuli  ejusmodi  ut  dictum 
fst  (lineae  simplicis  in  se  redeuntis)  duo  puncta 
fon  munia,  habentia,  uti  cujusvis  partis  continuae 
jus  duo  dimidia  punctum  commune  habentia  dari 
>aier  sic.  Concipiantur  ex  annuii  puncto  quovis 
uo  puncta  moveri  in  eo  porro  usque  ad  reditum, 
emporibiis  quibusvis  aequalibus  vias  aequales  de* 
crihendo,  easque  ex  eodem  puncto  diversas  sed  si- 
nui itu  ipiendo:  utrumque  per  alterum  transire  debet; 
ique  ii b i hoc  fit  , viae  ntriusque  aequales  erunt:  ita 
x arcus  cujusvis  extremitatibus,  aequaliter  motis 
•unctis  , priusquam  quodvis  in  alteram  extremitatem 
•erveniat,  occurret  puncto  alteri,  et  ibi  dimidium 
reus  erit  (p.  7.V  et  44?) 

7.  Accipiatur  jam  ex4(Fig  65)  punctum  quod- 
is  h in  primo  annulo  A (Fig  €6)  punctum  c cinge  n» 
e pro  centro  ; et  linea  prior  l=kc  (cujus  una  ex- 
rem  itas  in  c altera  in  h sit)  moveatur  circa  h hi 
i'  donec  redeat  : manifesto  pars  viae  cujusvis  pun- 
ti  ipsius  l cadet  ab  annulo  in  unam  ipsius  R'  pla- 
am,  altera  in  alteram;  nam  ut  centrum  k elati- 
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datur  ab  anniilo  per  punctum  quodvis  descripto 
nccesse  est  punctum  ejus  aliquod  j»  , extra  segmen 
tum  ipsius  8'  illud  in  quo  c est,  cadere;  arqu< 
hinc  via  usque  in  c,  per  A transire  debet,  et  qui 
deni  in  duobus  saitem  punctis  a k ad  exi remitater  j s 
arcuum  utrinque  aequalium;  nam  annulus  dictus Lt 
cum  annui o A unum  solum  punctum  commune  ha-  rm 
here  nequit  : nam  tum  ex  lioc  puuCto  usque  ad  l\ pu 
aut  linea  simplex  esset,  aut  non  ; et  in  neutro  ca<  |{  i 
su  esset  annulus  dictus  linea  simplex  rediens.  Erum 
igitur  annuli  bujrts  transitus  per  annulum  A ips 
h proximi  duo  supra  dicti. 

Accipiantur  porro  quorumvis  arcuum  ab  A in 
plagam  non  c (id  est  illam  in  quam  non  cadit  c) 
meditullia  (per  6 );  atque  tum  fiat  idem  centri 
in  meditullium  arcus  illius  posito,  qui  ab  annulo(cen 
tro  k per  extremitatem  lineae  kc  in  S' descripto),  < 
duobus  punctis  ipsius  A ipsi  k proximis,  in  plagam  im 
non  c ipsius  S'  cadit;  atque  idem  continuetur  ir 
CO  ; nempe  casus  idem  redit  sempcr,  nisi  quocpi 
centrum  in  primo  A ubivis  eligere  liceat,  postea  ve- 
ro in  quovis  novissimo  A arcus  extimi  meditullium 
pro  centro  accipiatur , et  idem  repetatur  in  infini- 
tum. 

Complexus  omnium  ejusmodi  meditulliorum  . 
continuum,  imo  linea  simplex  est,  Ut  statim  pa-j" 
tebit.  Insistit  autem  linea  haec  primo  annulo  utrin- 
que aequaliter;  atque  e quovis  puncto  annuli  ejus- 
dem, lineae  ejusmodi  per  generationes  aequales 
circumcirca  et  utrinque  aequaliter  determinatae  pro- 
manant.  Unde  etiam  patet, /juod  si  e quibusvis  duo- 
bus punctis  annuli  primi,  promanantes  ejusmodi  li 
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neae  secent  se  invicem  , crura  semet  secantia  (ob 


generationes  utrinque  aequales)  aequalia  erunt.  Pa- 
tet etiam  partem  quovis  novo  A generatam  , parti 
sequente  A generatae  (item  ob  generationes  aequa- 
les) aequalem  esse. 

Complexum  punctorum  dictum,  continuum  es- 
se vel  ita  patet.  Accipiatur  complexus  oo  puncto-  . 
tum  innumerabilium,  quae  per  quodvis  aliquod  A 
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centro  in  eo  posito)  generantur  usque  ad  arcum 
ili  quem  k (inclusi  ve),  et  inde  complexus  /3  pun- 
torum  item  innumerabilium*  usque  ad  arcum  ex- 
imnm  generatorum:  puncta  ipsius  p iu  arcus 
se  invicem  continuo  excipientes  cadunt,  qui  si- 
nui sine  h cogitari  nequeunt,  uti  complexus  prio- 
rum ipsum  a constituentium  ; itaque  et  (3  gaudet 
uncto  in  arcu  quod  quum  solum  sit,  tam  ipsi 
t quam  ipsi  p commune  est. 

Sed  praeterea  quoque  e cujusvis  A arcus  supe- 
■ioris  meditullio,  punctum  per  omnes  arctis  con- 
;entricos  superiores  (id  est  supra  praecedens  A 
radentes)  Usque  in  centrum  moveri  potest  / et  qui- 
,iem  ita  ut  per  cujusvis  arcuum  illorum  punctum 
juodvis  datum  transeat:  intuitu  palet,  idem  sini- 
dicissime  per 1 meditullia  arcuum  fieri  posse. 

Est  etiam  linea  simplex:  nam  e nullius  arcus 
ncdiiullio  3tius  ramus  dari  potest;  quia  is  per  ar- 
tis praecedentes  aut  sequentes  ire  deberet,  in  quo- 
iiin  quovis  nonnisi  unum  punctum  ramis  duobus 
ommUiie  datur. 

8.  Dicantur  L lineae  ejusmodi,  quae  ex  o- 
nnibus  punctis  anuuii  primi  , utrinque  aequaliter 
hsistent.es,  et  semper  porro  utrinque  aequaliter  , 
tque  omnes  circumcirca  quoque,  per  generationes 
lequales  aequaliter*  determinatae  sum. 

Aut  dantur  duae  tales  L , quae  punctum  com- 
nune  habeant,  aut  nullae  duae  dantur,  quae  pun- 
tum  commune  habeant.  Posterius  fieri  nequit  : nam 
um  portio  illa  ipsius  S',  quae  supra  quodvis  A u- 
que  ad  arcum  superiorem  novi  A est,  (imo  totnin 
i)  innumerabilibus  vicibus  repeteretur  in  ipso  S'; 
deoque  S'  non  esset  quantitas  finita  ( p.  28  ) , de 
uo  plura  inferius. 

Nempe  tum  (Fig  65)  (per  460)  sphaera  S' 
irca  mota,  movetur  tota  L,  omnibus  punctis 

nnulos  se  invicem  excipientes  describentibus.  Quod 
imulus  puncti  cujusvis  in  Jinea^L  ulterius  gene- 
ati  , ulterius  situs  sit  , patet  inde;  quod  si  ab  a- 
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liquo  annulo  sequentes  aliquamdiu  regrederentur;  ic 
aut  statim  post  annulum  centri  alicujus  A (juxta  ge 
iterationem  dictam)  fieret,  aut  post  meditulliuir 
arcus  aliciijus  supra  A generati;  prius  fieri  nequit 
nam  tum  punctum  aliquod  ipsius  L (ob  generatio 
nes  utrinque  aequales)  intra,  non  extra  praecedens 
A caderet;  nec  posterius  fieri  quit,  tunc  enim  \ 
centro  prius  dicto  sphaerica  superficies  exterioj 
cum  aliqua  interiore  aliquid  commune  haberet. 

Atque  per  hoc  adime  simplicius  patet,  super 
ficiem  sphaericam,  si  nullae  lineae  L secarent  se  in 
vicem,  q-uantitatern  finitam  non  esse.  Potest  eninn 
e centro  cujusvis  A,  in  S'  describi  talis  annnfus  in- 
terior ipso  A , qui  (juxta  Fig  67)  nec  cum  ibidem 
praecedente  neo  cum  sequente  quidquam  commune 
habeat.  Quod  cum  (per  generationes  aequales)  sem- 
p«r  porro  locum  habeat  : annulus  diems  innume- 
rabilibus vicibus  repetetur. 

Si  igitur  superficies  sphaerica  quantitas  finita 
sit;  necesse  est  duas  lineas  L se  invicem  secantes 
dari.  At  si  duae  dentur,  omnes  se  invicem  in  eo- 
dem puncto  secabunt.  iSam  sit  (Fig  68)  nb  arcus 
is  primi  an  nui  i , e cujus  extremitatibus  pomanan- 
tes  lineae  L concurrunt;  linea  L e meditullio  q ar- 
cus ob  erecta  quoque  per  p transibit : nam  sit  bq~br. 
adeoque  ab:=rqr,  et  bv— rt,  adeoque  b(z=  ba,  (posito 
flb  esse  dimidio  primi  annuli  minus,  quum  si  ai 
dimidium  annuli  sit.  res  pariter  facile  pateat);  lineae 
f ex  r et  q,  ita  ex  b et  t erectae  concurrent,  ertint- 
que  singulae  aequales  (propter  generationem  aequa- 
les). Ilinc  autem  linea  L ex  t erecta  necessario  in 
p cadit  ; atque  ut  lineae  L ex  r et  q erectae  oc- 
currere possint,  aut  prior  vel  posterior  transibit 
per  bp  , aut  prior  per  pf,  vel  L ex  q erecta  per 
cp  transibit;  quodvis  horum  fiet,  si  punctum  tran- 
situs p sit;  sed  inter  p et  f,  aut  inter  p et  a tran- 
situs fieri  nequit ; nam  si  ex  gr.  L ex  r erecta  in- 
ter p et  t transiret  , idem  transitus  punctum  etiam 
ipsi  bp  commune  esset  ; si  vero  L ex  r per  bp  in- 
ter b et  p transiret  , punctum  idem  et  lineae  ex  q 
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erectae  commune  esset;  efc  lineae  L ex  r et  q erc- 
Pj,  ictae  usque  ad  punctum  concursus,  essent  ipsa  bp 
i Jp  minores.  Necessario  igitur  in  eodem  p concurrent. 

Atque  hinc  colligitur,  bisecando  arcus  in  00  , 
atque  circumcirca  transferendo:  ex  omnibus  annu- 
li  primi  punctis  omni  dabili  pro  prioribus  erectas 
lineas  L omnes  ia  eodem  p concurrere. 

. Unde  si  sphaera  $ moveatur  circa  c*p,  pun- 
rjfl  cto  in  annulo  primo  porro  moto,  simul  cum  toto 
linearum  L e punctis  bisectionum  erectarum  sche- 
,fiinate:  nullum  tempus  erit,  quo  punctum  p viam 
;n!  describat ; nam  ab  initio  matus  quodvis  temporis 
punctum  cogitetur,  jam  antea  punctum  in  annulo 
motum  per  innumera  puncta  transiit,  pro  quibus 
I schema  linearum  L dictum  in  p fuit. 
ni  Consequenter  sphaera  S circa  ita  moveri 

potest,  ut:  p quiescat.  Atque  hinc  ( per  459),  si  S 
circa  moveatur,  p quiescere  debet. 

Omnia  dicta  autem  ad  quemvis  annulum  su- 
perficiei cujusvis  applicari  manifestum  est ; si  pun- 
cto quovis  ejus  pro  centro  accepto,  cum  linea 
quadam  interna  anuuli  fiant  circuli  concentrici  ia- 
tles,  quales  e quovis  sphaerae  illius  superficiei 
pnncto  aequaliter  dari  dictum  est. 

9.  Atque  bine  superius  ( 470  ) segmentis  omnium 
s'  in  S cadentibus  generaliter  s"  dictis;  cogitetur 
in  omni  sn  punctum  ill.ud,  in  quo  lineae  L,  ex  an- 
nulo  ipsi  S'  et  illi  s'  communi,  in  illo  s"  genera- 
tae concurrunt:  complexus  omnium  ejusmodi  pun- 
ctorum simul  cum  c et  £,  lineato  simplicem  esse 
ut  supra  ( 472  ) patet.  Sed  manifesto  etiam  sphae* 
ra  S circa  mota,  cujusvis  s"  punctum  quod- 
vis praeter  punctum  dictum  in  ea  (448  ) move- 
bitur; atque  hinc  omnia  s"  ( 469)  movebuntur, 
et  tota  linea  dicta  quiescet  mota  sphaera  S circa 

c*e. 

10.  At  vero  in  S quoque  ex  annulo  egressus  exii» 
mo  antea  generatum  p quiescebat  inota  S circa  c^€; 
atque  si  pro  centro  p eadem  fiant  quae  ab  altera 
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parte  centro  c facta  sunt  ; prodibit  linea  c£p  quiri 
scens  mota  sphaera  circa  c*®,  | 

Imo  quaevis  alia  duo  puncta  lineae  dictae  ac 
eripiantur;  motus  dictus  sphaerae  S quiescentibus  ii' I 
peragebatur:  itaque  ( 469  ) ^irca  quaevis  duo  pun-  1 
cta  dicta,  motus  idem  est.  I 

Sed  nec  ullum  punctum  sphaerae  S extra  line  I 


am  dictam  cadens  quiescit:  nam  iliud  aut  intra  se 
gmenta  extima  ex  t et  p generata,  aut  inter  ilia 
cadit;  atque  tale  circumcirca  aequaliter  determina 
tum  gaudet  annulo  (per  448).  Si  vero  in  alique 
motu  circa  duo  puncta  annulo  gaudeat,  circa  ea 
'dem  duo  puueta  fper  469)  semper  eundem  annu 
ium  describet. 

1 1.  Patet  porro  inter  ^quaevis  duo  «patii  puncta  daJspI 
ri  lineam  ejusmodi ; nempe  accipiatur  unum  pre  m 
centro  , fiatque  sphaera  cum  puncto  ai  (ero  ; atqui  lis 
applicentur  de  sphaeris  S et  s dicta.  Atque  hinc  n 
etiam  patet,  rectam  e quavis  portione  spatii  finiit 
ta  egredi  e quovis  puncto  ejus;  quum  possit  genedk 
rari  sphaera  ex  eo  puncto  , totam  portionem  inciu 
dens. 

12.  At  quaeritur,  num  e centris  sphaerarum  qua- 

rumvis  inaequalium  generatae,  centris  coinciden 
tibus  , congruere  possint,  usque  ad  superficiem! 
sphaerae  minoris?  Omnino;  nam  (Fig  69)  feratur! 
minor  in  alteram  centro  in  centrum  £ majoris  po-| 
sito  ; sitque  linea  j?£jf'  in  sphaera  majori  hac  cir- 
ca mota  quiescens;  transeat  haec  per  super 

Hciem  mineris  in  c*c'.  Mota  sphaera  majore  circa 
j?*£,  omne  praeter  lineam  movebitur,  per 

ageturque  motus  quiescentibus  C,  £;  itaque  tum  et 
sphaera  interior  circa  c * £ movebitur  ; adeoque 
(per  469)  idem  inter  C et  £ quiescet  quod  .antea. 

13.  Hinc  etiam  linea  talis  continuari  e quavis  sphae- 
ra in  aliam  quamvis  majorem  utrinque  potest;  ne- 
que intra  ullius  sphaerae  superficiem  detinetur 

14.  Si  porro  cujusvis  lineae  ejusmodi  unius  exue 

m»  ®t  alterius  6',  V sint,  atque  a in  a'  et  b 
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n b'  simul  cadere  queant;  congruentibus  extremis;, 

»t  lineae  ipsae  coincidunt. 

Nam  feratur  ad  £ linea  ab  simul  cum  sphaera 
Mia,  in  qua  generata  est,  ( sive  in  centrum  ejus 
;adat  a aut  b sive  non),  atque  ponatur  a in  £;fi- 
itquc  sphaera  centro  £ sphaeram  allatam  includens, 

■»t  eodem  centro  a fiat  sphaera  puncti  b.  Manifesto 
inea  ejusmodi  ut  dictum  est,  (quae  dicatur  X ), 
hin  sphaera  reliquas  duas  includente  e centro  £ ge- 
ftnerata,  per  superficiem  sphaerae  puncti  b e centro 
iodern  £ generatae,  transit  in  aliquo  puncto  t\  mo- 
veatur X circa  £ simul  cum  sphaera  majore,  donec 
m iti  b cadat;  atque  tum  moveatur  sphaera  eadem 
Inajor  quiescentibus  punctis  6,  a;  movebitur  etiam 
aisphaera  allata  inclusa,  quiescentibus  iisdem  b*  a; 
oideoque  inter  6 et  n linea  eadem  quiescet,  quae 
motu  solius  spbacrae  allatae  quiescentibus  iisdem 
iicpunctis,  quiesceret.  Itaque  linea  allata  ab  ooinci- 
ii- -iit.  cum  linea  sphaerae  majoris  inter  a et  6 quie» 
ic  jcente.  Pariter  adferri  linea  a'  b'  simul  cum  spiiae- 
liifea  illa  in  qua  generata  est,  potest,  a'  in  £ posi- 
o:  atque  manifesto  et  a' b'  eidem  congruet,  cui  ab 
13-  congruebat. 

15.  Hmc  etiam  patet,  lineam  ejusmodi  redire  non 
Mijposse:  nam  tum  puncto  uno,  unde  duo  puncta  di- 
versis viis  profecta  porro  moverentur,  et  altero 
ibi  prima  vice  sibi  mutuo  occurrerent,  communi- 
bus , uterque  ramus  inter  eadem  2 puncta  coinci- 

eiflderctr 

16.  Sed  linearum  priorum  (in  14)  continuationes 
quoque, (nempe  continuatio  e centro  sphaerae  allatae, 
e continuatio  e centro  £)  coincidunt.  Nam  si  prio- 
ineris  punctum  p extra  lineam  ex  £ prodeuntem  u- 
a.  frin que  in  QC  continuatam  caderet;  sphaera  puncti 
p e centro  £ habeat  punctum  p9  cum  linea  posterio- 
Btfjri-  commune:  fi, atque  sphaera  tam  sphaeram  hanc 
quam  allatam  includens;  mota  hac  quiescentibus 
1,  b,  et  p'  quiescat,  p autem  movebitur  ; quo  l 
fieri  non  posset,  si  p in  continuationem  primani 
caderet;  ume  enim  quiescentibus  a,  6,,  et  p quie* 
sciret. 


17.  Denique  linea  dicta  ("per  449)  recta * es 
Nam  (Fig70;7l)  quaevis  duo  puncta  q et  r fuerii 
illius,  (utrinque  continuatae  in  00),  omnia  spat 
puncta  eorundem  unica,  complectetur.  Etenim  quot 
vis  punctum  lineae  dictae  ipsius  q*r  unicum  e: 
nec  ullum  aliud  spatii  punctum  ejusdem  q*r  un 
cum  est. 

Namque  sit  quod  vis  punctum  p lineae  d 
ctae ; nullum  punctum  f a p diversum  tale  datur 
ut  q*r*p  £:q*r*f.  Esset  enim  t aut  in  linea ips  i 
aut  extra  eam:  neutrum  fieri  potest.  Nam  si  t i 
lineam  cadat ; aut  in  aliquod  ipsorum  q et  r c( 
dcret,  aut  inter  ea,  aut  extra  ea:  atque  etiam  p p,  j 
riter  cadere  potest. 

Si  p in  v (aut  q)  cadat,  patet  nullum  ! 
p (aut  q)  diversum  dari:  itaque  tantum  casus  al 
considerantur.  Sit  prius  p inter  q et  r ; tum  f ai 
etiam  inter  q et  r in  f aut  t" , aut  exlus  cadet  (ci 
gr.  in  i'")*  Si  in  V caderet^  tuin  ut  q*r*p4=  q*r*  , 
sit  , q£'  = qp  esset  (pars  toti);  pariter  si  i in  8"  cad 
ret,  tum  q V'  qp  esset.  Si  vero  i in  f"  caderet;  tui 
qf'"  zz  qp  esset  (pariter  pars  toti).  Nempe  (per  dicte 
c quovis  puncto  linea  talis  aequaliter  incipiens  a< 
qualiter  quoque  continuatur. 

Si  vero  p extra  qr  (ex  gr.  in  p')  cadat  (Fi 
71  ):  tum  t aut  in  f,  aut  in  i"  aut  in  f"  aut  iu  f 
cadere  deberet  , (quum  manifesto  in  ipsorum  p',q 
nullum  cadere  queat ).  In  8'  cadere  nequit , qui 
tum  qp'  ==  q 8'  esset;  neque  in  f',  quia  tum  qp'  = ql 
esset;  nec  in  8'"  cadit;  quia  xV"  ==.  rp'  (pars — toti 
esset;  neque  in  8""  cadit;  quia  tum  esset  r t""zzx.\ 
=z.rq  + qp',  et  qp'  = q8""=sqr  + r8"" ; et  hunc5  valorei  | 
substituendo  ipsi  qp'  in  aequatione  priore  , ess< 
r 8""  — rq  + qr  + v8"". 

Sed  neque  extra  lineam  dictam  datur  tal 
f,  ut  q *V*p=  q*r*8.  Nam  fiat  e centro  sphaerae  ii 
qua  linea  dicta  generari  coepit,  sphaera  punctum 
includens;  quiescentibus  r,  q,  p mota  sphaera  hac 
movebitur  t (476);  si  vero  q in  q,  et  v in  r ca 
dentibus,  p in  8 cadet,  p cum  8 circa  v*q  moi 
veri  poterit  , quod  antea  quievit  (contra  469). 
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Sed  nec  ullum  spatii  punctum  f extra  line- 
nt dictam  cadens  ipsius  q*r  unicum  est;  quum 
iphaera  plane  dicta  circa  q*r  mota,  et  illud  mo- 
i eatur  , adeoque  in  alia  aeque  posita  puncta  ve- 
iat. 

Est  igitur  linea  dicta  plane  complexus  omnis 
uncti,  quod  quorumvis  duorum  punctorum  ejus 
nicum  est. 

Si  non  recta,  e recti9  aut  aliis  lineis  constet : fa- 
ile  patet,  non  quorumvis  2 punctorum  adesse  quod-' 
is  punctum  unicum. 

18.  Recta  etiam  quantitas  est.  Nam  quaevis  par- 
continuae  ejus  accipiantur  ; et  ponatur  una 

xtremitas  unius  in  unam  alterius;  fiantque  spliae- 
ae  centro  in  eam  posito  cum  extremitatibus  alte- 
is  : prodibunt  duae  partes  in  sphaerae  interioris 
nisi  utraque  eadem  sit)  superficie  terminatae,  qua- 
um  extrema  (adeoque  et  ipsae)  congruere  pos- 
unt. 

19.  Recta  potest  in  se  porro  moveri.  Nam  e 
uovis  pnneto  p (per  dicta)  aequaliter  continuatur 
a 00  ® 

20.  J Planum  quoque  bine  facile  construitur  modo 
equente.  Patet  generatione  circumcirca  aequali,  per 
uodvis  punctum  circa  2 puncta  usque  ad  reditum 
turo  motum  , describi  lineam  simplicem  in  se 
edeuntem  talem;  quae  et  ipsa  , ut  recta  (et  super- 

ticies  sphaerica)  erat  , quantitas  est  , atque  etiam 
quows  puncto  sive  antrorsum  sive  retrorsum  ae- 
qualiter determinatur. 

Accipiatur  quaevis  talium  annulorum  ; sitque 
"per  471)  (Fig  72)  in  punctis  0,6  bifariam  divisus, 
t dimidietas  066  sit  in  b bifariam  divisa  ; atque  sit 
ectae  06  meditullium  in  c ; erit  (ob  generationes 
itrinque  aequales)  forma  e rectis  cb  et  co  composi- 
a,  formae  e rectis  cb  et  c6  compositae  aequalis  . 
ideoquc  recta  bc  est  [_ris  ad  06  in  c ( 457  );  et 
(uodws  rectae  cb  punctum  extra  rectam  o6  utrin- 
[ue  QO  tam  cadit.  Fiat  sphaera  e centro  c totum 
chcma  includens,  et  moveatur  circa  o*6  (sive  re- 

IHr*  9*. 
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€tam  cib  utrinque  00  tam) : quodvis  parietum  recti 
et)  describet  annulum  , qui  (propter  generatione 
utrinque  aequales)  inraque  facie  sibi  congruere  po 
test  , (quod  de  antea  dictis  nondum  constat),  Co 
gitelur  jam  recta  ct>  in  quovis  loco  suae  viae  coi 
tinuata  per  b in  00  ; erit  complexus  omnium  ei 
rum  superficies  circumcirca  00  ta  et  circumcirca  « 
utrinque  aequaliter  generata  , ut  circa  c in  se  mc  pie 
veri,  facieque  utraque  sibi  congruere  queat,  atqu 
spatium  in  duas  plagas  aequales  dividat. 

Est  autem  superficies  ista  planum . Nam  qua 
vis  duo  puncta  7(  et  58  sint  ejus,  quodvis  punctui!  % 
£ ipsius  7(  * 93  unicum  in  rectam  '2123  utrinque  i 
00  continuatam  cadit.  Recta  7(23  vero  necessari 
in  superficiem  dictam  cadit:  cogitetur  enim  in  gt 
neratione  hujus,  ( 469  ) recta  cb  versus  b 00  ta 
ex  71  versus  23  usque  in  23  per  annulum  plan 
dictum  mota;  nisi  per  7(23  transeat,  aut  cadet  a 
una  aut  ab  altera  parte;  neutrum  vero  fieri  potest 
nam  si  quod  fieret,  et  alterum  fieri  deberet;  e 
idem  de  continuata  7(23  patet:  accipiatur  nemp 
sphaera  e centro  c radii  majoris  quam  recta  quae 
vis,  quae  a c ad  7123  est;  exibit  ek  hac  sphaer 
utrinque  tam  recta  7(23  quam  cb  versus  b CO  ta ; un 
de  reliqua  patent.  Posset  etiam  brevius  dici,  quod  s 
ex  uno  puncto  superficiei  ad  aliud  ducta  recta  ii 
unam  plagam  caderet,  in  altera  quoque  esset,  et  in 
ter  2 puncta  2 rectae  fierent. 

22.  Unde  etiam  paletprectam  7(23  etiam  utrinque 
00  tam  in  planum  cadere,  si  puncta  li , 23  in  eo 
sint. 


iS 


23.  Sed  quaeritur,  mim  per  quaevis  3 puncta 
7(,23,  £ etsi  non  in  recta  sint,  planum  detur?  0- 
mnino  : nani  7(*23  in  planum  dictum  poni  potest 
71  in  C posito  (Fig  73.),  acceptaque  ex  t versus 
recta  rectae  7(23  aequali.  Si  jam  £ non  in  eo 
plano  esset  ; fiat  e centro  c cum  puncto  £ sphae- 
ra; sitque  ex  gr.  recta  c£=c6*==Ci‘l;  manifesto  sphae- 
ra radii  c£  e centro  c,  per  planum  in  unum  dimi- 
dium superius  alterum  inferius  dividetur  ; atque  mo- 
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t*  iphscra  rjrru  a6 , quodvis  superficiei  sphaem: .? 
punctum  praefer  a et  6 , dimidium  annulum  supe- 
rius , et  altorum  inferius  describet;  atque  ubi  put> 
cluni  2 transit,  babefur  petitum. 

24.  Imo  etiam  per  eadem  3 puncta  71 , 23  , 2 non 
in  recta  sita  , nullum  aliud  planum  poni  potest. 
Vani  ( in  praec.)  H in  c,  et  23  in  6 positis  , at- 
ipie  2 in  planum  ibidem  generatum  cadente;  pona- 

ur  quodvis  aliud  planum  (imo  ejusdem  plani  pars 
>liaj  per  **»*«»  nullum  punctum  p (Fig  73. 
Inius  extra  aliud  cadere  poterit.  Nam  rectae  *2l 93, 
62  , et  7(2,  extremitatibus  earum  in  utrumque  ca- 
lentibus , et  ipsae  in  utrumque  cadent  totae.  Sit 
an»  p in  uno  eorum;  cadet  aut  supra  lineam  composi- 
am  ex  7(2,  223,  et  continuationibus  rectae  7(23  ex  71 
d laevam  et  ex  23  ad*dextram;  aut  infra  eam.  Si 
liipra  eam  cadat  ; tum  recta  pq  transit  per  lineam 
iompositam  dictam;  si  per  continuationem  alteru- 
Cam  rectae  7(35  iret,  tum  et  transitus  et  q,  adeoquo 
t p in  7(23  GO  tam  caderet  ; si  per  712  vel  223  eat, 
liat  id  in  t ; tum  recta  fq  utrique  plano  commu- 
is  , et  continuata  punctum  p complectens  in  u* 
jlrainque  incidet.  Si  vero  infra  cadat  in  p'  vel  p"; 
ecta  e quovis  horum  usque  ad  p /jam  utrique  com- 
mune)  transit  per  lineam  compositam  dictam  ex 
na  plaga  in  alteram  ; et  item  duo  puncta  , adeo- 
ue  recta  per  ea,  utrique  plano  communia  erunt. 

25.  Manifesto  etiam  (in  Fig  72)  t>C  ex  C Conti* 

\\  [uata  in  planum  (480)  primo  generatum  cadit;.at- 

ue  planum  (ob  generationes  litrinque  aequales)  in 
uas  plagas  aequales  dividit;  atque  quum  quaevis 
dani  P recta  in  ab,  simul  cum  plano  P ita  poni 
lossit,ut  P cum  plano  primo  generato  coincidat;  pla- 
num qtiodvis  per  quamvis  rectam  in  ea  sitam,  in 
tuas  plagas,  inter  se  omnes  prioribus  aequales  dividi 
atet.  Imo  evidens  est  , quovis  plani  puncto  in 
rlem  dictum  C posito,  et  congruentibus  planis, 
irculos  quosvis  radiorum  aequalium  aequales  esse; 
tque  etiam  punctum  in  plano  motum  , ipsum  pia- 
ura  in  eodem  plano  secum  ferre  posse. 

N N e 
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26.  Ita  formas  do  arum  rectarum  angulares  con- 
gruere , si  arcus  @ vermibus  radiis  aequalibus  in-i 
ter'’  crura  descripti  aequales  sint  , circulo  facto  pa- 
tet; necnon  omnes  rectorum  angulorum  formas  ae- 
quales esse  ; ita  ex  nuo  puncto  rectae  in  plano  ti- 
nam solum  Liem  dari;  et  summam  angulorum  in 
lina  plaga  ad  rectam  circa  punctum  c positorum  esse 
5=  2H  ; atque  ennversim  duas  rectas,  c commune  ha* 
bentes,  in  una  recta  esse,  si  sumina  angulorum  in 
una  plaga  sit.  =.  !2 R ( per  R rectum  inlcil igendoj.i 

27.  Patet  etiam  planum  quantitatem  esse : natn 

quaecunque  ,duae  portiones  ejus  accipiantur  ; po- 
natur utriusque  punctuui  aliquod  internum  in  di- 
ctum c,  ita  ut  portiones  ipsae  sn  planum  primo  j 
generatum  incidant  : circuli  , recta  ilia  qua  e c u 
mqtie  ad  peri  metrum  nulla  minor  est,  pro  radio  c 
accepta,  congruent;  et  (p.20.)  locum  habet»  | 

§..  15;  1.  Si  recta,  cum  recta  aut  plano  aliquid 
commune  babeat , id  nonnisi  punctum  est:  nam  si 
duo  puncta  communia  sint,  recta  in  alteram  (con- 
tinuatam in  00  ),  et  pariter  in  planum  incidit. 

2.  Planum  vero  cum  plano  (si  utraque  00  ta 
concipiantur);  aut  nihil  commune,  aut  redam  00  tam 
communem  habent:  et  tam  recta  quam  planum,  si- 
ve rectam  sive  planum  secantia,  transeunt  in  pla- 
gam alteram.  fS>am  (Fig  74  ) secet  recta  ab  rectam 
bq  $ nisi  transeat  in  plani  per  abq  determinati  pla- 
gam alteram,  necessario  aliquorsum  in  hi  cadet; 
cum  qp  enim  nullum  punctum  praeter  6 commune 
habet  , quia  tum  tota  incideret.  Itaque  dht  recta  es- 
set; atque  tam  p,  quam  + dimidia  peripheria 
radii  bf  esset. 

llinc  ab  per  planum  etiam  transit,  si  h cum 
eo  (ure  qnidquam  aliud)  commune  habeat:  si  enim 
in  eadem  plaga  maneat,  manifesto  pro  quovis*  pun- 
cto q plani  in  6 secti  , casus  praecedens  erit. 

Hinc  etiam  si  duo  plana  P et  p punctum  & 
commune  habeant:  fiat  e quovis  puncto  a ipsius 
p tali,  quod  ipsi  P commune  non  est,  recta  ab; 
fransibiLjista  per  P (per  piaec.)  ; fiat  tum  seini- 


/ 
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«ireulus  ia  plano  p radio  64  centro  6;  transi  bitis 
^ per  P;  atque  recta  per  punctum  hoc  et  punctum 
Mb,  tam  in  P quam  in  p incidet;  nec  uJJum  pnn- 
cturn  praeterea  commune  utrique  est,  nam  fum 
28  utraque  coiriciderent.  Patet  simul  planum  p quo- 
que transire  in  alteram  plagam. 

1 3.  Ad  rectam,  e quovis  ejus  puncto  [_rem  da** 

patet  ex  (Fig  72  p,  479)  ; uti  etiam  e quovis  plani 
-puncto  dari  rectam  ad  planum  Lrem;  quum  quod- 
vis  planum,  puncto  quovis  ict  i posito,  primo  ibi- 
dem generato  congruere  queat. 

Sed  quamvis  e quovis  puncto  tam  ad  rectam 
quam  ad  planum  dari  Lrem,  inferius  demonstretur : 
duas  ex  eodem  puncto  L_re$  ad  eandem  rectam  (aut 
1,1  I idem  planum)  diversas  non  dari  facile  patet  ^ 
1 nam  tum  duae  illae  rectae  cum  recta  duo  illa  pun- 
to  icta  in  quae  Lres  caderent  comiectente  , tale  ^lum 
efficerent  , cujus  ad  basim  uterque  angulus  rectus 
esset.  Hoc  autem  fieri  nequit;  quia  si  duae  rectae 
Miu  eodem  plano  ad  eandem,  rectam  in  eadem  pla- 
ga concurrerent,  idem  (ob  generationes  utrinque  ae- 
quales) et  in  altera  fieret ; adeoque  recta  utraque 
propter  2 puncta  communia  coincideret. 

4.  Interim  si  recta  ad  bc  et  it  (Fig  75)  duas 
plani  rectas  Ln's  fuerit;  erit  ad  omnes,  adeoque 
ad  planum  (per  feb  determinatum)  ipsum  F Lris. 
Nam  sit  cp  L cc  ^ et  cq  L.cb;  moveatur  fcp  circa  it 
porro  donec  redeat,  ita  bcq  circa  bc  ; via  ipsius  cp 
erit  (per  480)  planum  K complectens  omnes  Lres 
quao  ex  c ad  tc  fieri  possunt;  ita  via  ipsius  cq  erit 
planum  Q complectens  omnes  L.res  ex  c ad  bc,, Pa* 
tur  autem  ex  c Lr/s  ad  planum  P ; atque  ea  tam 
ad  ic  quam  ad  bc  est  Lris  . Sed  ejusmodi  recta  , 
quae  ad  ic  et  bc  simul  Lris  nonnisi  una  datur, 
nempe  sectio  planorum  K et  Q;  adesse  enim  L.ri» 

I ex  c ad  fc  in  K , et  Lris  ex  C ad  bc  in  Q debet  ; 
adeoque  illa  quae  tam  ad  fc  quam  ad  bc  L»’*s  esl  i 
tam  in  K quam  in  Q adesse,  id  est  utrique  commu- 
nis esse  debet.  Consequ.  recta  ad  fc  et  bc  simul 
vi.s  , est  ipsa  ad  P Lris  . 

N N //  * 
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$.  Esi  etiam  planum  quodvis  p in  quod  Lri« 
ad  P cadit,  ad  P L-i«  • Nempe  angulus  duorum 
planorum  generatur  modo  sequente:  sint  (Fig  76) 


ad  rectam  06  Lres  aequales  bc  , fe,  in  eodem  plano  l 


w 


P,*  atque  (K=be;  et  moveatur  plaga  plani  superior 
circa  a*b  porro  donec  redeat;  describent  puncta 
simultaneos  arcus  aequales  circulorum  radii  ae- 
qualis, (propter  generationes  omnino  aequales).  Ita 
si  L.  9^5  atque  accipiatur  pq  =:  eq ; erunt  moto 
schemate  circa  p*q,  viae  punctorum  f)  et  f simul- 
taneae  aequales  (ob  generationes  aequales) : sed  f eo- 
dem modo  movetur, sive  a*6  sive  p*q  quiescant,  quum 
omnia  simul  quiescere  debeant.  Consequ.  omnium 
Lriuin  aequalium  extremitates  arcus  simultaneos 
aequales  describent.  Pst  autem  ( 456)  quantitas  an- 
guli planorum  via  ejusmodi;  quae  si  quadrans  sit, 
erit  (459)  planum  ad  P |_re.  Patet  bine  quantita- 
tem anguli  planorum  esse  quantitati  anguli  Li-ium 
$ quovis  puncto  sectionis  eorum  aequalem. 

6.  Oritur  autem  anguli  cujusvis , (tam  duarum 
rectarum  , qilam  duorum  planorum)  , per  transitum 
cujusvis  in  alteram  plagam,  suus  verticalis:  quos 
pro  lineis  rectis  aequales  esse*vei  ita  patet.  Sint  angu- 
li hi  verticales  u et  v (Fig  77)  : si  hi  moto  j3  circa  e, 
donec  extremitas  arcum  5 describat,  non  sint  aequa 
les;  erit  unus  ex  gr.  u^>  altero  , (nempe  y >►  4 
pro  radiis  a et  j3  aequalibus).  Fiat  erit  (per 

generationes  aequales  ),  si  a moveatur  (in  eodem 
plano  intelligendo)  circa  c,  donec  arcum  s— de- 
scribat; erit  z quoque  < arcu  quem  extremitas 
ipsius  fi  interea  descripsit.  Est  ver  manifesto  arcus 
hic  <3  (propter  transitum  reciae  per  rectas  /3, s in 
plagam  alteram).  Consequ  esset  z (quod  = 5 est) 
minor  arcu  ipso  minore.  Pariter  patet,  si  v^>u 
asset;  et  pariter  de  altero  veiticalium  pari. 

Atque  rectis  productis,  quoruin  angulus  fre- 
ftpectu  quantitatis)  angulo  planorum  aequalis  est: 
manifesto  etiam  anguli  planorum  verticales  aequa*. 
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7.  Plani  per  centrum  sphaerae  positi,  «ectio- 
icm  Cum  superficie  sphaerica,  circulum  radi»  ra- 
lio  sphaerae  aequalis  ( circulum  maximum  dictum) 
esse  (ex  4S0)  palet;  Quaevis  duo  plana  autem  per 
centrum  c posita  se  invicem  in  recta  e centro  eun- 
te  secare,  cujus  punctum  p in  superficiem  sphae- 
rae cadens,  circulis  maximis  e-  centro  in  utroquo 
plano  descriptis  commune  est  ; et  pater  rectam  ean- 
lem  (utriusque  plani  sectionem)  continuatam,  aite- 
1 um  quoque  eorundem  circulorum  punctum  commu- 

Ee  proebere 

8.  Angulus  vero  circulorum  maximorum  sphae- 
ae,  quantitas  respectiva  fit  , per  arcum,  quo  qnan- 
itas  anguli  planorum  , in  quae  circuli  illi  cadunt, 
xprimitur.  Si  igitur  (Fig  78)  a puncto  p supra 
[ibulam  s;to  in  duobus  circulis  maximis  , quadrati- 
1 es  accipiantur  , pa  in  uno  et  pb  in  altero;  circuli 
i maximi  arcus  ab  exprimet  angulum  eorum;  nam 
)C  sectio  plani  pca  cum  plano  pcb  est,  ct  propter 
juadrantes  pa  , pb  , anguli  pca  , pcb  recti  surit. 

9.  Hinc  etiam  arcus  circuli  maximi  ad  arcum 
tb  i. res  in  extremitate  quadrantum  concurrent  (in 
ita  dicto  polo  circuli  cujua  ab  arcus  est).  Nam  pe 
est  ad  ac  et  bc  simul  Lris  ; adeoque  ad  totum  pia. 
mm  abe  Lris  est;  itaque  ( 484)  et  plana  acp , bcp 
utnt  ad  planum  abe  Lria , adeoque  angulus  qua- 
irantis  utriusque  cum  arcu  ab  rectus  est.  Consequ. 
ircus  ex  a et  b ad  ab  Lies  in  p concurrunt.  Patet 
ititem  schemate  circa  pc  moto,  arcum  quemvis  per 
i describi  posse,  et  Lrem  circulum  c quovis  arcus  ah 
puncto  unum  solum  generari. 

10.  JSi  vero  plana  P ct  Q se  invicem  ad  angu- 
lum rectum  secent  in  recta  ab;  e quovis  puncto  p 
ipsius  P ad  ab  demissa  Lris  est  L Q,  atque  e quovis 
puncto  ipsius  ab  erecta  ad  Q Lris  in  P cadet.  Nam 
sit  pb  L ab;  ducatur  in  plano  Q ad  ab  Lris  bf;  erit 
angulus  pbf  reguis,  quia  P L Q;  adeoque  pb  ad  duas 
piani  Q rectas  (nempe  ab  ct  bt ) Lris  , consequ.  et- 
j tam  ad  Q L n est. 

Quaecunque  Lris.  autem  fuerit  ex  a ad  pia- 
mim  Q ; illa  in  planum  P cadit  : nam  si  ext u>  t-». 
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deret,  ex  eodem  puncto  a duae  essent  (contra  4S2 
quia  (per  praec.)  Lris  ex  a ad  ab  in  P cadens  e: 
ad  Q Lris  . 

11.  Denique  si  duo  plana  P et  p seCcnt  se  ir 
vicem,  et  utrumque  Lre  sit  ad  planum  Q;  secti 
priorum  ad  Q est  Lris  . Nam  si  P L Q,  et  simi 
p L Q 5 sit  A sectio  planorum  P et  Q,  et  a st 
ctio  planorum  p et  Q ; secabunt  A et  a in  Q ca 
dentes  se  invicem;  quia  nisi  secarent,  nec  plan 
ex  A et  a ad  Q Lria  secare  se  invicem  facile  pc 
tet.  Si t sectio  rectarum  A et  a in  a,  Lris  ex  a a, 
Q cadit  (per  praec)  tam  in  P quam  in  />,  adeoque  i 
sectionem  solam  planorum  P et  j)  , cui  a commi; 
ne  est. 

12.  Quoad  angulum  quem  recta  ac  facit  cum  pia' 
no  P;  in  quo,  centro  c sit  descriptus  circulus  radi 
bc  ; supposito  (sed  inferius  demonstrando),  hypol 
thenusam  ecse  catheto  majorem,  et  rectis  e quovii 
puncto  eodem  extra  periphcriam  , ad  eam  ductis 
angulum  ad  centrum  crescere;  facile  patet  , nis 
ac  L P sit,  esse  angulum  acb  minimum  (457).  Nem 
pe  sit  6 punctum,  in  quod  Lris  ex  a ad  P cadi* 
erit  bc  cathetus  «<  hypoth.  ac;  tum  radio  bc  deseri 
pto  ia  P circulo,  erit  quivis  angulus  bea  >•  bcc( 
nam  concipiatur  a omnino  supra  planum  bbc;  eri 
in  A reciiiineo  abb  angulus  ad  b rectus,  quia  ab  I 
P;  atque  hinc  hypoth.  ab  >4b- . Concipiantur  jan 
duo  Ala,  nempe  abe  et  abe , et  ponatur  c in  c e! 
0 in  a,  atque  vertatur  utrumque  (Fig  79)  it 
eandem  a recta  ca  plagam  in  P ; patetque  per  sup 
posita  , esse  angulum  acb<Cacb. 

§.  16.  Sed  dicendum  etiam  (^450)  de  plani 
et  rectis  se  invicem  (etiamsi  iu  00  producta  sint 
non  secantibus  est.  Si  (Fig  80)  rectae  ac  et  bb  at 
rectam  ab  (sive  in  eadem  plano  sive  non)  Lres  fue- 
rint, nullum  punctum  commune  habent  (483);  pa 
riter  si  cabb  circa  ab  usque  ad  reditum  moveatur 
plana  per  rectas  ac  et  bc  (etsi  00  tae  concipiantur), 
nullum  punctum  commune  habent  ; nam  ibi  ahqu. 
resta  ac  et  aliqua  bb  productae  secarent  se  imirem 
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Palet  etiam,  quod,  si  duo  haee  plana  per 
ertiutn  secentur;  rectae  illae  in  quibus  hoc  prim- 
a secat , in  idem  planum  tertium  cadant,  nec  se 
nvicem  secent;  quia  tum  duo  priora  punctum  il- 
ud  , in  quo  hae  se  invicem  secarent,  commune 
aberent, 

I,  At  quaeritur,  num  per  punctum  fl  solum  pia* 
lum  prius  detur,  quod  planum  inferius  nempe  viam 
ectae  bb  antea  dictam  haud  secet?  Atque  haec 

/-‘w' 

^aestio  eo  redit,  num  per  a sola  recta  ac  detur 

n .eodem  plano  rectam  b b non  secans? 

Aut  solam  rectam,  solumque  planum,  in  ali* 
^jtto  casu;  aut  innnmera  in  omni  casu  dari  patehit. 

II.  Moveatur  ab  fefficiens  cum  recta  bb  angulum 
, qui  sit  ex  gr,  — R ( denotante  R rectum)  circa 
i i,  ( Fig  SC)  per  quadrantem  usque  in  at  ; aliquam- 

liti  secabit  ab  tam  quadrantem  quam  rectam  bb 
eirtper  porro,  in  ac  perveniendo  autem  non  secat; 
lari  igitur  punctum  aliquod  ultimum  p quadrantis  de- 
>et  ( per  p.16)  , per  quod  recta  ex  a ducta  talis 
st  , 11 1 quaevis  alia  interior  secet  rectam  bb  ; illa 
utem  ipsam  non  secat,  quia  idjn  puncto  aliquo  rectae 

b esset,  et  recta  bb  e recta  secante  in  plagam  supe- 
iorern  transiens,  innumera  puncta  haberet,  in 
(uibus  a recta  circa  a ulterius  mota  secari  posset; 

i deoque  recta  ap  non  esset  ultima  earum,  intra 


^ |uas  quaevis  secat  rectam  bb  Itaque  ap  est  primo 
ion  secans.  Sed  quaeritur  quantitas  anguli  u nem- 
1 >e  arcus  bp  ? 

Axiomatis  Euclidei  Xlmi  sensus  est;  quod 
‘ i ad  qnanf  aevis  rectae  ab  extrema , in  eandem 
f )Iagam,  rectae  ac  et  bb  ponantur,  quant avis  fuerit 
iimma  angulorum  internorum  n et  2 rectis  mi» 


lor,  et  utvis  partita : rectae  ac  et  bb  se  mutuo 
iecant. 

Tria  igitur  hoc  continet,  quorum  quodvi* 
oltim  ad  reliqua  duo  demonstranda  n as*e  «.itf- 
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nempe  Imo  si  pro  uno  «olo  ab  non  «it 
u < R ; pro  quantoyig  ab,  summa  duorum  interno- 
rum u et  v , pro  quibusvis  rectis  se  invicem  prj-l 
mo  non  secantibus  erit  ==r2It.  2do.  &i  constaret  sum- 
mam internorum  u et  v dictorum  . omni  dabili  mi- 
norem fieri  non  posse,  etsi  recta  ad  cujus  exite-  V 
ma  in  eandem  plagam  positi  *unt,  quovis  dabili  1 
major  fiat,  tum  quoque  certum  esset,  in  omni 
casu  esse  ?/-fr~2R.  Si  nempe  (pro  angulo  utvis  i: 
parvo  ?/)  (Fig  8!)  posset  ap  ita  removeri,  ut  re- 
cta ex  a ad  angulum  u posita  , primo  non  secans 
ipsius  bb  sit,  ultra  6b  quoque  ad  distantiam  a'  a bl  E 
aequalem  , angulo  u posito  , erit  rectarum  ex 
a et  a'  se  invicem  (ut  facile  patet)  primo  non  se-  1 
cantium  , angufus^uterque  =?/,  et  summa  interno- 
rum =2//,  quod  /> — v ©.  Eritque  (ut  patebit)  aut 
semper  quodvis  wrR,  aut  u / — vo,  si  ab  A— \ 1 
00  - 

I 

3 tio.  Si  constaret;  quod  si  pro  certis  u et  v e 
finibus  certae  rectae,  secent  rectae  se  invicem,  etiam 
ad  angulos  u+z  et  v — z ad  fines  rectae  ejusdem 
positae  secent  sc  invicem  ; (nempe  pro  eadem  in* 
ternorum  summa  ulvis  partita)  : tum  quoque  facil- 
lime constarent  omnia. 

Vix  concipi  posset,  tantum  Geometram  tale  a* 
xioma  ponere  potuisse  : at  in  manuscriptis  antiquis 
inter  postulata  positum  repertum  est.  Nimirum  t<v 
la  Geometria  Euclidis,  quasi  una  propositio  consi- 
derari potest;  si  dicatur.  Posito  A poni  G, 
(per  A axioma  XI,  per  G geometriam  intelligen- 
do).  At  plane  boc  , quod  poni  debeat  , atque  et 
contrarium  aeque  poni  possit;  nempe  quum  omnia 
reliqua  axiomata , tam  cum  eo  si  (Fig  80)  u rectus 
* i t , quam  cum  eo  si  eo  n inor  sit,  (imo  quantus- 
s is  sit  ab  R (inclusi  ve)  usque  ad  o (exclusi ve),  ae- 
que subsistant:  duo  s>  stemata  oriuntur,  prouti  u 
~ vel  R ponitur,  uiraqUe  veta  , unum  sub  con* 
ditione  quod  si  w~Il  sit.  alterum  posito  « ^ : 

quamvis  contraria  respectu  eorum  prodeant,  quae 
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i quantitate  dicta  ipsius  u dependent.  Imo  prout  i 
juantitas  ipsius  pro  certa  recta  ab  supponi- 

tur; co  respectu  innumera  systemata  oriuntur;  quae 
amen  certo  respectu  consentiunt  , et  omnia  sui» 
systemate  generali,  quod  suppositioni  n < K inni- 
titur, continentur;  ex  gr.  (Fig.  81)  summa  interno- 
rum  pro  rectis  se  invicem  primo  non  secantibus,  in 
amnibus  /^-\  o,  si  distantia  a — \ QC  ; ita  summa 
mgulohim  /\li  rectilinei^  \ o,  dum  latus  quodvis 
00  ** 

Si  igitur  utrumque  systema  elaboratum  sit;  etsi 
per  reliqua  axiomata  indecisum  maneat,  quorlnam 
reipsa  locum  habeat:  dabitur  Geometria  eo  sensu, 
quod  non  solum  quodvis  dictorum  systematum  sup- 
posititie;  sed  etiam  inconditionate  verum  sit,  duo- 
rum aliquod  reipsa  esse  ; ea  tamen  cum  restrictio- 
ne, quod  etsi  constaret,  systema  pro  */.<!{  reipsa 
locum  habere,  eorum  quantitas,  quae  plane  a quan- 
titate ipsius  u recto  minoris  determinata  depen- 
dent, eatenus  indecisa  maneret. 

Aliud  est,  si  res  non  a priori,  sed  quoad  praxim 
consideretur  ; et  (Fig.80)  pro  data  ab,  rectae  ac,  donec 
adhuc  secet  rectam  6b,  angulus  a posteriori  mensu- 
retur; nempe  tum  saltem  a posteriori  constabit  u 
a recto  , pro  tantis  lineis  quas  nobis  tentare  licet , 
haud  multum  differre.  Sed  quidsi  ab  usque  ad  Sy- 
rium protenderetur,  aut  ulterius?  Utcunque  sit; 
tempus  ab  aeterno  connata  spatii  soror,  ei  auxilio 
venit;  et  quum  motus  corporum  coelestium  calculis 
w=z.  R posito  innixis  conveniant;  pro  omni  men- 
surationum  nostrarum  sphaera,  in  praxi  eidem  sup- 
positioni tuto  conquiescere  monet. 

III.  Omnia  systemata  nobis  (si  praeter  axiomata  re* 
liqua  nullum  ponatur ) subjective  possibilia,  (id  est  e 
quibus  unum  tantum  est,  sed  quodnam  absolute  verum1 
sit,  decidere  haud  valemus),  generaliter  compre- 
hendens, Appendicis  Auctor , rem  acumine  singu- 
lari aggressus,  Geometriam  pro  omni  casu  absolu- 
te veram  posuit;  quamvis  e magna  mole,  tantum 
summe  necessaria,  in  Appendice  hujus  tomi  exhi- 

0 O © 
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bueiit.  multis  (ut  tetraedri  resolutione  generali,  plu 
ribusque  aliis  disquisitionibus  elegantibus)  brevitati  t 
studio  ornis*  is.  Ju 

Pio  data  quavis  recta  ab,  angulum  u (Fig  80  $ 
geometrice  construere,  docetur  in  Appendice  dicta 
de  quantitate  ipsius  u tamen,  quamvis  in  concre 
to  quasi  ante  oculos  stet,  a priori  decidi  nihil  po-  | 
test  , nisi  quod  non  o et  non  >11  sit. 

Ibidem  porro  in  spatii  scientia  distingvuntui 
ea,  quae  a quantitate  dicta  ipsius  u non  dependent  i 
id  est  aeque  vera  sunt,  sive  7/ = R , sive  quaeviijlc 
alia  quantitas  ejus  inter  o et  R ponatur:  aiqu< 
Trigonometria  sphaerica,  et  quaedam  alia,  ut  talia 
demonstrantur.  h( 

Illa  vero  quae  absolute  a quantitate  dicul 
ipsius  u dependent,  per  ejusmodi  functiones  deter 
minatas  ipsius  n exprimuntur,  quae  pro  quovis  va«j  ;e, 
lore  ipsius  7/,  ("id  est  quicunque  valor  ipsius  */  re  | 
ipsa  fuerit)  , eo  in  expressione  substituto  ipsi  u j, 
quantitatem  quaesitam  exhibent.  Si  ex  gr.  quantita;! 
certa  a~(f  u in  spatio,  absolute  a quantitate  ipsius  ia 
dependeat;  et  sit  ^f)7/  talis  expressio,  quae  nonni- 
si ipsum  7/  et  quantitates  datas  complectitur:  con- 
cipiatur abscissa  a o usque  ad  R crescens,  omnes 
valeres  cogitabiles  ipsius  u ( a o exclusive  usqut, 
ad  rectum  inclusi  ve)  exhibens;  et  erigatur  a fine 
cujusvis  abscissae,  ordinata  = pro  illo  valorc 
ipsius  w,  atque  pro  7/  — R fiat  ordinata  valori  illi 
aequalis,  quem  expressio  pro  u—  R capit. 

Quum  autem  omnes  istae  expressiones , quan- 
titaium  in  toto  spatio  a quantitate  ipsius  u depen- 
dentium , cum  reliquis  axiomatibus  aeque  subsi- 
stam, quicunque  innumerabilium  valorum  dictorum 
substituantur  ipsi  u : ex  iisdem  axiomatibus  quan- 
titas ipsius  u determinari  nequit. 

IV.  Nihilominus  tamen  quaestio  suboritur  : quid* 
si  novum  axioma  detur,  per  quod  determinetur  u! 
tentamina  idcirco  quae  olim  feceiam,  breviter  ex- 
ponenda veniunt;  ne  saltem  alius  quis  operam  ean- 
dem perdat»! 
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Distinxeram  ea,  e quibus  Ax.  Xlmurn  Euclidis 
lemonstrari,  adeoque  theoria  parallelarum  eucls- 
ea  stabiliri  posset  , in  axiomata  situs , in  quanti • 
ativa , et  intervalli , atque  similitudinis, 

I.  Axiomata  situs * 

1.  Summa  duorum  internorum,  quas  rectae 
n plani  ejusdem  plaga  eadem,  ad  rectam  positae 
aciunt;  utcunque  haec  crescat,  nequit  continuo  de- 
Arescendo,  omni  dabili  minor  fieri,  nisi  eae  se  in- 
icem  secent. 

2.  Si  (Fig  82^  a % non  capitur  y\  neque 
a % + v capitur  v-\-y.  Haec  est  axiomatis  eucli- 
4 ei  3tia  pars,  nempe  eadem  summa  ad  lines  ejus- 
i em  rectae  aliter  partita. 

3.  (Fig  81)  Si  C ante  finem  temporis  t dabi- 
lem  quamvis  portionem  spatii  universi  utvis  00  tam 
[dummodo  nullum  punctum  rectae  quae  post  a ad 
dextram  est  incidat),  complectatur;  et  ad  finem 
temporis  t fiat  C ipsum  spatium  universum  : id  quod 
e spatio  praeter  C est;  ante  finem  temporis  t , sem- 
per  illi  C , quod  tunc  est,  absolute  aequale  com- 
plecti nequit.  Duo  spatia  hoc  pacto  quaqua  vesum 
infinita,  nullo  puncto  praeter  dimidiam  rectam  ex- 
cluso prodire  videntur;  nisi  XI  axioma  Euci.  verum 
sit  , (ut  infra  videbitur). 

II.  Quant  it  ativa, 

1.  Si  A habeat  dimidia  absolute  aequalia;  in- 
numerabilia dimidia  a se  invicem  prorsus  distincta, 
prioribus  absolute  aequalia  habere  nequit. 

2.  Nullum  A habet  partes  innumerabiles  a se 
invicem  prorsus  distinctas,  quarum  quaevis  ipsi  A 
absolute  aequalis  sit. 


3.  Nullum  A tale  est;  ut  (pro  n 


00), 

n 

AI 


queat  ipsum  A (uti  est)  continere,  nonnisi 


ficiente. 


n 


OOo^ 
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III.  Intervalli. 

Si  duarum  linearum  simplicium  uniformium  uJ 
trinque  00  tarum,  in  plano  se  invicem  secantium, 
apertura  (id  est  angulus  ad  punctum  sectionis)  ma- 
neat utrinque  constante  quodam  earundem  linearum 
angulo,  semper  major  ante  temporis  t finem:  ini] 
puncto  experte  temporis  ipsum  t terminante,  una 
alteram  transiliisse  nequit 

Similitudinis'.  Sphaera  nulla  per  ullam  quali- 
tatem , praeter  magnitudinem  locumque  ab  ulla  alia 
discerni  potest. 

Aut  idem  de  quibusvis  duolits  punctis  in  spa 
ffo^dici  potest. 

Quovis  horum  posito,  XI  axioma  omninc 
cum  rigore  demonstratur?  et  aut  aliquod  horum 
vel  alicui  aequivalens  adsumendum  est;  aut  nulls 
alia  Geometria  absoluta  datur , nisi  quae  in  Ap> 
pendice  stabilita  est  ; et  quae  in  omnem  casun' 
absolute  vera,  magni  imo  eo  majoris  pretii  est;  quoc 
nullum  axiomatum  propositorum  simplicitate  ce 
ferorum  Geometriae  axiomatum  gaudeat.  Si  igitur 
nullum  propositorum,  inter  axiomata  referatur 
dabitur  quidem  Geometria  , sed  quantitas  ipsiui 
u semper  indecisa  manebit:  fons  purus  veritati* 

in  aeternitate  est,  eoque  nos  per  noctem  sepulcro 
rem  in  lucem  allicit;  quum  mortalibus  labiis  ind< 
haurire  haud  liceat. 

Interim  quantitativum  aliquod  axioma,  if 
Geometria  adsumere  neeesse  est:  nempe  quod  sui 
iis  axiomatibus,  quibus  relatio  totius  ad  partes  ex- 
primi solet,  latet  (p.  4i).  Et  hoc  est  sequens 
Quaevis  portio  spatii  undique  terminata,  tam 
ipsa,  quantitas  finita  est  (p.  41),  quam  superficiei 
ejus  (si  quantitas  sit).  Inde  sequitur,  etiam  quan- 
titates respectivas  ejusmodi,  finitas  esse. 

idoc  quasi  introitum  aperire  videtur,  alicu 
axiomatum  quantitativorum  : utcunque  sit;  quomo 
do  ope  ciijtiBvis  dictorum  demonstretur  esse 

breviter  referre,  paucis  primariis  (ab  hoc  indepen 
dentibus)  suppositis  , liceat. 
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Imo.  Ex  (Ax.  1?2)  facile  sequeretur  modo  sequente  : 
i 'Fig  82)  si  nempe  ir\-v  < 2R  ; ad  punctum  b dein- 
II  ;eps  positis,  residuum  dicatur  y;  ductaque  e quo- 
)3  yis  puncto  t cruris  anguli  y recta  ad  c,  angulus 
Jbuem  tc  cum  cb  facit,  dicatur  z;  ponaturque  ad  c 
Jjupra  z angulus  v.  Manifesto  y a z noncapitur,  adeo- 
ltllmie  (per  Ax.)  neque  y + v capitur  a z + v.  Consequ. 

jro  internis  u et  z sectio  est;idquc  tanto  fortius, 
ilj  u pro  v + z angulus  minor  v ponatur. 
j1(  2do.  Quoad  reliqua:  consideretur  (Fig  83)  via 
extremitatis,  rectae  2ld  Lris  ad  2(23  in  eodem  plano; 
H iccipianturque  inde  ab  d incipiendo  (sive  ad  dextram 
live  ad  laevam)  partes  hujus  viae  (quae  L dicatur),  se 
^In vicem  excipientes  d6, 6c  , cb  omnes  inter  se  ae- 
u juales;  diicanturque  rectae  d6,  6c,  cb  - - - Angu- 
Ijllos  omnes  x (propter  generationes  aequales)  patet 
v,  aequales  esse.  At  quum  puncta  d,  6,  c,  b - --  in  -recta 
esse  neutiquam  constet  ; quaeritur  num  x rectus 
)(j  vel  obtusus  aut  acutus  sit  ? 

1.  Si  x rectus  esset:  tum  (Fig  84)  punctum 
u||lineae  L e meditullio  £ ipsius  2(35  generatum  quo- 
r que  in  rectae  d6  meditullium  C cadit.  Nam  recta 
^meditullia  £,  t connectens  ( per  generationes  utrin- 

‘ ’ utrin- 

punctum 

Lrem  ipsi  a aequalem  ex  £ erectam 


que  aequales),  tam  ad  £ quam  ad  c angulos 
que  aequales,  adeoque  rectos  facit.  Si  jam  pu 
lineae  L 


m r 


per 


in  p aut  q caderet;  in  casu  primo  fieret  a—f>fk+h, 
adeoque  quia  + erat;  at  idem  «<R 

esset  , quia  />=R  externus  interno  a major  est  (uti 
suo  loco  indepedenter  demonstratur);  inaltero  ca- 
su autem  fieret  , adeoque  f<[R,  quamvis  ex- 
ternus i sit  > (/>=R).  Unde  etiam  d2(=£c  esset. 

Atque  eodem  modo  punctum  lineae  L e me- 
ditullio rectae  2(£  pariter  in  meditullium  rectae 
ac  caderet ; atque  hoc  per  dimidiationes  cujusvis 
dimidii  in  00  continuari  patet.  Tum  vero  nulla 
pars  Continua  lineae  L ex  d supra  aut  infra  rectam 
ab  cadere  poterit  ; nam  inter  dlr  et  L reni  C pUIlCtO 
quovis  lineae  dictae  ex  d incipientis  fet  omne  pun- 
ctum praeter  d extra  rectam  d6  habentis)  ad  216 
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demissam  , innumera  lineae  ejnsdem  puncta  pei 
dimidiationem  dictam  generata  dantur  in  rectam  at 
cadentia.  Essetque  hoc  pacto  linea  L eadem  cum 
recta  abcb — (Fig  83);  unde  ("per  inferiora)  omnia 
facile  patent. 

% Si  vero  # acutus  vel  obtusus  esset:  tum  abcb-- 
talis  linea  e rectis  composita  esset,  cujus  latera 
flb,  6c, cb  — ("utrinque  in  00  ),  essent  aequalia,  ei 
anguli  quoque  lateris  cujusvis  cum  praecedente  Ia 
tere  et  sequente  in  eadem  plaga,  aequales  essent, 
Si  x<R  , tum  angulus  rectarum  ab  et  bc  inferioj  i 
est  <2R;  si  esset,  tum  ubiqne  superior  es 

set  2R  ; potest  quidem  demonstrari  x ^ R nor 
esse;  quia  tum  per  diagonalem  a33  duo  Ala  fierent 
quorum  summa  angulorum  >4R,  adeoque  A da- 
retur, cujus  angulorum  summa  >2R,  (quia  4 in 
duas  partes  dispesci  ita  nequit,  ne  aliqua  >2  sit); 
hoc  autem  fieri  non  posse  ("item  independenter J 
pluribus  modis  demonstrari  potest.  Sed  sufficit 
nunc  linea  dicta  abcb — , cujus  per  quemvis  angu- 
lum duobus  rectis  minor  intelligatur  : dicatur  haec 
linea  X. 

3.  IVTanifesto  vero  lineae  X nullum  latus  ex  gr.  ; 
cb  ad  dextram  continuatum,  partem  ipsius  X per 

i res  ad  7(33  a puncto  £ ad  laevam  cadentes  ge- 

neratam, (ita  nec  ullam  L.rium  porro  ad  laevam 
cadentium)  secare  potest  : nam  tam  omnes  Lies 
dictae,  quam  omnia  quae  inter  tales  Lres  sunt , in 
plagam  plani  illam  cadunt,  quae  a £c  ad  laevam 

^ i 

est ; itaque  ut  sectio  dicta  fiat,  recta  cb  per  rectam 
£c  alicubi  praeter  c transire  deberet,  et  tum  cb  in 
£e  caderet. 

4.  Ita  Lris  quaevis  £c  per  verticem  anguli 

ipsius  X ex  c ad  7(55  missa,  angulum  ipsum  omni- 
no bisecans  , nullum  praeter  c punctum  cum  X (aut 
cum  L)  commune  habet:  nam  si  quod  punctum  p 

ipsius  X adhuc  cum  £c  commune  esset;  hoc  p in 
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m Lvem  © puncto  rectae  3133  a £ diverso  erectam 
caderet;  et  si  p etiam  in  £c  caderet , duae  rectae 
m jad  eandem  rectam  Lres  concurrerent, 
nil  i 5.  (Fig.85)  Rectae  ab,  ac,ab  ex  eodem  « ad  extre 
ma  laterum  lineae  X ductae  vocemur  Q , Q' , Q" — et 
!•  nomine  generali  dicantur  Q ; atque  sit  Q angulum 
fii  lineae  X quae  ad  a est  bifariam  secans  ; (adeoque 

J ii®  ad  3135  per  a)  ; angulus  cibc  est  = bcb— ebe  ^c; 

j sed  quaeritur  , quo  cadat,  respectu  alicujus  Q latus 
sequens  lineae  X i Primo  statim  bc  infra  flb  Cadit, 
quia  ( 491  ) angulus  2 rectis  minor  accipitur;  por- 
ro cb  infra  Q'  cadit;  secus  enim  aut  in  Q'  aut  supra  Q' 
caderet.  In  Q'  non  cadit;  quia  id  aut  intra  c,  aut 
ultra  c ex  gr.  in  t esset;  et  in  casu  posteriore  y\  bcf 

j,i  > 2R  esset,  in  altero  vero  per  cb  secaretur  pars 
jjipsius  X ante  generata  (contra  494).  Idem  fieret,  si 
J cb  supra  Q'  caderet,  fieri  enim  hoc  inter  Q'  et  cb 
it  deberer ; nam  si  extra  cb  caderet, /\lns  2R  esset, 
ti.  $ Demonstratione  eadem  semper  ulterius  appli- 
e cata,  patet  quodvis  latus  sequens  infra  rectam  ex 
a ad  initium  ejus  ductam  cadere. 
f 6.  Hinc  si  Q circa  a moveatur  per  bebe---  ; 
usquequo  in  31a  perveniat  : omnino  semper  in  ul- 
terius punctum  lineae  X veniet,  adeoque  eam  se- 
cabit aliquamdiu,  ipsum  31a  vero  nullum  latus  li- 
neae X secabit  ( 494  ) ; itaque  ut  supra  ( 487 ) da- 
tur aliqua  recta  £)'  lineam  X primo  non  secans,  in- 
tra quam  quodvis  Q angulum  utvis  parvum  s cum 
£}'  efficiens  secat  lineam  X. 

Sed  tum  etiam  nullum  latus  lineae  X (ex 

gr.  c b)  ad  dextram  utvis  continuatum  secat  re- 
ctam £}'  ullibi  (exgr.  in  i).  Nam  Liis  e quovis 
puncto  ulteriori  (ad  dextram)  lateris  cujusvis  ut- 
vis continuati  quoque  semper  ulterius  cadit : nam- 
que e a Lii  3Db  ad  dextram  cadit;  ita  continuatio 
rectae  be  per  Liem  e<5  transit  ad  dextram  , et  Lris 
c quovis  puncto  rectae  hujus  quae  ab  eff  ad  de- 
xtram cadit,  pariter  ad  dextram  cadit;  uti  etiam 

I , ' * ' ' 
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t iis  « quovis  puncto  rectae  quae  per  novam  Lrem  a 

dextram  iransit. 

Itaque  si  sectio  i fieret:  tota  b e f exeo 

pto  puncto  b intra  abt,  adeoque  inter  Lies  71 

et  i3  contineretur  quodvis  punctum  , et  quaevi 
Lris  generans  ex  eoad  71 3 missa,  et  ultra  3 nulli 
Lris  generans  daretur.  Idem  valet  quocunque  ca 

dat  i,  atque  etiam  si  abebef ---  versus  7195  convexa  , 
esset;  ( quod  ut  dictum  est,  fieri  non  posse  faci 
le  ostendi  potest). 

7.  Manifesto*  autem  hinc  pro  z utvis  parvo  iis 

ex  gr.  z < — pro  n integro  utvis  magno  , crura  ali 

n 

cujus  anguli  constantis  q , producta  in  00  etiam,  in^!e 
ter  crura  anguli  z continentur.  Atque  hinc  si  q 3 
e vertice  iu  n partes  aequales  dividatur;  inter  cu  i 
jusvis  ejusmodi  //tae  partis  crura  quoque  contine]  e 
bnur  unum  q cum  cruribus  infinitis,  et  omnes  h! 
anguli  q a se  invicem  prorsus  distincti  erunt,  si  in 

quovis  -^lta^accipiatur  *<  — , ut  crura  ipsius  s 

e vertice  anguli  q intra ’■  crura  anguli  -—cadant.  | 

Unde  cum  axiomate  (ll  , 2)  proposito,  angu  i 
Ji  n ( 487  ) quantitas  >aut<R  consistere  nequit 
Consequ.  u rectus  est. 

8.  Mine  (Fig  86)  si  (ex  Fig.  83)  aTf =f>95  , et  angu- 
li tui  71,  a,  35, 6 recti  sint;  erunt  anguli  aty et  a't/  ac, 
p,p'  ( alterni  dicti)  aequales,  uti  externus  ex  gr. 
P''  interno  opposito  p'  faequalis  , et  quaecunque  re- 
cta nb  secet  ipsam  7195  et  ab,  summa  interno- 
rum est  duobus  rectis  aequalis.  Nam  /\ja  rectan- 
gula  TiaSB  et  b95a  propter  hypothenusam  communem 
et  cathetum  a7t  catheto  b95  aequalem  sunt  (per  in- 
feriora ab  4tis  (independenter)  aequalia;  adeoque 

et  p~p';  et  hinc  quia  P=P"  (nempe  suo 
verticali) , est  etiam  p'—  p'.  Atque  hinc,  quum  P'1' 
a— iR  , erit  etiam  p'  + y + a~2R. 
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9.  Hinc  ile isi  quodvis  A fuerit;  (Fig  S7)  per 
Verticem  tali  linea  (sit  sn  praec.)  generata,  erit 
I j/ssy*,  et  J3=j3';  adeoque  a + + + j3,4"y/~2R. 

10  Atque  hinc  5-|-^2=:j3  + a + /i=:2R;  et  <$  — af|3; 
tempe  producto  latere  quovis  Ali,  angulus  exter- 
ius summae  internorum  oppositorum  aequalis. 

11.  Et  hinc  jam  facile  sequitur;  quod  si  (Fig 

]13  ) summa  internorum  <2R;  tum  rectae  secent 

© invicem.  Nam  si  u+p+w+q~ 2R,  et  58  b ipsam 

s 

31  a primo  non  secans  sit;  erit  tum  recta  e quo-* 

■/i e puncto  a ipsius  71  a ad  23  ducta  , angulus  ad  a 
l^li  2ia6  (per  9)  aequalis  2R — u — p—u+p  + u + q—n 
+ 7 , essetque  semper  ^>q  ; quod  falsum  es- 
je  patet  ( ex  Fig  89):  nam  si  Vira  1 ita  j3'=j3,  et 
ta  porro  cuivis  novo  lateri  ex  6 ducto,  e fine  ejus 

jri  7(7  aequale  accipiatur;  orientur  £sia*  aequi  crura 
e in  00  excipientia;  in  quibus  &=: 2z%  £'~2&"  &*c7 
,aque  angulis  s',  z"  - - - generaliter  z dictis, 
/ — -v  o.  Nempe /\ji  aequicruri  angulos  ad  basim  esse 
quales  infra  ab  hoc  indepedenter  demonstrabitur. 

12.  Superius  generatam  L (per  def.p.462)  paral^ 
alam  ad  2123  esse  patet:  et  jam  hic  posito  axio-* 

late  dicto , manifesto  recta  a 6 non  secat  rectam 

J33 , quaevis  alia  per  a ducta  autem  , quum  ab 
liqua  parte  summa  internorum  <[2R  fiat,  secat  re- 

tam  2133;  et  manifesto  datur  eodem  modo  paral- 
da  ad  rectam  quamvis  per  punctum  quodvis,  ea- 
ue  una  sola  est. 

13.  Atque  hinc  (Fig  90)  si  rectae  A,  B secent 
b invicem  in  p ; ubicunque  sit  A'  ad  A parallela, 
tiam  A'  secatur  a B.  Sit  enim  ex  p recta  ad  quod- 

5 is  aliquod  punctum  q rectae  A';  erit  £+«?+«/— 2R; 
taque  «?+«-<  2R;  conscq.  B uiira  p,  et  A'  ultra  q 
ontinuatae  concurrent. 

14.  Pariter  patet , quocunque  moveatur  B sibi 
io  arallele  (ex  gr.  in  B;) ; rectas  A'  et  B' quoque  se- 

are  se  invicem,  et  angulos  z et  ky  in  sectione 

p?» 
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prima,  esse  angulis  z et  h sectionis  posterioris  a ■ 
quales. 

15.  E superius  dictis  autem  sequitur  etiam  ir 
ter  crura  anguli  utvis  parvi  v continuata  in  GO 
angulum  4 rectis  quantovis  minorem,  simul  cui 
cruribus  continuatis  in  GO  , imponi  posse,  nisi 

'siTC  487). 

Nempe  inter  crura  anguli  utvis  parvi  v (49( 
angulus  certus  &=  — (pro  R rectum  et  n integrui 

/i  | 

denotante)  imponi  potest,  adeoque  etsi  v~-~£  b fu 

rit;  fiat  id  ad  distantiam  d a vertice  anguli  v = 

~b.  Atque  hinc  fiat  fFig  91)  linea  polygonal 

a 6 c b — , cujus  latus  quod  vis  ~d , et  angulus  qu 
vis  (2  rectis  minorem  intelligendo)  sit  — 2R  - 

-~b.  Dicaturque  » continuatio  lateris  a6  efficiei 

emJ  I 

angulum  ~~b  cum  6c , et  fiat  ex  6 recta  66',  ex 

j 

recta  cc',  ex  b recta  bb'  singulae  angulum— < 
cum  lateribus  e punctis  6,  c,  b --- incipientibus  e 
ficientes , ut  inter  crura  cujusvis  b ad  distant ;j 

am  d sit  6+  ~~b  ==  b positum  ; quaevis  litei 

graeca  autem  fuerit  ad  initium  lateris  alicujus,  eff 
ciens  cum  eo  in  plaga  dextra  angulum  aliquem  $ 
recta  ad  finem  lateris  ejus  cum  continuatione  C; 
jusdem  efficiens  anguium  externum  , insigni 
tur  Jitera  graeca  sequente;  ex  gr.  |3  efficiet  cui 

continnatione  lateris  fre  angulum  , ita  y eff 

ciet  cum  continuatione  lateris  cb  angulum 

iia  b cum  continuatione  lateris  bc  angulum  3.-| -2 

et  ita  porro  , donec  litera  graeca  prodeat  , qua 
cum  continuatione  lateris  praecedentis  efficiat  an 
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is  a 


ulum  ( in — l)  . ~2~  h , adcoque  cum  latere  se* 
[nente  fkciat  angulum  4 n\  ~i~£=2R. 


Mani  esto  p in  plano  supra  ot,  et  y su~ 

****  ^ ^ _ « 

pra  j3  , ac  5 supra  y £rc5  ac  quaevis  sequens  su- 
jgLra  omnes  praecedentes  cadit:  imo  si  omnium  re* 
tarum  literis  graecis  denotatarum  tantum  pars  a 
3fl|inea  bebe---  in  plagam  dextram  cadens  conside^ 
etur  : quaevis  supra  omnes  praecedentes  cadet  ; 
ifiiec  illa  (quae  cum  latere  sequente  2R  facit,  adeo- 

f:  :ue  in  recta  erit)  secat  ipsam  ou  Erit  icitur  tola 
iaec  recta  utrinque  00  ta  inter  crura  ipsius  v — 

nempe  6 6'  est  inlraaa',  cc*  intra  6 b , b b' 


ntra  cc'  tfc.  / 

eij  Unde  etiam  (Fig  92)  ad  rectarum  A, B an- 

gulum utvis  parvum  v efficientium,  latus  quodvis 
31  A potest  talis  L.ris  poni,  quae  utvis  producta  Ja- 
I iis  alterum  B utvis  productum  secare  nequeat.  Sit 
j'  jbnim  C recta  talis,  quae  (per  praec,)  etiam  utrin- 
i ;|ue  00  ta  inter  crura  anguli  v ab  ea  parte  in  00 
producta  maneat:  deimttaturque  e quovis  puncto  p 
psius  C Lris  pq  ad  A ; cadet  haec  ia  plagam  ean- 
iem  cum  C,  quia  si  in  alteram  caderer,  fieret 
iujus  unus  angulus  rectus  esset , alter  autem  obtu- 
sus, nempe  ipsi  v acuto  deinceps  positus;  conti- 
nuatio ipsius  pq  vero  transit  per  C in  alteram  pla- 
gam , quae  pariter  tota  inter  crurakanguli  v conti- 
netur. 

Atque  hinc  (Fig  93  ) inter  crura  anguli  2«?, 
(quod  /^-\  o si  v o) , non  solum  totam  L-rem 

cc,  sed  a'c^=ac  facta,  etiam  angulum  b'a't'  aequalem 
1R — 2v  simul  cum  cruribus  00  tis  imponi  posse’pa- 
tet. 

Si  igitur  6a  circa  a moveatur  versus  ac  u- 
squequo  in  ac  perveniat ; atque  priusquam  ab  in  ac 
perveniat,  accipiatur  semper  tale  a',  et  tale  a'b'  ad 
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Jio 


dei 


angulum  quem  ab  cum  at  facit  aequalem , ut 

a’  b' et  a b se  mvicem  haud  secenfc ; atque  cogitetur 
sevnper  spatium,  quod  si  schema  circa  gY  revolvt? 
retur  , maneret  a via  ipsius  fib  ad  laevam,  et  id  quod 
a via  ipsius  a' 6'  ad  dextram  esset.  Koc  pacto  quae- 

vis  spatii  portio  $ nihil  cum  recta  fi  a' (saltem  pres- 
ter punctum  fi;  commune  habens,  manifesto  alicui 
spatio  ad  laevam  generato  includetur  ; pro  v rc»i-|tv 
n ore  , quam  angulus  quivis,  queo  recta  ex  a ad 
aliqnod  punctum  ipsius  s ducta  cum  aar  facit;  at- 
que fi'  sufficienter  remoto  , ad  angulum  v alteri  o 
aequalem  , aderit  alterum  s quoque  cum  priori  ni- 
hil commune  habens.  Unde  applicatio  Ax.  propo- 
siti (I;  3.)  patet : non  tamen  duo  spatia  prodibunt; 
nana  dum  fib  in  ac  pervenit , nascitur  quidem  to 
tum  spatium,  sed  fi'  in  GO  to  disparens  n>i£!ibi  atn 
piius  in  temporis  puncto  experte  uitl tuo  repentur 
et  antea  quidem  quodvis  punctum,  in 
laevam  inclusum  est , sed  omne  nunquam  anti  fi 
nem» 

16.  Ita  facile  demonstrantur  sequentia  i 


511 


d mi 
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Imo.  Lineam  uniformem  L ( 495  ) nisi  recta  a 
sit,  extra  lineam  fib  c b --  fluere,  cum  hac  (Fig '85}  “ 
nonnisi  puncta  a b cb --- communia  habentem;  at-;  re 
que  hinc  applicatio  (Ax.  III.)  patet;  nempe  angu- 
lus  quem  continuatio  inferior  ipsorum  Q cum  1. 11 
extus  facit,  infrorsum  ■ \ superius  ad  2R#-~ «.  K 

(si  per  R'  intelligatur  angulus  quem  continuatio  ro  f 
ctae  all  cum  L facit)  , et  uterque  est  semper 
inferior  crescit  continuo  , superior  decrescit , et 
manifesto  sunt  anguli  ad  utramque  continuationem 
cujusvis  Q aequales. 


2do.  7(93  circa  H sursum  motum  illico  secat  3i 
neam  L,  uti  etiam  quaevis  Lris  ad  oTi  inter  fi  ei 
11 : et  statim  post  11 , ad  dextram  laevamque  secai 
Ipsum  L ad  angulos  utrinque  aequales , a limitu 
dicto  a decrescentes  , ©t  dato  constante  aliquam  l 
diu  semper  majores. 
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3tio.  Manente  a et  remoto  TL  in  a '21  semper 

porro  deorsum  in  OO  simul  cum  Lri  ; ac  ge- 
neratis super  quavis  7(33  cum  Lri  a7(  lineis  L , et 
inguio  , quem  recta  ipsam  L primo  non  secans 
:mo  a7(  facit  , generaliter  u dicto  ; atque  etiam 
quovis  centro  71  radio  a7(  descriptis  circulis:  angu- 
lus u o;  alioquin  recta  pro  certo  angulo  Liem 

itvis  remotam  secaret  (contra  499)  ; porro  lineae 
It  solum  punctum  a commune  habebunt,  et  desccn- 
ent  ; circuli  vero  idem  punctum  a solum  commu- 
le  habebunt,  sed  ascendent  continuo,  gaudebunt- 
que  limite  geometrio  certo  eodem  : quem  existere, 
iti  et  superficiem  per  revolutionem  hujus  lineae 
:irca  aH  , atque  utramque  formam  uniformem  esse 
:onstat;  estque  si  XI  Ax.  Eucl.  verum  sit,  linea 
licta  recta , et  superficies  planum ; in  omni  tamen 
;asu  tam  linea  haec  quam  superficies,  sola  ^deter- 
minatur in  spatio . 

Describi  vero  linea  dicta  motu  puncti  con- 
inuo  potest  modo  sequente.  Sit  prius  ( Fig  94 ) 
#=li,  et  moveatur  ab  circa  a usque  in  ac;  simu- 
lae b in  arcu  a viam  aliquam  describet,  illico  da- 
aitur  aliquod  c , unde  erecta  L*is  primo  non  secans 

rectae  ab  est,  et  pro  ca'=ca  erit  etiam  a'b'  primo 

ion  secans  ipsius  ab.  Puncto  t>  in  arcu  a porro 
noto  vero  , punetnm  c ab  a incipiendo  semper 
lorro  movetur : nam  pro  quovis  puncto  interiore 
psius  a,  datur  c,  et  quidem  semper  ulterius;  nec 
illum  punctum  ultra  quodvis  c ab  a incipiendo 
jst,  cui  aliquod  punctum  ipsius  a non  respondeat, 
3t  cuivis  ulteriori  puncto , interius  punctum  ipsius 

t respondet.  Nam  si  ab  primo  non  secans  ipsius 

ii  :p  sit,  interius  ducta  recta  secabit  ipsam  c p , a-  " 
eo  deoque  illa  Lris  quam  non  secat,  ulterius  esse  de*i 
niijbet;  si  vero  aliquod  c esset,  cui  non  responderet 
an  punctum  aliquod  interius  ipsius  a , tum  Lri»  ex  a 

met  primo  non  secans  {ipsius  c^pV  atque  tum  pro 


( 502  ) 

recta  ac  verum  esset  Ax.  XI;  et  tum  de  omnibus 
facile  demonstraretur.  Potest  igitur  t ex  c incipi- 
endo  ita  moveri  porro  , ut  mota  <ib  circa  a,  (r.dco- 
que  mota  6 in  a)  donec  u (prius  =R3  fiat  —o,  cp 

semper  tale  sit,  ut  ab  primo  non  secans  illius  sis*: 
atque  hinc  eadem  ad  a'  applicando,  poterit  a'  ex  a 

ita  porro  moveri,  ut  ab  et  a'b',  quaevis  alterius 
primo  non  secans  sit. 

Atque  jam  moveatur  (Fig  95)  alTcirca  a 
versus  a^t  in  eodem  plano,  donec  u (prius  fiat 

zz<$  , atque  interea  in  ab  moveatur  punctum  &' 

semper  porro,  ita  ut  b'  in  moto  ab  semper  in  lo- 
co dicto  ipsi  u respondente  sit  : erit  via  ipsius  b' 
(per  motum  hunc  compositum)  linea  dicta,  lleli- 
qua  autem  ultro  patent ; uti  et  ea  quae  reliquo- 
rum axiomatum  propositorum  quovis  posito,  rem 
deciderent:  nec  operae  pretium  est  plura  referre; 
quum  res  tota  ex  altiori  contemplationis  puncto, 
in  ima  penetranti  oculo,  tractetur  in  Appendice 
sequente,  a quovis  fideli  veritatis  purae  alumno 
digna  legi. 

Appendix, 
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APPENDIX. 

SCIENTIAM  SPATII  absolute  verum  exhibens? 

veritate  aut  fahitate  Axiomatis  XI  Euclide  i 
(a  priori  haud  unquam  decidenda ) in- 
dependentem ; adjecta  ad  casum  fal- 
silatis,  quadratura  circuli 
geometrica. 


\ueiore  johanne  bolyai  de  eadem,  Geometrarum 
i M Exercitii  Caesareo  Regio  Ausiriaco  Ca- 
strensium Capitaneo. 

i,-  -,^i— <intn 
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EXPLICATIO  SIGNORUM. 


ah  denotet  complexum  omnium  punctorum  cum 
punctis  h in  recta  sitorum. 

0*0  , . 

ab  - - - rectae  ah  in  a bifariam  sectae  dimidi- 
um illud,  quod  punctum  h complectitur» 

ahc  - - « complexum  omiiium  punctorum , quae 
cum  punctis  ay  h , c (non  in  eadem  recta 
sitis)  in  eodem  plano  sunt. 

0*a  0*0 

ahc  - - - plani  ahc  per  ab  bifariam  secti  dimi* 
dium,  punctum  c complectens. 


ahc  - • 


ahcd  - - 


L - - 
A - - 
R - - 

vb~cd  - 

r a 
O r - 

©r  - 


- portionum  ,in  quas  ahc  per  complexum 

0*0  0*0 

rectarum  hayhc  dividitur,  minor em\ si* 

0*0  0*0 

ve  angulum , cuius  ha,bc  crura  sunt 

*~*0  00*0 

- (si  d in  ahc  sit  et  ha}  cd  se  invicem  non 
secent)  portionem  ipsius  ahc  inter  hay 
hcy  cd  comprehensam  ; hacd  vero  por- 
tionem plani  ahc  inter  ahy  cd  sitam. 

• perpendiculare. 

-v  angulum. 

angulum  rectum. 
cah  = ac  d. 

- congruens  *). 

- x tendere  ad  limitem  a. 

- periphcriam  circuli  radii  r . 

- aream  circuli  radii  r. 


*)  Sit  fas  , signo  hocce  , quo  summus  Geometra  GAVSS 
numeros  congruos  insignivit}  congruentiam  geometricam  quo*» 
c[ue  denotare  : nulla  ambiguitate  exinde  metuenda. 


A 
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§ 1.  (Fig.l.)  Si  rectam  am  non  sccet  plani  ejusdem 
recta  , at  sccet  quaevis  bp  (in  ab?i)  : designetur 
hoc  per  6n\\\am.  Dari  talem  bn,  et  quidem  unicam , 

/■N> 

e quovis  puncto  b (extra  «/»),  atque  non) 

27?  esse  patet;  nam  bc  circa  b mota,  donec  bam 

*****  /v 

\abczz2R  fiat, bc  ex  am  aliquando  primum  exit,  est- 
que  tunc  bc\\\am . Nec  non  patet  esse  bn\\)em , nbi- 

vis  sit  e in  a#»  (supponendo  in  omnibus  talibus 

casibus  esse  am  y «e).  Et  si,  puncto  c in  am  abeun- 
te  in  infinitum,  semper  sit  cd  — cb  : erit  semper 
cdbr=L  ( cbd  < nbc)\  ast  nbc  o\  adeoque  et  adb 


o. 


§2.  (Fig  .2).  Si  bn\\\ am ; est  quoque  cn\\\am. 
Nam  sit  d ubicunque  in  macn . Si  c in  bu  sit;  bd 
secat  am  (propter  b?i\\\arn ),  adeoque  et  cd  secat 
am;  si  vero  c in  bp  fuerit;  sit  bq\\\cdi  cadit  bq  in 
abn  (§  1),  secatque  am  , adeoque  ct  c*/  secat  aw.J 
Quaevis  cd  igitur  (in  acn)  secat  in  utroque  casu 

~ , '■v? 

am  absque  eo,  ut  cu  ipsam  am  secet.  Est  ergo  sem- 
per cn\\\am% 

§3.  (Fig.2).  Si  tam  br  quam  cs  sit||Jam,  et  c non 

sit  in  br  ; tum  br , cs  se  invicem  haud  secant.  Si 

enim  br,  cs  punctum  d commune  haberent;  (per 
§•  2.)  essent  dr  et  ds  simul  |(|«/»,  cadcretque  (§.  i.) 

ds  in  dr  et  c in  br  (contra  hyp). 

§ 4.  (Fig.3).  Si  man  y mab  ; pro  quovis  puncto 

b ipsius  ab  datur  tale  c in  am:  ut  sit  hcm~nam. 
Nam  datur  per  (§.  1.)  bdin}  nam , adeoque  mdp  ^ 
many  caditque  b in  nadp . Si  igitur  nam  juxta  am  fe- 

fatur,  usquequo  an  in  dp  veniat;  aliquando  an 
per  b transiisse,  et  aliquod  bcm~  nem  »:Sse  oportet. 

A 2 
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§5.  (Fig.  1).  Si  bn\\\am , datur  tale  punctum  J j( 

sn  m,  ut  sit  ftn  =£fc  Nam  per  §.  1.  datur  bcm > 
<e£« ; er  si  ce—cb , adeoque  ee  ^ 6e ; patet  esse 
£e»ii  < e6«.  Feratur  p per  ec,  /\i«  6/>w  semper  u , et  1 ( 
Aio  semper  # dicto  ; patet  u esse  prius  ei  si-|linl 
limitaneo  v minus,  posterius  vero  esse  majus.  Cre-  i0i 
scit  vero  u a hem  usque  bcm  continuo  ; cum  (peri 
5*4.)  nullus  /\\us  y hem  et  <(  hem  detur  , cui  u 'Psl 
aliquando  = non  fiat;  pariter  decrescit  v ab  ehn  usque  F 
cb?i  continuo:  datur  itaque  in  ec  tale/,  ut hfmzz  S 
fbn  sit. 

v _ hn 


6,  Si  hn\\\ am.  atque  ubivis  sit  e in  am9et  g in  hn:  m 

tum  gu  IU  em  et  em  \\\gn.  Nam  (per  §.  !•)  est  bn\Hem , 
et  liinc  (per  §.2.)  gn[\l  em.  Si  porro  fm  =Os  hn  (§.5.)* 
tum  mfh??~?ihfm , adeoque  (cum  bnMfm  sit)  et-  el 
iam  Jml\\hn  ^ et  (per  praec.)  em\\\gn.  * 

§7.  (Fig.  4)  Si  tam  hn  quam  cp  $jtli|<m,  ct  & ? 


non  sit  in  6n:  est  etiaui  bnlljcp.  Nam  hn  9 cp  se 
invicem  non  secant  (§.  3);  sum  vero  am,  hn , cp  aut 
in  plano,  aut  non;  atque  in  casu  primo  am  aut  in 
bncp  est,  aut  non.  Si  am  ^ hn , cp  in  plano  sint3  et 


am  in  bncp  cadat : tum  quaevis  hq  ( in  nhc)  secat 
am  in  aliquo  puncto  d (quia  bn\\\am)  ; porro  cuna 
dm III  cp  sit  (§.  6.]> , patet  dq  secare  c/?,  adeoque 

bn\\\ct).  Si  Vern  hn  /»<  n in  Ollflpm  nl-ln-o  inoinn 


*****  m v/  \ «y*  fececu  t:  aueoque 

esse  bn\\\cp.  Si  vero  bn^cp  in  eadem  plaga  ipsius 
am  sint ; tum  aliqua  earum  ex»  gr.  cp  , mtra  du«? 


as  reliquas  hn,  mn  cadit;  quaevis  bq  (h\nba}  au* 

em  secat  am , adeoque  et  ipsam  e/?.  Est  itaque 

hn  ISI  cp. 

Si  mab , /\htm  efficiant ; tum  cum  alft 

^ 'V  /V, 

nonnisi  hn , vero  (in  ahn)  cum  , adeoque  nbe 
^ < 
quoque  cum  nihil  commune  habent  Per  quam® 

vis  ha  *m  autem  positum  hed  secat  am.  quia. 

(propter  hn  III  am)  ha  secat  am.  Moto  itaque  bed  cjj>. 
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'sa  bc,  donec  ipsam  am  prima  vice  deserat,  postre- 

mo  cadet  bcd  in  bcn.  Eadem  ratione  cadet  idem 

ejin  bcp  ; cadit  igitur  bn  in  bcp.  Porro  si  br\\\  cp  ; 
tum  (quia  etiam  am\\\cp)  pari  ratione  cadit  br  in 

bam ; nec  non  (propter  brljjcp)  in  bcp . Itaque  br 

ipsis  mab , pcb  commune,  nempe  ipsum  bn  est,  at- 
Ufjue  hinc  bulli  cp • 

Si  igitur  cpl\)am , et  b extra  cum  sit;  tum  sec- 

10  ipsorum  bam  , bcp  ? nempe  bn  estiiltam  ad  arn^ 
tjuam  ad  cp, 

§8.  (Fig.5).  Si  bulliet  cp  (vel  brevius  bn  1(1=3* 
■p)  , atque  am  (in  nbcp)  rectam  bc  L riter  bissc- 

fiet;  tum  bulliam.  Si  enim  bn  secaret  am  , etiam 

a/ 

ip  secaret  am  in  eodem  puncto(cum  mabnzEjnacp), 

'V/  ^ 

gtiod  et  ipsis  bu  ,' cyv  commune  esset,  quamvis  6// 

11  cp  sit.  Quaevis  % (in  e#//)  vero  secat  cp  ; adeo- 

ue  secat  bq  etiam  am.  Consequenter  bn\\\am . 

§ 9.  (Fig.6).  Si  bulliam,  map  L ->  atque  A, 
[uem  ubd  cum  nba  (in  ea  plaga  ipsius  mabn , ubi 
wap  est)  facit,  sit  <(  11:  tum  map  et  nbd  se  invi- 
cem secant.  Nam  sit  bam  = i?,  ocL  ^ (sive  in  b 

adat  c,  sive  non)  et  (in  nbd)\  erit  (per 

/S/ 

fbjp.)  ace  ^ i?,  et  «/(L  ce)  in  ace  cadet.  Sit  ap 

jectio  (punctum  a commune  habentium)  abfetamp; 
erit  bap  — bam  — R (cum  sit  bam mari).  Si  deni- 

jue  alf  in  abm  ponatur  (a  et  b manentibus);  ca- 

, A/ 

aet  ap  in  am ; atque  cum  ac  L-  bn  et  af  L ®c  sit, 
patet  af  intra  bn  terminari,  adeoque  bf  in  abn 
:adere.  Secat  autem  bj  ipsam  ap  m lioc  situ 
^quia  bulli «m),^adeoque  etiam  in  situ  primo , ip  et 
se  invicem  secant;  estque  punctum  sectionis  ip- 
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sis  map  et  nbtl  commune:  secant  iiaque  map  et  nh(, 

• ^ '"N*  || 

se  invicem.  Facile  exhinc  sequitur  map  et  nbd  s 
inutuo  secare,  si  summa  internorum,  quos  cum  mab\ 
efficiunt,  <(  2 R sit. 

§ 10.  (Fig.7).  Si  tam  hn  quam  cp  sit  III A am 
est  etiam  bn[\\  =Ss  cp.  Nam  mab  et  mac  aut  /\luti 
efficiunt,  aut^in  plano  sunt.  i 

'Ni 

Si  prius;  bissecet  qdf  rectam  ab  Irriter ; cri^ 

dqY^ab , adeoque  dql\\am  ($-%•)  ; pariter  si  ers' 
bissecet  rectam  ac  Irriter , est  er\\)am\  unde  d 
III  er  (§•  7.).  Facile  hinc  (per  §.9.)  consequitur1 

'N/ 

qdf  et  ers  se  mutuo  secare,  et  sectionem  fs  essi 
tlldq  (§.7.),  atque  (propter  b/illj  dq)  esse  etian> 

bn.  Est  porro  (pro  quovis^puncto  ipsius  fsv 

fbzzfaTzfc  , caditque  fs  in  planum  tgf,  rectam  b<\ 
\_riter  bissecans.  Est  vero  (per  §.  7.)  (cum  si1 
fs\\\6  n)  etiam  gt\\\bn . Pari  modo  demonstratuil 
gtlll  cp  esse.  Interim  gt  bissecat  rectam  bc[^riter 
adeoque  tbgivEEtgcp  (§,1.)  et  bn\\\  cp. 

Si  bn , am,  cp  in  plano  sint ; sit  ( extra  *hoc  pia 
num  cadens)  /$J||  £5=  am ; tum  (per  praec.)  /s||J  =21' 
tam  ad  bn  quam  ad  cp  , adeoque  et  bn\ ||  cp.  < 

§11.  Complexus  puncti  a , atque  omnium  puncto- 
rum, quorum  quodvis  b tale  est,  ut  si  bnl\\am 
sit,  sit  etiam  bn  ^ am  ; dicatur  F:  sectio  vero  ipsi- 
us F cum  quovis  plano  rectam  am  complectente 
nominetur  L.  In  quavis  recta,  quae|| \am  est,  I 
gaudet  puncto  , et  nonnisi  uno  ; atque  patet  L per 

am  dividi  in  duas  partes  congruentes  ; dicatur  am 
axis  ipsius  L\  patet  etiam,  in  quovis  plano  re-: 

<N/ 

ctam  am  complectente,  pro  axe  am  unicum  L dari. , 

Quod  vis  eiusmodi  L,  dicatur  L ipsius]  am  ( in  plano, 
de  quo  agitur, intelligendo). Patet  per  L circa  am  revo-  | 

lutum,  F describi,  cuius  am  axis  vocetur, et  vicissinij 
***** 

F axi  am  attribuatur.  \ 


it «{  §12.  Si  b ubivis  in  L ipsius  am  fuerit , 

«s/ 

m (§.ll);tum  L ipsius  am  et  L ipsius  bn  coinci - 

Nam  dicatur  L ipsius  L?i  distinctionis  er- 
) l;  sitquejc  ubivis  in  l , et  cp\\\~  bn  (§.  ll.J; 
«ffl  *it  (cum  et  bnj |j£b  am  sit)  cp\\\~  am  (§.  10), 
Ai  deoque  c etiam  in  L cadet.  Et  si  c ubivis  in  L 
et  cp HI  =2»  am  ; tum  cp\\\£z  bn  (§.  10.);  cadit- 
iie  c etiam  in  l (§.  II).  Itaque  L et  / sunt  eadein; 


quaevis  bn  est  etiam  axis  ipsius  L , et  inter 


unes  axes  ipsius  L , =2=  est.  Idem  de  F eodem  mo- 
')  patet. 

§•113.  (Fig.8).  Si  bn\\\  am  , cp\\\dq , et  bam^abn 
$2R  sit  ; tum  etiam  dcp\cdq~2R.  Sit  enim  ea=eb 
iaif  efmi£  dcp  (§.4.);  erit  (cum  ba7n\abnzz2R~  ab)7i 
hftbg  sit)| ebg  zzeaf;  adeoque  si  etiam  bg—af  sit, 

h\fiebg^:/\eaf , begzzaef , cadetque  g in  fe.  Est 
si  prro  gfm\fgn—2R  (quia  egb  = efa).  Est  etiam 
\wif  \\\fm  (§.6.);  itaque  si  mfrs^Epcdq,  tum  rsjjlg/t 
.7.)  , et  r in  vel  extra  fg  cadit  (si  cd  non  =fg> 
)i  res  jam  patet). 

I.  In  casu  primo  est frs  non)  (2 R — * rfm  =:  fg?i)> 
i ilia  rs  [fi  fm  ; ast  cum  rslllgn  sit,  est  etiam  frs 

]jn  <\fgn;  adeoque  frs  ~ fgn  , et  rfm-ffrs  ^gfm\ 
yn,z:2R • Itaque  et  dcp\cdq  ^2R* 

II.  Si  r extra  fg  cadat  ; tunc  ngr—mfr , sitque 
ifgn^nghl^lhko  et  ita  porro  , usquequo  fk  = vel 
rima  vic e)>/r  fiat.  Est  heic  ko\\\hl\\\fm  (§.7.).  Si 
in  r cadat;  tum  Ito  in  rs  cadit  (§.l.);  adeoque 

fm-ffrs  r:  kfmffko  — bfmffgn  — 2 R ; si  vero  r in 
k cadat,  tum  (per  I.)  est  rhl\krs  —2R—  rfm\frs 
: dcp^cdq. 

§14.  Si  bulliam , cp\\\dq,  et  bam^abn  (2R  sit; 
lm  etiam  dcp^cdq  ^2R,  Si  enim  dcpf  cdq  non  es- 
3t  <,  adeoque  (per  §.  1.)  esset  = 2R  ; tum  (per 
.13.)  etiam  bam\abn  tz2R  esset  (contra  hyp). 

§15.  Perpensis  §§.13.  et  14 > Systema  Geometriae^ 
\ypothesi  veritatis  Axiomatis  Euclidei  XL  insi- 
turis dicatur  S;  et  hypotkesi  contrariae  super 


C s ) 


structum  sit  S.  Omnia , quae  expresse  non  dlceh 
tur , in  £ vel  in  S esse  ; absolute  enuntiari , i.  e 
illa , sive  £ sive  S reipsa  sit , vera  asseri  intei 
ligatur . , 

§ 16.  (Fig.5).  Si  am  sit  axis  alicujusX  ; tum  Z ii 
£ recta  L am  est.  Nam  sit  e quovis  puncto  b ipsius  i 
axis  bii ; erit  in  £ bam\abn  — ‘Ibam  - 2R , adcoqu 

rs/ 

bam~R.  Et  si  c quodvis  punctum  in  ab  sit,  at 
que  cp  IHam;  est  (per  §.  13.)  cp  am  , adeoque 
in  L (§•  11.) 

In  vero  nulla  3 puncta  a,  b^  c ipsius  L vel  J 
in  recta  sunt.  Nam  aliquis  axium  am , bn,cp  (ex.gr 
am)  intra  duos  reliquos  cadit  ; et  tunc  (per  §.  14. 
tam  bam  quam  carri  ^ R . 

§ 17.  X est  etiam  in  S linea,  et  F superficies 

Nam  (per  §.  11.)  quodvis  planum  ad  axem  am  (pej 
pupctum  aliquod  ipsius  jF)  L re,  secat  ipsum  F ii 
peripheria  circuli,  cuius  planum  (per  §.14.)  at 

*w» 

nullum  alium  axem  bn  L re  est.  Revolvatur  i 
circa  bn;  manebit  (per  §.  12.)  quodvis  punctum  ipsi 


je: 

leni 


pai 


§ 

flui 


Kao 
si i 


m 


nifi 


nat 


L 


us  F in  F,  et  sectio  ipsius  F cum  plano  ad  bu'^t 
non  L ri-)  describet  superficiem:  atqui  JF  (per  §.12). 
quaecunque  puncta  a,b  fuerint  in  eo,  ita  sibi  con- 
gruere  poterit,  ut  a in  b cadat;  est  igitur  F su- !Se 
perficies  uniformis . Patet  hinc  (per  §.  11.  et  12’  ^ 
X esse  lineam  uniformem . 

§18.(Fig.7).  Cujusvis  plani,  per  punctum  «ipsius  ( 
JFadaxem  am  oblique  positi, sectio  cum  F in  >8 peri 
pheria  circuli  est.  Nam  sint  a,b,c,  3 puncta  hujus 
sectionis,  et  bn,  cp  axes;  facient  ambn , amcf 
A lum;  nam  secus  planum  (ex  §.  16.)  per  a,  b,i 
determinatum  ipsam  am  complecteretur  (contra  ;i 
hyp).  Plana  igitur,  rectas  ab , ac  feriter  bissecan- 


lia  se  mutuo  secant  (§.  10.)  in  aliquo  axe  fs  (i- 
psius  F)  , atque  fb  =fa  7=<fc.  Sil  ah\_  fs,  et  revolva- 
tur fah  circa  fs  ; describet  a peripheriam  radii  ha, 

per  b et  c euntem  , et  simul  in  F et  abe  sitam 
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nec  Fet  abc  praeter  Q lia  quidquam  cominuno  ha. 
Ibent  (§.  16.)«  Patet  etiam  portione  fa  lineae  L (tau- 
quam  radio)  ia  F circa  f mota  ipsam  O 44  descri- 
bi» 

§ 19.  (Fig.5).Qr&  ad  axem  bn  ipsius  L (m. 
planum  ipsius  L cadens)  est  in  S tangens  ipsius  L. 

Vam  L in  iipraeter  4 nullo  puncto  gaudet  (§.14.), 
ii  vero  bq  in  tbn  cadat,  tum  centrum  sectionis  pia- 
li per  bq  ad  tbn  \_jeis  cum  F ipsius  bn  (§-18.)  ma- 
lifesto  in  bq  locatur,  et  si  bc  diameter  sit,  patet  bq 

ineam  L ipsius  bn  in  c secare. 

§.20.  Per  quaevis  2 puncta  inF  linea  L determi- 
latur  (§.  11.  et  18);  atque  (cum  ex  §§.  16.  et  19  . L 
— ad  omnes  suos  axes  sit)  quivis  /\  L lineus  in  F, 
/\lo  planorum  ad  F per  crura  Lr/zm,=est. 

§21.  (Fig.  6).  Duae  lineae  Lformes  ap,  bd  in, 
;6dem  F , cum  tertia  Lformi  ab  summam  inter- 

iorum  ^ 2tt  efficientes,  se  mutuo  secant  (per  ap 

n F intelligendo  L per  a^p  ductam,  per  ap  vero  di- 
nidium  illud  eius  ex  a incipiens,  in  quod/?  cadit). 

^fam  si  am,  bn  axes  ipsius  F sint;tum  amp,  bnd  secant 
je  invicem  (§.9.);  atque  F secat  eorundeni  sectio* 

, <V/  '■'w 

leiti  (per  §§.7.  et  11.);  adeoque  et  ap,  Id  se  mutuo 
iccanh 

jj| 

Patet  exhinc  Axioma  XI.  et  omnia , quae  in  Geo- 
netria  Trigonometriaque  (plana)  asseruntur,  abso- 
ute  constare  in  F,  rectarum  vices  lineis  L subeunti- 
jus:  idcirco  functiones  trigonometricae  abhinc  eodem 
;ensu  accipientur,  quo  inSveniunt;  et  peripheria  cir- 
culi, cuius  radius  Lformismr  in  F,  est=2*r,  et  pa- 

4 iter  © r (in  F)  = *r2  (per  n intelligendo  * O^11 

JF,  sive  notum  3,1415926---) 

4 $ 22.  (Fig.9.  Si  ab  fuerit  L ipsius  am , et  c in 

mi ; atque  /\  cab  (e  recta  am  et  Xformi  linea 
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c6  compositus)  feratur  prius  juxta  nb,  tum 

la  semper  porro  in  infinitum:  erit  via  cd  ipsin 
c linea  L ipsius  em.  Nam  (posteriori  l dicta)  sii 

punctum  quodvis  dincd,  dn\\\cm,  et  b puncturi 

ipsius  L in  dn  cadens;  erit  bm£±am,et  ac  — bd 
adeoque  dn  £s  ern  , consequ.  d in  l.  Si  vero  d in 

et  dn\\\cm,  atque  b punctum  ipsius  L ipsi  Xt  corr 
nmne  sit;  erit  am  bn  et  cm£zdn,  unde  manu 
festo  Id  — ac,  cadetque  d in  viam  puncti  c,  et  sun 

l et  cd  eadem.  Designetur  tale  l per  /II  L. 

S- 23.  (Fig.9)  Si  linea  Lformis  cdfWabeU.vl 

et  ab  — le , atque  am.bn,  cp  sint  axes;  erit  man 
festo  cd  = df^et  si  quaelibet  3 puncta  a,b,e  fu<! 

rint  ipsius  ab.  ac  al—n.cd.  erit  quoque  ae~n.  c 
adeoque  (manifesto  etiam  pro  ab,  ae,dc  incommer, 
surabilibus)  ab:cd=ae:  cf,  estque  ab  : cd  ab  a 
independens,  et  per  ac  prorsus  determinatum.  De 
notetur  quotus  iste  , nempe  ab : cd  Jiltera  maior! 
eiusdem  nominis  (puta  per  X),  quo  ac  litera  minus 
cula  (ex.gr.  x)  insignitur.  I 


24.  Quaecunque x et y fuerint;  est  X—  YdTfk  23 i 
Nam  aut  erit  alterum  (ipsorum  x,y)  multiplum  abi 
terius  (ex.gr.  y ipsius  x),  aut  non. 

Si  y nx\  sit  xzz  ac  = cg  — gf/ usque  quo  abz 
y fiat ; srt  porro  cd  II  gk  II  M ; erit  (§.23.)  X=  ab  : c, 

— cd -.gli—gkx  hl\  adeoque  «;ve  y- 

fiL  KcdJ  5 “ 


z 

Xn  = Xx 


I 


Si  x, y multipla  ipsius  i sint,  puta 
mi,  et  y—tii;  est  (per  praec.)  X=  I1*  Y—Itt  \ 


conseqU.  1 _ Xm  = x x . Idem  ad  casum  incomi 
mensurabilitatis  ipsorum  x,y  facile  extenditur.  S 


il! 


vero  fuerrt  q~y~-x-,  erit  manifesto  Q~Y:  X. 


Nec  non  manifestum  est,  in  S pro  qtiovis  x es < 


b , in  8 vero  X y I esse,  atque  pro  quibus - 

& ab , dari  tale  cr/fll  ut  sit  cdf  ~ ab,  un- 

e amhnlEEamej)  erit,  etsi  hoc  illius  qualevis  mul- 
iplum  sit  ; quod  singulare  quidem  est  , sed  absur- 
itatem  ipsius  £ evidenter  non  probat, 

§.25.  (Fig.10)  I?i  quovis  reclilineo  /\lo  sunt  pe- 
ipheriae  radiorum  lateribus  aequalium , uti  sinus 
\lorum  ovpositoru/n. 

Sit  enim  abc  = R , et  am  [_  hac , atque  sini  hn  , 
p\\\am%  erit  cab^ambn,  adeoque  (cum  cb[^ba 
it)  cb  L ambit  , consequ.  cpbn  L ambn,  Secet  E 


isius  cp  , rectas  bn , am  (respeetive)  in  d,  e , et 
Uncias  cpbn , cpam,  bnam  in  lineis  Zformibus 
id,  ce,  de;  erit  (§.  20.)  ede  = f\lo  ipsorum  ndc,nde , 
ileoque  = R ; atque  pari  ratione  est  ced  = cab , 

' i st  autem  (per  §.21.)  in  Zlineo  & ced  (heic  ra- 
io  semper  = 1 posito)  ec  : 4 = 1:  sin  dec  =i  1 : siri 
ei  «36.  Est  quoque  (per  §.21.)  ec  : dc  — Q ec  : Q dc 
tn  jF)  = Q)vc  : Q)bc  (§.  18.);  adeoque  est  etiam, 
i )ac  : Q)bc  = 1 : sin  cab  ; unde  assertum  pro  quo- 
'is  &lo  liquet. 

§.  26.  In  quovis  sphaerico  &lo  sunt  sinus  la- 
brum , uti  sinus  filorum  iisdem  oppositorum, 

\ Fig.  11.  N ni  sit  abc  = R , et  cer/  L.ad  sphaerae 
ndium  oa;  erit  ced  L aob,  et  (cum  etiam  boc 
*oa  sit) cd  L °b.  In  /\<\ceo,  edo  ve(:o  est  (per 
J ?5.)  Q)ec  : Q oc  : Q)dc = sin  : 1 ; sin  cod~ 
in  ac  : 1 : sin  bc;  in  teri  m f§.25.)  etiam  0©©  : C)dc = 
tn  ede : sin  ced ; Itaque  sin  : sin  rz  sin 
irim  cer/;  est  vero  ede^r,  R = cba  , atque  ced  ~ cab, 
f Consequenter  sin  ac  : sin  bc~  1 : sin  a,  E quo  pro - 
i eanans  Trigonometria  sphaerica , «6 
.11.  independenter  stabilita  est 
i §.27.  (Fig.  12.)  Si  ac,  bd  sintL^,  et  feratur 


nb  juxta  ab;  erit  (via  puncti  c dicta  heic  cd)  : ah— 
m u : sin  v.  Nam  sit  de  L ca;  est  in  A A <*>de , 
db  (per§25.)  0 cd  : Qad:  (Jab  = sin  u : 1 : sin  v,  Rf* 
U)lnto  bacd  circa  ac,  describetur  Qjab  per  b,  0 d 
•••  pr  d ; et  via  dictae  cd  denotetur  heic  per  Q)de* 


B % 


( 12  ) 

Sit  porro  polygonum  quodvis  bfg -- • ipsi  Q)ab  in 
scriptum;  nascetur  per  plana  ex  omnibus  lateri  )) 
bus  bf,fg  ad  © ab  L.ria  , in  Q)cd  quoque  figui  j 

ra  poJygonalis  totidem  laterum  ; et  demonstrari  ac  |i 
instar  §.  23  potest,  esse  cd  : ab  ~ dh  : bfzikk  : /if , 
b* , adeoque  dh^hk  : bfffg&~  cd  : ab.  Quo  vi  ! 
laterum  bf^fg--*  ad  limitem  o tendente,  manife 
Sto  bf-\fg  - ©«£,  et  dh\hh  - - - Qed.  Itaf  d 

que  etiam  Qed  : Qfab  — cd  : a^.Erat  vero  (fy'd  :©«i  ( 
= sin  v : sm  r . Conseq.  cd  : = sin  u : sin  t\  !l 

Kemoto  ac  a bd  in  infinitum  , manet  cd  : ab 
adeoque  etiam  sin  u : sin  # constans ; u vero  i 
(§•!.),  et  si  dm\\\bn  sit,  t;  s;  unde  fit  cd  : «<  « 

“1  : sin  z.  Via  dicta  cd  denotabitur  per  cd  II  ab.  f 

§.  28.  (Fig.  13.)  Si  bn\\\£±am , et  c in  am  , at  fc 
que  aczzx  sit  : erit  X (§.23.)  = sin  n : sin  v.  Nan  u 
si  cd  et  ae  sint  [__  bn  , et  bf  Ll  ani ; erit  (ad  in  U 
star  §.  27.)  0^/:Oc^:=s'n  :s^n  Est  auten  r 
evidenter  bf  = ae  : quamobrem  Qea:Qlc  = sin. 
» : sin  e.  In  superficiebus  vero  informibus  ipso  • 
rum  am  et  cm  (ipsum  ambn  in  ab  et  cg  secanti 
bus)  est  (per  §.21.)  O ea  : Qdc  ~ ab  : cg  = X Es;, 
itaque  etiam  Vrrsin  sin 

§.29.  (Fig.14.)  Si  bam  = R,  ab  = y,  et  bn\]\am  sit 

erit  in  <$,  F=  cot  ?/.  Nam  si  fuerit  ab  = ac  , c 

cpUjam  (adeoque  bn[\\  sCbcp),  atque ped—  qcd;  datui 

(§.I9.)c/r  L ut  ds\\\cp , adeoque  (§.  1.) 

sit.  Si  porro  be[^ds-,  erit  (§.  7.) -dsjll  bn  , adeoqui 
(^.C.)  bn\\\es,  et  (cum  dtjH  cg  sit)  bq[\\ et ; consequ 
(§.  1.)  ebn'zz?bq.  Repraesententur,  ex  L ipsius 
bn  , et  /£* , c/4 , ck  et  el  ex  iformibus  lineis 
ipsorum  /f,  dtycq  et  et\  erit  evidenter  (§.22.)  //£•= 
df—dk—he\  itaque  cg=z  2chzz2v.  Pariter  patet, 
bg  — 2 bl  ~2z  esse.  Est  vero  bc  — bg—cg ; quapro- 
pter = * — e , adeoque  (§.21.)  5 = Z : F.  Est  de. 

Inum  (§.  28.)  Z =:  1 : ?/,  et  V — 1 : sim  (/?— 

•»T  X 

t^zcot  -j-  e/. 


W • » , • V 
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o«f  §.  30.  (Fig.15.)  Verumtamen  facile  (ex  §.  25) 
i' patet,  resolutionem  problematis  Trigonometriae 
> lanae  in  &,  pcriphcriae  per  radium  expressae  in- 
ligere;  hoc  vero  rectificatione  ipsius  L obtineri  po- 


>/ ~ Q p ; Qy7;  adeoque 


est.  Sint  ab , cm,  c*m'  [__  atque  b ubivis  in  ab\ 
•rit  (§.2a.)  sin  u : sin  v : ~ (^)p  : C)V  i €t  sin?/'  : sin 


sin  u 
sin  v 


sin  u}  r~^ 

y —cos nr.-©’ 


Ji  v 


*.  Est  vero  (per  § 27)  sin  v : sin  i^zzcos w : cos  «f; 


onse(i-  cJoH^)y  =i^(>';seuC> : O »'=  tans 

*7  : tang  u .g  w : tang  w7  Sint  porro  cn , c7^7||i  «5, 

‘t  cd+dd1  lineae  Zformes  ad  ab  \_res;  erit  (§.21.)  et* 
am  Qy  : Q)y]—r  : r7,  adeoque  r : r7=  tang  w : tang 
r.  Crescat  iam  p ab  a incipiendo  in  infinitum  ; 
/— \ z,  et  w'  z — \ quapropter  etiam 

tang  z : tang  zK  Constans  r : tang  z (ab  r 

'ndependens)  dicatur  i ; dum  y /Vw 


sin  7/’ 


um  ‘ te 

A»  / - — 


tans  s 


y . 1 > adeoque  -g^- 

it  tang  a = -|-  (5  — y~1)»  itaque 

eu  (§.24.)-%—  ^ »• 


-N  0> 

V 


est  (y  — 
j.  Ex  §.  29 


2 * —1 

Notum  autem  cst5  expressionis  istius  (ctum  y 

A-s  o)  limitem  esse  *»  est  erS°  'logilt? 

iz/‘,  et  l=ze=:2,  7182818 5 quae  quantitas  insi- 

gnis hic  quoque  elucet.  Si  nempe  abhinc  t illam  re- 
:tam  denotet,  cuius  I=r  e sit,  erit  r = i tang  z. 
Krat  autem  (§.2L).  Oy=2*r;  est  igitur 

' -2L  7\y 

'tang  z—ntXY—Y—1)  =zn i ^'JoS uaV Y 

,v  E_1j  (per  §.24.) 

§.31.  (Fig.16.)  Ad  resolutionem  omnium 
rectangulorum  rectilineorum  trigonometricam  (e  qua 
omnium  florum  resolutio  in  prointu  est)  in  S , 


i 


i u ) 


acil< 

redu 


iuc 


3 aequationes  sufficiunt  : nempe  (a,  6 cathetos  ? t 
liypotenusam , et  (r,j3  cathetis  oppositos  deno- 

tantibus) aequatio  relationem  exprimens  Imo  inter 
a;  2</o  inter  a,  a,  j3 ; 3£zo  inter  «,  /5,  c;  nimi- 
rum ex  his  rpliqu^ae  3 per  eliminationem  prodeunt.  1 
L Ex  §.25.  et  30.  est  1 : sin  % z=z(C — C"^1) :(^1— |l 

• — c a — a.  z 

A^1)—^  i —-e  * ) : (ei  ~ e z)  (aequatio  pro  a ;|  { 
cy  a). 

II.  Ex  §.27.  sequitur  (si  p m\\\y  n sit)  cos,  a : sin 
: sin  u;  ex  §.  29  autem  fit  1 : &i p ( Af 


ven' 


t 1 . 1 ii  * 

JL—1);  itaque  cos or:  sin  p (4t  -A  ) = 


a — a 


Hinc 

lia 


( c 1 \e  i ) C aequatio  pro  a7  «). 

III.  Si  aa/ L iW  , atque  ppf  et  yy^  fuerint  II  otaf, 
(§.27),  atque  aa^;  erit  manifesto  (uti  in 

fs.27)  K- = _!_=  ' fierti'  = J 1 


sin  u 


2 ~ 2 ii< 


(Bt^- 1),  acj^-  = (C^fC— x);  consequ.-— (Cf 


C- 1 ) = 1).~2*  (BiB-1) , sive  (e  1 f e 0 

6 -Z. 


T 


■a 


— TT  (e*  .t  e *')  (e*  fe  * (aequatio  pro  «, 


5,  e). 


V /# 

§ 32.  Si  /?,  et  j3S  (_  sit  ; erit  Q c "-  Q a~  . 

1 : sin  <r,et  : 0(<i=  P,5)  = 1 : cos  adeoque(Q^ 
pro  quovis  a;  factum  Q#.  0#  denotante)  mani- 
festo Qa2fQ^2— Q^2  . £st  Vero  (per  §.27.  et  II.) 


C c v' 

>"7  — />*'! 


QtfczQ#.  -p(AfA  *),  consequ.  (e<  — e 

1 r*  "i  p 6 * — Z>  «•  p — ct  — rz-.2 

'4  L6'  Ur~’  — «TJtU*  —e'7'}-, 

alia  aequatio  pro  6:  c3  (cuius  membrum  2tfum 
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facile  ad  formam  symmetrieam  seu  invariahilem 
reducitur.)  Denique  ex  ^ (dfi-1) , at- 
que = ~!r~  (/fflT-1),  fit  (per  III,)cot  a.  coi;  p 

I I —e 

~ T (e  * te  * ) (aequatio  pro  a,  p,  e). 

!i  §.  32.  Restat  adhuc  modum  problemata  in  $ resol- 
vendi breviter  ostendere,  quo  (per  exempla  magis 
obyia)  peracto,  demum  quid  tlieoria  haecce  prae- 
stet, candide  dicetur, 

/-'O' 

I.  (Fig.17.)  Sit  ab  line^a  in  plano,  et  y~f(x)  ae- 
quatio eius  (pro  cOordinatis  \_ribns) , et  quodvis 
incrementum  ipsius  z dicatur  dsr,  atque  incremen- 
ta ipsorum  x , y , et  areae  z/,  eidem  dz  respon- 
dentia, respective  per  d#,  dy,  dn  denotentur;  sitque 

bh  II  c/,  et  exprimatur  (ex  §.  31.)  - per  y , ac 

d V 

quaeratur  ipsius  - — limes  tendente  dx  ad  limitem 


o,  (quod  ubi  eiusmodi  limes  quaeritur,  subintelli- 

gatur):  innotescet  exinde  etiam  limes  ipsius  — ^ 

adeoque  tang  hba  ; eritque  (cum  libe  manifesto  nec 
1 ]>  nec  adeoquezz:i2  sit),  titngeris  iii  h ipsius  bg 
per  y determinata. 


II.  Demonstrari  pbtest,  esse 


d y^bh 


r?  . K # 

Eline  litiieS  ipsius  et  inde  z integratione  (per 


t expressum)  reperitur.  Et  potest  lineae  cuiusvis  ih 

concreto  datae  aequatio  in  S inveniri,  e.  g.  ipsius 

. , . . . , 

L.  Si  enim  am  axis  ipsius  L sit $ tum  quaevis 

cb  ex  am  secat  L (cum  (per  §.19.)  quaevis  recta 

bx  a praeter  am  ipsum  L secet);  est  vero  (si  bn 

axis  sit),  Xrr  1 : ain  cbn  (§.28.),  atque  I ^ cot 


4 1 f 

c£/i.(§,29  ) unde  fit  T~  l),seu  e i zz-e*  f 
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|X(« 1 —1)  aequatio  quaesita.  Erit  hinc  ^ 

A'( X2— 1)  2 ; afqui  — 1 : sin  chn  =zX ; adeo. 

q|lc  tl  ^ ( A ~0"2' ; if^-  ^ A2  (x* 

— ^ A'2(A2— l)-1,  atque  'll  A-v 
A(X2— 1)_1,  ^rr  ^ A2  (X2—1)~1,  atque  -g-i 

- 5 i 

z*  . 

/ — v X2  ( X2  — 1 ) 2 • unde  per  integrationem 

invenitur  z~  i (A2 — 1)  2“f  cot  cln  (uti  §.30.); 

III.  Manifesto  ^ quod  (nonni- 


si  ab  y dependens)  iam  primum  per  y exprimen-, 
dum  est;  unde  u integrando  prodit. 

Si  (Fig.12.)  ub—p^  ac~q>  et  cd^zrj  atque  calde- 

— s sit;  poterit  (uti  iri  II;)  ostendi,  esse  ■£-* 

u6 

quo  (i  — i P (J~  f <Tf)  atiue  integrando  #=■' " 

1(1 

— pi  (e  i e i ).  Potest  hoc  absque  integratione 

quoqne  deduci.  Aequatione  c.  g,  circuli  (ex  §.  31 
111),  rectae  (ex  §31,  II),  sectionis  coni  (per  praec]  Jjr 
expressis;  poterunt  areae  quoque  his  lineis  clau  |f 
sae  exprirni.  I Bl 

Palam  est,  superficiem  t ad  figuram  planam  \,j 
(in  distantia  q ) II lam  ^ esse  ad  p in  ratione  poten 
tiarum  2 darum  linearum  homologarum  , sive  ut  111 

x 1 •-=£  | fi 

—(e  i f e 1 ) : 1.  Porro  computum  soliditatis  pa 

ri  modo  tractatum,  facile  patet  duas  integratione:^ 
requirere  , (cum  et  differcntiale  ipsum  hic  nonni 
si  per  integrationem  determinetur J ; et  ante  o 


( 1?  ) 


Inia  solidum  a p et  * ac  complexu  omnium  re- 
arum ad  p L-duin  fines  ipsorum  p,  t connectenti- 
im,  clausum  quaerendum  esse.  Repcritur  solidum 

jtud  (tam  per  integrationem  quam  sine  ea)  — g ' 
2 q — 2 q 

[e~*~ — e * i + ^-pq.  Superficies  quoque  cor- 

nrum  in  S determinari  possunt,  nec  non  curva - 
lurae,  evolutae , evolveutesque  linearum  qualium- 
•is  &>’.  Quod  curvaturam  attinet;  ea  in  * aut 
sisius  L est,  aut  per  radium  circuli,  aut  duUtn. 
am  curvae  ad  rectam  IU»  ab  hac  recta,  determi- 
atur;  cum  e praecedentibus  facile  ostendi  possit, 
raeter  L , lineas  circulares,  ac  rectae  IU»»,  nullas 
n plano  alias  lineas  uniformes  dari. 

IV.  Pro  circulo  est  (uti  in  III.};— / * O» 

% 

nde  (per  §.29.)  integrando  fit© [**— 2 

V.  Pro  area  cabdc^u  (Fig.9.)  (linea  Zformi  ab 
=r,  huic  llla  cd=y  , ac  rectis  ac , bd  — x clausa) 


d u 

9t  T* 


— X 


y ; atque  (§.  24.)  y~re  i ; adeoqut 


integrando)  xi—rt  (1— e * )•  Crescente  x in  in* 


initum  , fiet  in  5,  e * A— -n  o,  adeoque  u a— \ ri. 
?er  quantitatem  ipsius  mabn , in  posterum  li- 
nes iste  intelligetur.  Simili  modo  invenitur,  quod 
ii  p sit  .figura  in  F%  spatium  a p et  complexu  a* 

dum  e terminis , ipsius  p ductorum  clausum 

pi  sit. 

VI.  Si  angulus  ad  centrum  segmenti  (Fig.  10) 
sphaerae  sit  2 u,  peripheria  circuli  maximi  sit  p,  et 
arcu»  /c  C Al*  #)=*;  1 : »in  u^p  : Q6c( $.25), 


J 
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fu 


et  hinc  p sin  u . Intcrim  est  x=  ^ , ac  <3 


= P£r*  Est  porro  -g-  a— v Q4<?»  etl,inc  d«~  ^ 


da; 


itsi 

!i  ic 


sinT  u 


sin  w,  unde  (integrando)  £~  ^>2.  Cogit 


p 

«re 


i J/ 


xc 


iessi 
i m i 


ve 

Ioni 


ue 


tur  F in  quod  p (per  meditullium  f segmen  trtlu 

/V/ 

transiens)  cadit  ; planis  )em*>  cem  per  af , «c  ad 
Ll’iter  positis,  ipsumque  in  /eg,  secantibus; 

considerentur  L formis  cd  (ex  c ad  feg  1 ris  ) m 

non  L formis  c/;  erit  cef—u  (§.20.),  et  (§.21 
fd  sinv  u 

^ adeoque  z~fd.p.  Ast  (§.21.)  p— 

fdg\  itaque  z~n.fd.fdg.  Est  autem  (§.21.)/ 
fdg—fcfc  ; consequ  z~nfcfc~Q)fc  in  F.  Sit  ia 
(Fig.14.)  bj~cj—r\  erit  =(§.  29.)  2 r—i  (ir — 1 1 

adeoque  (§.21.)  ©2r  (in  F)  — ni*  [Y — y— 1)*.  E 
quoque  (IV)  02^=7r/2  (}’2 — 2+  Y— 2)  ; igitur  ©‘ 
(in  F)— (•  2y,  adeoque  et  ^“©2^,  sive  superi 
cies  z segmenti  sphaerici  aequatur  circulo , c/*o- 
da  fc  t unquam  radio  descripto • Hinc  tota  spha 

p2 

rae  superficies  ~Qfg—fdg.p—  — , sunt  que  supc. 

ficies  sphaerarum^ uti  2dae  potentiae  pertpheriarm 
eanmdem  maximarum . 

VII.  Soliditas  sphaerae  radii  # in  $ reperib  1 
simili  modo  = tw'3  (A2— A'-2)— Stw2*;  superficii' 
per  revolutionem  lineae  cd  (Fig.12.)  circa  «5  o 


ta 


n*P  (42— $ 8),  et  corpus  per  cabdc  di 


i 


scriptum—  —7 iPp  (£2+ 2).  flero 


uima  cz  (I^-)  hucusque  tractata , etiam  absqn 
integratione  perfici  possint  brevitatis  studio  su[ 
premitur. 

Demonstrari  potest,  omnis  expressionis  literdi 
s sontinentie  (adeoque  hypothesi , quod  detur  t 
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nixae)'  limitem  > crescente  i in  infinitum , expri* 
?re  quantitatem  plane  pro  S (adeoque  pro  hy  po- 
esi nullius  i)  , siquidem  non  eveniant  aequatio - 
«y  identicae . Cave  vero  jntelligas  putari  , syste- 
% ipsum  variari  posse  (quod  omnino  /;er 

determinatum  est)  sed  tantum  hypothesin , quod 
ccessive  fieri  potest,  donec  non  ad  absurdum 
krducti  fuerimus.  Posito  igitur,  quod  in  ex« 
essione  litera  i pro  casu,  si  $ esset  re  ipsa,  ii- 
m quantitatem  unicam  designet , cuius  1—3  sit  ; 
vero  revera  S fuerit  , limes  dictus  loco  expres- 
onis  accipi  cogitetur : manifesto  omnes  expres- 
ones  ex  hypotfiesi  reqlitati?  ipsius  & oriundae 
loc  sensu)  absolute  valent , etsi  prorsus  ignotum 
num  S sit  , aut  non  sit. 

Ita  e.  g.  ex  expressione  in  §.  29.  obtenta  facilo 
t quidem  tam  diffcrentjationis  auxilio  , quam  abs- 
te  eo)  valor  notus  pro  S prodit  ex  I. 

. 31.)  rite  tractato,  sequitur  1 : sin  a —c  : «;  ex 

vero  ~~  =1 , adeoque  ^ + aequatio  pri- 

5111  p 

a in  III.  Iit  indentica,  adeoque  valet  proS,  quam 
fis  nihil  in  eo  determinet ; ex  secunda  autem  fluit 

IH.  —a  + £~.  Aequationes  notae  fundamentale?  tri- 
\onometriae  planae  in  2*  Porro  inveniuntur  (ex 
f.  32.)  pro  £ area  et  corpus  in  IV,  utrumque=^^; 

|x  IV.  0^/  ; (ex  VII ) sphaera  radii  x~- 

lur*  &*.  Sunt  quoque  theoremata  ad  finem  (VI)j 
Enuntiata  manifesto  inconditionate  vera. 


§.  33.  Supcrest  adhuc  quid  theoria  ista  sibi  ve* 
it,  (in  §.  32  promissum)  exponere. 

I.  Num  £ aut  >$  aliquod  reipsa  sit , indecisum 
aanet. 

II.  Omnia  ex  hypo  thesi  fulsit  at  is  A%.  XI.  de- 
lucta (semper  sensu  §.  32.  intelligendo)  absolute 
;aient , adeoque  hoc  sensu  nulli  hypathesi  inui 
untur . Habetur  idcirco  trigouomefria  plana  a 
priori  in  qua  solum  systema  Ipsum  ignitum  adtnK 

C a 
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que  solummodo  absolutae  magnitudines  expresi 
itum  incognitae  manent , per  unicum  vero  casu 
notum  , manifesto  totum  systema  figeretur.  Trig 
jnotnetria  sphaerica  autem  in  §.26.  absolute  stat 
litur  (Habeturque  Geometria,  Geometriae  plan 
in  S prorsus  analoga  in  F). 

III.  Si  constaret , £ esse  , nihil  hoc  respec 
amplius  incognitum  esset;  si  vero  constaret  non  t 
se  YZ,  tunc  (§.  31.)  (e.g.)c  lateribus  x,  y et  /\lo  r 
ctilineo  ab  iis  intercepto , in  concreto  datis  m 
nifesto  in  se  et  per  se  impossibile  esset  Alum  a 
solute  resolvere  (i,  e.)  a priori  determinare  /\l< 
ceteros  et  rationem  lateris  tertii  ad  duo  dati 
nisi  Xy  Y determinentur  , ad  quod  m concreto  h 
bere  aliquod  a oporteret,  cuius  A notum  esse 
atque  tum  i unitas  naturalis  longitudinum  esst 
(sicuti  e est  basis  logarithmorum  naturalium), 
existentia  hujus  i constiterit ; quomodo  ad  usu 
•altem  quam  exactissime  construi  possit,  ,ostend 
fur. 

IV.  Sensu  in  I et  II  exposito  patet , omnia 
•patio  methodo  recentiorum  Analy tica  (intra  just 
lines  valde  laudanda)  absolvi  posse. 

V.  Denique  lectoribus  benevolis  haud  ingi 
Sum  futurum  est;  pro  casu  illo  quodsi  non  £ si 
& re  ipsa  esset , circulo  aequale  rectilineum  co 
strui. 

§.  34.  (Fig.12.)  Ex  d ducitur  dm\\]an  *modo  a 
quenti.  Fiat  ex  d , db\^an ; erigatur  \e  puncto  qu 

Vis  aliquo  a rectae  ab , ac\__an  (in  dba ) , et  demi 
tatur  de[^ac  ; erit  C)ed  :Qjab=  1 : sin  % (§.  27)  t 
quidem  fuerit  dmlllbn.  Est  vero  sin  z non 
adeoque  ab  non  > de.  Descriptus  igitur  quadrai 
radio  ipsi  de  aequali,  ex  a in  bac , gaudebit  pu 

cto[  aliquo  h vel  o cum  bd  communi.  Priori  in  c 
m manifesto  ; in  posteriori  vero  erit  (§.2- 

(QmozzQsd)  : Qmbzzzl  : sin  sob,  ade©quefc*:=tf0 

itaque  fiat  mob\  erit  dm\\\bn.  v 
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§.  35.  (Fig.18.)  Si  fuerit  8 reipsa ; docettl*  re* 
asi  t>ta  ad  y\li  acuti  crus  unum.  L-ris  ? quae  ad  alie* 
rij  ism  IU  sit,  hoc  modo.  Sit  am\__bc , et  accipiatur 
tj  ibzztic  tam  parvum  (per  §.19.),  ut  si  ducatur  bji\\\am 
[$•  31.),  sit  abn  > y\lo  dato.  Ducatur  porro  cp\\\am 
(§.  34.)  5 fiantque  nbq , ped?  utrumque  = /\lo  dato  ; 

et  bq , cd  se  mutuo  secabunt.  Secet  enim  £<p(quod 

per  constr . in  cadit)  ipsam  cp  in  e;  erit  (pro- 
pter bn^icp)  ebe  <Cccb , adeoque  ec<eb.  Sint  e/ 
— ec  , efr=  ecd , et  fs\\\ep  ; cadet  /?  in  £/r.  Nam 
cum  b/iHIcp,  adeoque  /y//ll|ep,  atque  #/2||J/>  sit; 
erit  (§.  14.)  fbn+bfs  <Z  (2R^zfbn  + bfr)  ; itaque 

!>/r<C£/r.  Quamobrem  /r  secat  cp,  adeoque  cd  qiio 

que  ipsam  rq  in  pnneto  aliquo  d . Sit  iam  dg—dc , 
atque  dgt—dcpzngbni  erit  (cum  cddhgd  sit)  b?i£* 
gt£zcp*  Si  fuerit  lineae  L formis  ipsius  bn  , pun- 

ctum  in  bq  cadens  k (§.  19.)  , et  axis  kl ; erit  bn£s 
kl , adeoque  bklz^  bgt—dcp  ; sed  etiam  kl£*cp:  ca- 
dit ergo  k manifesto  in  g , estque  gt\]\bn.  Si  ve- 
uro  ho  ipsum  bg  L.liter  bissecet ; erit  Ao|jj£/*  con- 
structum. 

§.36.  (Fig.10.)  Si  fuerint  data  recta  cp  et  'planum 

a** 

mab f atque  fiat  c^L  mab  ^ bn  (in  bcp ) L.£c,et  cq\\\ 
bn  (§.34.);  sectio  ipsius  cp  (si  liaec  in  bcq  cadat) 
cum  bn  (in  cbti),  adeoque  cum  mab  reperitur.  Et 
si  fuerint  data  duo  plana  pcq  , mab , et  sit  c^L* 
mab  , cr  Lp<^, atque  (in  bcr)  bn  L,bc>  cs]_cr\  cadent 
bn  in  mab , ef  cs  in  pc^  ; et  sectione  ipsarum 
(si  detur)  reperta  , erit  l^iis  in  pcq  per  ean* 
«em  ad  ct  ducta,  manifesto  scsctio  ipsorum  mutt 
gcq. 

I 

§.  3f.  (Fig.7.)  In  mtn\\\bn  reperitur  [tale  «,  ut  sit 


( 23  ) 


y 

pe 

d 


h» 


@m£zbn;  si  (per  §.  34.)  construatur  extra  nbm , g-f 
et  fiam  bg\_gt , gc—gb  , atque  l!k#i  po- 

naturque  ita,  ut  efficiat  cum  /£-6  /\lum  illi 

aequalem,  quem  cum  facit ; atque  quaera- 

tur  (per  §.  36.)  sectio  ipsorum  tgd,  nba  ; fiat- 
que  ba[__dq.  Erit  enimvero  ob  Alorum  E lineo- 
rum in  JF  ipsius  bn  exortorum  similitudinem  (§.21.) 
manifesto  db—da , et  amdBzbn» 

Facile  hinc  patet  ( L lineis  per  solos  terminos 
datis)  reperiri  posse  etiam  terminos  proportionis 
4tum  ac  medium,  atque  omnes  constructiones  geome- 
tricas , quae  in  £ in  plano  ifiunt,  hoc  modo  in  JF|kn 
absque  XI.  Axiomate  perfici  posse.  Ita  e.  g.  IR  in.  fer 
quotvis  partes  aequales  geometrice  dividi  potest,  si 
sectionem  istam  in  £ perficere  licet. 


§.38.  (Fig.14.)  Si  construatur  (per  §.37.)  e.  g, 
nbq—~^  R , et  fiat  (per  §.35)  in  S ad  bq  LrU 
amlWb/i,  atque  determinetur  (per  §.  37.)  jm^bn} 
cfrit,  si  ja—x  sit , (§•  28.)  X=1  : sin  -y  R= 2 , at- 
que x geometrice  constructum. % Et  potest  nbq  ita 
computari,  ut  ja  ab  i quovis  dato  minus  discre- 
pet, cum  nonnisi  sin  nbq—  1 esse  debeat* 


§.  39.  (Fig  19.)  Si  fuerint  (in  plano)  pq  et  st , L 
Ii  rectae  m?i  (.  27,),  et  ab , cd  sint  l_res  ad  mn  ae-  ^ 
quales  ; manifesto  est  &dec^Ei&bea  , adeoque  /\li  j \ 
(forsan  mixtilinei)  ecp  , eat  congruent,  atque  ec~  [ 
ea.  Si  porro  cf—ag , erit  &acfEz&cag,  et  utrum-  ^ 
que  quadrilateri  fage  dimidium  est.  Si  fage,  hagk  j 
duo  eiusmodi  quadrilatera  fuerint  ad  ag%  inter  pq 
et  st ; aequalitas  eorum  (uti  apud  Euclidem)  , nec  { 
iion  Alorum,  age , agh  eidem  ag  insistentium  , ver- 


ticesque In  pq  habentium  aequalitas  patet.  Est  por-  1 
3ro  acf=cag  ^ geq—ega  , atque  acf + aeg+gcq—2It 

fi i®  «SSi  ‘ ’ " 
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32.),  adeoque  etiam  cag+acg+cga~2R ; ita- 
que in  quovis  eiusmodi  Alo  acg  summa  3 /\l0riim 
~ 211,  Sive  in  ag  (quae  II  mn)  ceciderit  autem  're - 
vta  ag  , sive  non  ; Aloiuin  rectilineorum  age , agky 
tam,  ipsorum  , quam  summarum  /\lorum  ipsorun - 
, aequalitas  in  aperto  est. 

§.40.  (Fig.  20.)  Aequalia  Ala  abe , ( abhinc 

rectilinea)  uno  latere  aequali  gaudentia , summas 
,/\ lorum  aequales  habent . Nam  dividat  bifariam 

tam  «c  quam  , et  sit  pq  (per  c ) ll  cadet 

in pq.  Nam  si  ha  ipsum  mn  in  ^puncto  e,  adeo- 

que  (§.39.)  ipsum  pq  ad  distantiam  ef=eb  secet ; 
erit  &abc—f\abf , adeoque  et  £\abd=[\>(ibf,  unde 

d in  f cadit  : si  vero  bd  ipsum  mn  non  secuerit, 
isit  c punctum  , ubi  Lris  rectam  . ab  bissecans  ipsum 

pq  secat,- atque  gs—ht  ita,  ut  st  productam  bd 
in  puncto  aliquo  k secet  (quod  fieri  posse  modo 
simili  patet,  ut  §.4.);  sint  porro  sl=sa , lo  11  st , 

'Vy  A\_y 

atque  o sectio  ipsorum  bk  et  /o:esset  tiim  A«^/~ 
A ab  6 (§.39.)  , adeoque  A abc^>  &abd  (contra  hyp)* 

§.  41.  (Fig.21.)  Aequalia  £±{Sabc , def,  aequali - 
bus  /\loruin  summis  gaudent . Nam  secet  mn  tam 
ac  , quam  bc  , ita  tam  df  quam  bifariam,  et 
sit  rs  !l  m?i , atque  to  II  pq\  erit  L/i»  ag  ad  rs  aut= 
Lii  dh  ad  to , aut  altera  e.  g.  dh  erit  maior  : in  quo- 
vis casu  Qf)df  e centro  a cum  gs  punctum  aliquod 
h commune  habet  , eritque  (§.  39.)  &abk=&abc— 
Est  vero  Qakb  (per  §.  40.)  /\)o  dfe  , ac  ('per 
§.  39.)  /\}v  aequiangulum . Sunt  igitur  etiam 
£±CSal>c,  def  aequianguta. 

In  $ converti  quoque  theorema  potest.  Sint  enim 
\{SCS  abe , def  reciproce  aequiangula,  atque  /\bal— 
(\def ; erit  fper  praec.)  alterum  alteri  , adeoque 
euam  CSabc  /\}o  abi  aequiangulum,  et  hinc  mani» 
festo  bct-Y  blc+ cbl=2R.  Atqui  (ex  §.  31.)  cuiusvis 
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Aii  Aiorui»  summa  in  S,  est  <2/?:  cadit  igitur  . 

in  c* 

§.  42.  (Fig.22.)  Si  fuerit  complementum  summae 
lorum  A11  ad  2/?,  w,  Ali  def\e ro  e;  est  Aa/^( 

: A def=zutv.  Nam  si  quodvis  Alo*uin  acg  , 

A/e  sit=rj»,  atque  A abczzmp,  Csdef— 
np\  sitque  s summa  /\lorum  cuiusvis  A1*  q»°d  = 
p est;  erit  manifesto  2 R — u—ms — (m — 1)  211=21 
* — m (2/t— s)  , et  u= m (2 R — s)  , et  pariter 
(2R~—  s).  Est  igitur  £±abc  : A def—  m : nzzu  : 0.  A( 

casum  incommensurabilitatis  Aloruui  a^c  > qua- 
que extendi  facile  pater. 

Eodem  modo  demonstratur  Ala  *n  superficii 
sphaerica  esse  uti  excessus  summarum  /\lorum  eo  1 
rundem  supra  2 R.  Si  2 /\}l  A1*  sphaerici  recti  fu  a 
crint , tertius  z erit  excessus  dictus  ; est  autem  A | 

Z f 

istud  (peripheria  maxima  p dicta)  manifesto=  £jj 
p* 

(§.  32.  VI.);  consequ  quodvis  A?  cuius  /\lorun 

m7\  f 

zp*  ! t 

exeessus=£,  est=  — a * , 


§.  43.  (Fig.15.)  Jam  area  /\}i  rectilinei  in  Spei 
summam  /\lorum  exprimetur.  Si  ab  crescat  in  in  fi 
nitum  ; erit  (§.  42)  &abc  : (7? — u — v)  constans.  Esi 
Vero  [S^abc  baeti  (§.  32.  V.)  , ct  R~-u—v 

z (§.  1.)  ; adeoque  bacn  : z=  &abc  : (i?— «■— e)  — 
lac'n'  s z'.  Est  porro  manifesto  btlcn  : bd'c'n'—r  : r E 
=tang  * : tang  z'  (§.  30.).  Pro  y'  \ o autem  est  1« 


bd'c'n * 
bac'ny 


1 , nec  non 


1 ; consequ. 


fedeji  : bacnzi itang  % : *.  Erat  vero  (§.  32)  bdent**  fa 
riZzi2  tang  z\  est  igitur  bacnzSlzt**  Quovis  Alo  cu-  loj 
ius  y/\ lorum  summae  complementum  ad  2/?,  *esti  fti 
in  posterum  breviter  A dicto , erit  idcirco  A—*1*  P 
Facile  hinc  liquet  , .quod  si  (Fig.14.)  •rj||awi  o 


#t  roJ  ab  fuerint;  arca, inter  ©r,  st.be,  compte* 
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IheUsa  (quae  manifesto  limes  absolutus  est  areae 
triangulorum  rectilineorum  sine  fine  crescentium  , 
seu  ipsius  pro  zi — \ 2R),  sit  = «*2==©*, 
limite  isto  per  □ denotato,  erit  porro  ( Fig.  35) 
(per  §“30 ) tang*2  □ ~Qr  in  & (§  21)=0  * 

(per  § 32.  VI.  si  chorda  dc  , s dicatur.  Si  jam 
radio  dato  s,  circuli  in  plano  fsive  radio  L formi 
circuli  in  F)  Lriter  bisccto  , construatur  (per  § 34) 
\lb  ]((=£=  cn  ; demissa  L-*i  ca  ad  db , et  erecta  Lri 
bm  ad  ca;  habebitur  z;  unde  (per  § 37jtang*% 
radio  L formi  ad  lubitum  pro  unitate  assumto , 
geometrice  determuiari  potest  , per  duas  lineas 
uniformes  ejusdem  curvaturae  (quae  solis  termi- 
nis datis , constructis  axibus,  manifesto  tanquam 
•ectae  commensurari , atque  hoc  respectu  rectis 
lequivalentes  spectari  possunt J. 

Porro  (Fig.  23J  construitur  qliadrilaterum  ex  gr. 
regulare  = □ , ut  sequitur.  Sit  abc~  R , bac  — 

-~R  , et  bc—x;  poterit  X (ex§31.Il) 

Jd  4: 

iper  meras  radices  quadra ticas  expritni,  et  (per  §.37) 
ponstrui  : habitoque  X,  (per  §38,  sive  etiam  29 
Bt  35 f x ipsum  determinari  potest.  Estque  octu- 
plum abc  manifesto  “□  , atque  per  hoc , circu- 
lus planus  radii  s , per  figuram  reet  (lineam  , et  li- 
neas uniformes  ejusdem  generis  ( rectis  , quoad 
comparationem  inter  se  , aequiv alentes ) geome- 
trice quadratus  ; circulus  F formis  vero  eodem 
)fnodo  complanatus : habetur  que  aut  Axioma  Xl 
Euclidis  verum , aut  quadratura  circuli  geometrica ; 
}?tsi  hucusque  indecisum  manserit  , quodnam  ex  his 
uobns  revera  locum  habeat.  Quoties  tang  s2  vel  n ii- 
nerus  integer  vel  fractio  Tationalis  fuerit,  cujus  . 
ad"simplicissimam  formam  reductae)  denomina- 
or  aut  numerus  primus  formae  2W+1  ('cujus  est 
j?tiam  2=2°+ 1)  aut  productum  fuerit  e quotcim- 
ue  primis  hujus  formae  , quorum  ( ipsum  2,  qui 
olus  quotvis  ficibus  occurrere  potest , excipiendo) 
jnivis  semel  ut  factor  occurrit : per  theoriam  po- 

D 
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fyponorum  ili.  GAVSS  (praeclarum  nostri  im( 
omnis  aevi  inventum),  etiam  ipsi  tang£3  □ — 

( et  nonnisi  pro  talibus  valoribus  ipsius  z)  figuram 
recti  lineam  aequalem  constituere  licet.  Nam  divi 
sio  ipsius  □ f theoremate  §42  facile  ad  qnaelibei 
"polygoma  extenso ) manifesto  sectio?iem  ipsius  2P 
requirit,  quam  (ut  ostendi  potest)  unice  «sub  dicte 
conditione  geometrice  perfecere  licet.  In  omnibus 
autem  talibus  casibus  praecedentia  facile  ad  scopum 
perducent.  Et  potest  quaevis  figura  rectilinea  in 
polygonum  regulare  n laterum  geometrice  eonverti, 
siquidem  a- sub  formam  GA  VSSianam  cadat. 

Superesset  denique,  (ut  res  omni  numero  absol- 
vatur;) , impossibilitatem  , (absque  suppositione 
aliqui)  decidendi  , itum  H,  aut  aliquod  (et  quod- 
nam)  S sit  , demonstrare  : wquod  tamen  occasioni 
magis  idoneae  reservatur. 


$• 
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fi 
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ERRATA. 


| , - 1 

§.  1,  l.  G.  pro  ex  a m primum  exit  , lege,  primo 

| non  secat  a m. 


k.  4.  linea  2 pro  ab  lege  ab  ; /.  3.  lege  ( per 
§.  1.),  ultima  /.  lege  nam  ; 

Pag,  4.  pro  6 lege  § 6 ; /.  ult.  pro  ha  lege  b d.  Pro 
bissecare  , lege  ubique  bisecare. 

Pag,  5.  L 5.  a calce  7 lege  af  < ac ; penultima*  et 

-N/  'V 

ult.  /.  lege  a p et  b f, 

5,  7.  Casu  3tio  praemisso  duo  priores , adinstar 
casus  2di  §•  10.  brevius  ac  elegantius  simul  ab- 
solvi possunt. 

L 10.  a calce,  L 4.  lege  tgbn. 

L 11.  L 7.  et  in  calce  , lege  am  ; 

Pag.  9.  /.  2 , pro  prortione , lege , extremitate  por- 
tionis. 

J.  17.  Demonstrationem  ad  S restringere  haud  ne- 
cesse  est;  quum  facile  ita  proponatur,  ut  ab- 
solute (pro  S et  S)  valeat. 

.J.  19.  penultima  /.  et  ult.  pro  c lege  q . 

L 20.  /.  2 post  19  claudatur  , linea  penult.  lege  . 
L lineas. 

L 21.  /.  J.  deleatur  comma  post:  in;  et  L penult 

lege  ~7j~  O1- 


L 22.  post  Fig.  9.  claudatur, 
t.  23.  I.  4.  lege,  al—n.cd. 


L 24.  I.  I.  lege  Y—Xx 

[Pag.  11.  in  calce  lege  0 cd,  l.  penult.  lege  Q eu. 
'Pag.  13.  L 7.  et  8 lege  .Q^' 

sin  fJ1  — " 


W»§.  14»  l.  4.  Ieg«  linea  7 lege,  pre  o „ 

-b 

IIJ.  L 3.  lege  ^ , linea  penult.  post  e 1 clan 

ad 

datur;  §.  32.  deleatur. 

Pag»  15.  ante  §.  32.  L penult.  duae  priores  quan  i' 
titatcs  parenthesibus  inclusae  quadrari  debent 
et  primus  terminus  3tiae  exponentem  positivum 
habere.  /.  ult.  lege  a,  J3,  c 
J.  32.  I.  I.  3.  a calce,  pro  liba , lege 

Pag*  16*  l*  3.  lege  linea  4 lege,  atque^;  li([ 


-i 


nea  5 lege  X(X2 — 1)  2 , et  dele  quod  inter  diu 
comitiata  est.  III.  /.  1.  ; £ 5* lege  ~ 


/.  4.  a calce,  quantitas  inclusa  quadretur. 

Pa.  17.  VT.  /.  1.  post  segmenti,  irisere,  z ; 

Pa.  18.  linea  12.  pro  = (§29;.  lege(§  30 ) ; linee 
6.  ante  VII.  dele  £ = Q 2^,  sive;  et  Vili 


linea  5,  lege  — Q — 


Pag.  19.  L 10.  lege  ~e  ; linea  16.  lege  §.  30  ; li- 
nea 13«  a calce,  lege  , III.  et  in  calce,  pro  ipsum  i 
lege,  verum. 

Pag.  20.  /.  15.  lege  leri  pro  here ; linea  3.  a cal- 
ce , lege  (§.  25.)  ; linea  2.  lege  = aol  ; 

Pag.  21.  L 2.  post  unum , dele  punctum  ; et  & 
a.  calce  pro  sesctio,  lege  sectio. 
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N. 
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Ezek?n  kivul  fu  inditbja  es  segilofe  ezcn  munka  kiada 
sanak  elfelej thetlen  kedves  baratta  lett  tanitvanyoin  Med.D.Bu 
gozi  Jakah  'JLajos  vult  • ki  is  jobb  kezemet  kerve  elui  e,  liog} 
kereset  telyesitem  , ot  szaz  Yalto  Rhftot  adott  altal  , az'  It 
mondvan,  liegy  a*  Hazdnak  adja.  Mekkora  kar  az  b elveszte-  'e 
se  , azok  tudjak  ? a’  kik  bl’  esmertek  : az  emberisegert  buzjgt  > 
szive  , ehnejenek  tsendcs  tiszta  vilaga,  koimyii  lelfogasa  , ’i  le 
alapos  mely  nezese , 5s  minden  fitogatastbl  s fiisttbl  idegei  i 
egyszeru  szep  lelke  , igazmondo  egyenesseggel,  ’s  szava*  pon- 
tossagaval  — megannyi  vonasai  az  igaz  talenlomnak  } inellve  1 
minden  i tt  tanittatott  tudonianyokban  , ’ s azok  kozbtjt  kiiid  bs 


\ 


I 


ni 


tibsSn  a*  MathesisMben  kitflndSkulven  $ a1  mindezekkelkul- 
Ifbldtin  6.  ev  alatt  szerzett  kints,  «V  liazai  partokndl  stfllyedett 
fel  — mikeppen  az  ellens^g  a’  vezerro  t i3r  , a*  halal  is  azokfct 
iszamitvan  , kiket  6 egy  hosszu  elet  alatt  tartott  vulna  meg  * 
egyiiek  szemelyeben  inind  ezeket  is  ejtette  el.  — 

Nem  liallgathatom  meg  el  toJbb  kedves  luv  Tanitvanyini 
ozul  Ilentzfalvi  Szdsz  Pdll\  ki  midon  az  oskotai  palya’  ve- 
gerol  a*  foldi  elet’  viszontagsagokkai  telyes  litjara  lepett  v6l- 
a , annak  sarjan  *s  napfenyet  sziinetlen  szaggato  borulatjaiit 
olui  eineltetett , az  OrOkkevalosag  tovabbi  palyaja  folytata- 
sara.  • — Egy  artatlan  romlatlan  ifjuban  , egy  emberseges  em- 
ber  , es  maga  helyen  egy  pontos  teriheszetvizsgalo  , *s  tsilla- 
gasz  veszett  el.  — Az  lij  mathesisi  jegyekbol  , a*  mi  jo,  *nek£ 
koszbnoin  : 6 kapta  ki  a’  nyotntato  miilielyben  fel  szazad  ota 
heVert  betvi-bnto-szer  liasznalasat  , 's  jollebet  solia  se  met- 
tzett  az  elott  , 6 inettzette  a*  jol  kijbtt  jegyeket , *s  ontbtte  i 
s miitatta  ki  onteseket.  — Ez  is  tobbet  tsin.il t,  mint  szollott* 
s kevescbbet  inutatott  mint  volt  $ holott  minden  kitsi  mesz- 
sziie  szokott  kialtani.  — 

Egyataljaban  (keves  kiilbnos  kivetellel)  azon  k<5z  pa- 
lasz  ellen  vagyok  ; liogy  ShakespearVewt  a*  tanitvanyok  lia- 
ionlok  a’  tsemetekliez  , melyek  zbld  leveleikkel  kizarjak  az  6- 
cet  elehozott  napot$ — sot  yissza  mosolyognak.  — A’  kit  megliiit 
iz  , valamint  egyaltaljaban  a’  ki  haladktossagra  szamit  ; nem 
nelto  rea  , szintiigy  mint  a'  haladatlan  a*  nemes  lelkek  soraba; 

Tulajdonkeppen  nem  is  olly’  rosszak  az  emberek,  mint 
i koz  panasz  kialtja  : egy,  nap  se  Ieliet  kimenni  az  litszara  is, 
logy  sokat  ne  lasson  az  ember  , a*  kinek  ne  kbszonliessen  va- 
amit ; legalabb  azt , liogy  vagy  eppen  nein  , vagy  erosebbeu 
lem  bantotta  ineg  — vagy  idejet  nem  vette  el  , legalabb  tcib- 
>et  nem  Vett  el  abbol  , a’  minek  betse  nalunk  oly’  tsekely  y 
logy  tsak  a’  napszamosnal  van  arra  , 's  kiilonben  nem  tsak 
igymastol  biintelen  ragadozzuk  el,  s6t  ezen  pillantatnyi  orok- 
egnek  szamtalan  fattyii  osztozot  k eresiink  , az  igazi  iirbko- 
ok’  karara. 

KOTEIiESSEGEM  MEG  A*  TISZTELT  KOZONSEGNEK, 

jelenTeni  : 

l-ben*  Elpirulok  ezen  munkatskaiiak  oly  keso  kijoten  , 

logy  ktSnnyen  eszibe  jiithat  valakinek,  Mons  parturiebat 

le  nalunk  minden  effele^  ha  kitsi  is,  neliez;  — sok  ideig  kel- 
e varnom  , mig  tsak  ennyi  elofizetes  is  gyiilt , ligy  liogy  a* 
emondasrol  kezdek  vala  gondolkodni  ^ a’  midon  vegre  ott  lat- 
am magamat,  a*  bonnan  inar  vissza  nem,  *s  ele  is  tsak  rom- 
as’  yeszedelmevel  lephettem  — azutan  is  pedig  sok  fatlnnok 
5 betegseg  mellett  , hol  egy  bol  mas  hibazott  ^ a’  jegyekkel  , 
igurakkal  *s  tobb  effelekkel  is  sok  kesleltelo  baj  v61t , ’s  e- 
,yetlen  sajto  , keves  tsak  moat  szaporodott  betiikkel  , sok  e- 


r? 


gyeb  lnunknkkal  volt  elfoglalta  — 'a  m^g  most  Is  a*  inintegy 
fel  esztendotdl  fogva  kijott  elsd  darrab  , a*  figurakra  var. 

2— szor»  A’  2-dik  darabot  magyarul  ak  artam  kiadni$  egy- 
feld!  azert,  mivel  az  elsd  darab  (az  ArithmetikcC  Elejiben  val<»  ■ 
lott  karommal  egyiitt)  szinte  minden  koltseget  el  nyelven,  nem 
lattam  mas  modjat  a*  2 diknak  , hanein  bogy  megro  vidit  ve  ol- 
tsobb  papirosra  tsak  300  at  nyomtattassak  (nem  500  at  mint 
az  elsdbdl)  , mathesisbdl  ennyi  is  felesleg  leven  nalunk; — inas- 
feldl  igy  Hazamnak  egy  kozhasznii  konyvet  adni  remenylettem, 
melyhez  az  elsd  darabot  is  ugyan  magyarul  hozza  alkalmaz- 
tam  volna  : de  az  eldfizetdk  kdzul  tdbben,  a’  kiknek  tanatso- 
kat  meg  nem  vethetlem,  azt  kivantak  , hogy  liu  az  elsd  deak, 

masodik  is  ugy  legyen. 

3- szor.  A*  tiszta  Mathesisi  muszdkra  nezve  is,  mel- 
lyeknek  egy  reszevel  az  Arithmetika  Elejiben  M.  Edsdr- 
helyt  1830  eltein  5 ?s  a'  tobbit  az  emlitett  2-dik  darabban  niu- 
tattam  volna  ki  ; kovetkezdket  jelenteni  hazaliui  kotelessegem. 

I.  Azoknak  formalasaban  ezen  baroni  fd  regulam  volt: 
«).  bogy  a*  mennyiben  leliet  rdvidek,  a’  nyelv'  termesze- 
tebdl  folyok  , legalabb  azzal  nem  ellenkezdk , kdnnyen  meg- 
szokhatok  , 's  tudvanyba  vald  igaz  belatassal  a*  dolog  terme- 
szetere  mutatdk  legyenek. 

b.)  bogy  azonegy  szo  ne  tegyen  kiilombozdket ; 
hogy  egyebet  jelentsen  , egy  kis  helyes  valtoztatas  engedtessek 
mcj. 

r.)  hogy  a’  mellyeket  okvetlen  sziikseges  inegkuloin- 
tetni  , azoknak  ktilon  (ha  lehet  mas  atyafiasbol  formalt)  nev 
adattassek. 

A’  mi  az  elsot  illeti : vilagos,  hogy  a*  kezdd  annal  ne- 
hezebben  erti  a*  dolgot  meg.;  minei  ^iilombdzobb  a’  szonak  tu- 
lajdon  ertelme  a*  tudvanyitdl,  ’s  annal  konnyebben  erti  meg, 
minei  inkabb  magara  a’  dologra  mutat.  A’  kurtitas  pedig  tui 
mehet  a’  hataron  , de  azon  beldl  konnyit  : hogy  lenn e kepes 
egy  felsdbb  mathesisi  dolog’  eleadasa  azon  nemzetnel  , mely 
a*  3 -at  Polertarirorunkuralunk  nevezte  ? ’s  az  Analysisi  ro- 
vid  's  okos  jegyek  melly  igen  megkdnnyitik  a’  kiilonben  at- 
ht  tlan  dolgokat  — mely  rovid  ’s  mathesisi  lehet  a’  felsd  le- 
uyek  nyelve  ! — 

Azert  tsak  moddal  legyen  , sok  a*  szokatlanSag  miatt 
elebb  visszataszito  , azutan  inegertve  szokotta  lessz  — :nen- 
nyi  pelda  nints  erre  az  ujabb  iddkben  i melly  szokatlan  vala 
elebb  at,  gyonyor  - Jcellemes  kellemeles  hellyett,  hdzvellen 
kdzvetetlen  liellyett  ’s  a*  t.  Igy  jdveny  , nyugalom  tlirelem  , 
gydzelem  , veszelem  etc  : az  effele  ujitas  kdnuyu  leven  , mi- 
helyt  szabad,  omlik  inindenfelol — k.*ir,  hogy  Erbschaft  nem  bar 
drdkmeny,  orbis  qg  Ewigleit  lielyett  oly  hosszu  szoval  e- 
liink  , uiintha  azzal  akarnok  kifejezni.  — 
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A'  2-dikra  nezve,  bajt  tsinalvan  n*  szeg  Nagsl  , mellv 
szint  is  teszen  • mivel  szeglet  , zugoly  (Winkel)  igen  hos9zuk 
az  osszetetelben  : manubia  Dugonits  szerint  Winkel  «zogmek, 
mikor  szeg  szint  teszen,  hagyatnek  el  az  s ; vagy  szdg  tenue 
a*  szint  , ‘s  zeg  vagy  zdg  lenne  Winkel;  meg  mons  es  apex 
is  lehetne  hegy  es  hdgy. 

A*  2-dikra  *s  3-dikra  nezve  , legyen  szabad  peldaul  hoz- 
ni  ele  : Id  Zeit,  ido  Wetter,  Vil  ( az  honnan  villam)  Licht, 
lEildg  Welt  ; han  (mintegy  ha  ! n !)  Schall  , hang  tor.us 
vagy  megforditva  ; Nap  Sonne,  viradtol  estig  Napp  (lehetne 
Vily)  ; dies  solaris  napi  hetdelkoz  (roviden  az  illy  dies  dii- 
\hdz).  Densitas  torri,  tomeg  (“Fogarasi  szerint)  massa. 

Az  1-sore  ’s  2-dikra  nezve,  legyen  szabad  a*  hol  egysn- 
lot  mondani  hosszas  volna,  eggyel  jelenteni  ki,  2 gyre\,  hogy 
egy tol  unum  megkiilombbztessek  ( p.  o)  eggyoldalu  hdro/n - 
szdg  nem  1 oldalu  hanem  egyenld  oldalu  hdro/n ; zdg  et  te- 
gyen. 

II.  A'  Dugonits  *s  Pete  muszavain  kivul  masokat  nem 
:lattam  ; 's  egyataljaban  meg  a*  kezdeten  vagyunk  : — de  ha 
tBgyfelol  elpirulunk  , midon  a’  Mathesisben  mas  nemzeteknek 
tanitoi  eppen  nem,  tanitvannyi  is  (annyira  a*  mennyire  is)  ke- 

«resen  vagyunk;  masfelol  hogy  valaha  tanitoi  is  lehessiink,  ei- 
}iinh  legaldbb  most  mig  ideje  vagyon  , eppea  ezen  elmara - 
mdsunhbol  szdrmazott  ollyan  jussunfcal,  ahnellyet  mas  ncmze- 
| tek  mar  elvesztettek  ; a*  midon  inar  regen  a*  Mathesis’  bbltsoi 
inyelvet  forditvan  le  , sok  ollyan  szok  gyokereztek  a’  szazadok- 
|;ba , mellyek  a’  tanulo,  elmejet  a*  tudvanyi  ertelemtol  felre 
ronjak.  Befolyasa  van  ennek  a’ nemzeti  kimivelodesre.  — ^ 

III.  Engedtessek  azert  meg,  Hazank  's  Neinzetiink  ne- 
jevreben  ! az  a’  keres  : hogy  a'  mathesisi  muszok  adasaban  , e- 

gyik  fo  tzel  legyen  , hogy  azok  a*  mennyire  leliet  tudvanyi 
).  belatassal , a’  kifejezendo  dolgokra  mutassanak. 

Batorkodom  a’  Fdbbekre  nezve  kovetkezo  probat  ide 
n tenni,*  minden  jobbnak  elfogadasara  valo  keszseggel. 

Az  emlitett  Aritlirnetilca  (Td-mennyiseg  tudvdny)  Ele - 
miben,  a*  tbbbek  kbzt  kovetkez5  nevek  adattak  , az  holott  is 
» i*  kivant  okok  is  (valamint  ezen  els5  deak  darabban  is)  meg- 
Italaltatn  ak. 

Spatium  Ur  ( az  honnan  ures,  az  az  a*  miben  Coda  ert- 
ve  csah)  iir  van.  Tempus,  id,  tempestas  ido  , quidditas  mi- 
l1^,  quantitas  (/ nidseg  mintegy  azon  kerdesre  eredve  mi  id?), 
tugyantsak  maradhatj  mennyiseg  , qualitas  millyseg  ; pars 
resz  , portio  darab  , continuum  szakadatlan,  tekinteti  (da- 
rabi ) egyenloseg  , tehiiiteti  / nennyiseg  ; positiv  , negatio 
(mathesisi  ertelembeuj  ^4  (fcereszt'),  — i ( vonds Jmennyiseg ; az- 
iz  a*  midseg  bizonyos  millyseggel  (melly  >j«  , *-«  jeggyel  je- 


TI 


]«nfetik  ki,  hogy  az  eszet  §gy4hre  ne  vigye)  , «ztfli  ezt , ( pag,t 
22  ) ; vagy  amaz  , bizonyos  hatarozatu  , ez  eilenes  haA 
tdrozatu,  — ay  vontjci  «nak,  vagy  ellenesse  (oppositum). 


Sumrna  meghagyatik}  ugyautsak  lehetne  oszvet  is 


Addere  summdzni • subtrahere  potlekazni  ( potlotdrsqz • 


nO  i subtrahendus  pallando  , minuendus  -summa  y diffe 


rentia  potlek  ( vagy  potlutdrs ) , differentia  ipsius  P ab  8 , 
Ynek  potleka  Sre.  a — b\ c,  a *$  vontja  bnek  meg  c, 

Series  sor7( arithm.  eggypotleki, geoin.  eggyrneretift  mensu-, 
rare  B quoad  A,  merni  Bt  A val,  mensura  merte ky  B mertje  «* 
merteknek  , fractio  meret ? Unitas  fbmertek7  numerus  integer 
egesz  &zdmy  fractio  vera  tbrt  egy7  proportio  geom.  eggymeret ^ 
A ita  est  ad  B , uti  a ad  b ■,  A annyidja  Bnek  mi  ut  a bnek. 
Multiplicare  a per  B,  eggymertezni  at  Bvel  (roviden  rner-~ 
teznij-y  az-az  ollyan  mertet  adni  anak,a’  millyen  rnert  B (az 
az  a’  millyen  mertje  B a’  fomert^knek) , multiplicator  B JoA 
mertC vagy  mertezo ),  a multiplicandus  telt  mertek  ( vagy  mer- 
tezendo ),  factum  eggymert , factores  meroh. 

Ugyautsak  lia  szerzeni  helyett  egyszer  se  mondattat- 
liek  s zerezni  , meg  ezzel  is  inkabb  lehetne  a’  roszszul  neve-; 
zett  sokszorozds  helyett  elni  ; factum  szerezet  lenne  ’s  a’  t. 

Dividere  b per  a , 6re  pdrazni  (vagy  meiGtarsazni , 
riSviden  mertarsazni ) at  : dividendus  tett  eggymert  , divi- 
sor fomero  ( vagy  parazando)  , quotus  merotars  (roviden 


mertars ) ;y  b divisum  per  a , bre  pdrja  «nak.  Kar  hogy 


2.3  zz  24:4  helyett  nem  mas  jegyeket  vettek,  ^(p.  q.)  2 '3 
24\4.  (az  irasbeli  l ’s  2 pontra  nezye). 

Elevare  a ad  potentiam  exponentis  qy  eggymerdzni  at 
q rangal  roviden  ^val)  ; '&  ha  B ezen  potentia,  B az  «nak 
q rangu  (eggymerozetj  ey  ’s  Bnek  ay  q rangu  alapmcro/eB 
radix  exponentis  q ipsius  B ; alapmerozni  Bt  q ranggal  (ro-1 
viden  </val),  radicem  exponentis  q extrahere  ex  B. 

Logaritliinus  rangjel , basis  communis  kbzalapmero  , 
vagy  Icbztalp. 

Vagy  kovetkezo  nevek  is  lehelnek  : at  ^val  rangozni) 
<mak  q rangja  B , Bnek  ay  q alrangja  , Bt  lerangozni  qr alJ 
Vagy  : at  qV a emelni  , B «nak  q rangu  enbeletje , ci 
Bnek  q rangu  emeltje  , Bt  q ranggal^wwiden  gval  emely 
tezni . Radix  quadrata  felrang  a’  t. 

Quantitas  imaginaria  vonds  egyi  midseg , (Tom.  L pag.l05).j 
Proportionalis  geoin.  inedia,  eggymereti  kozep.  Termi-ls 
nu 8 iz  , polynonium  lobb-izet  , binomium  ket-izet , terminus! 
$eriei  sor-izy  terminus  generalis  iz-kepy  poelTiciens  iz-fomerlm 
Functio  kaz  kep  , series  incrementorum  nuvtL-sory  dif-j 
ferentisle  nbvet-sor-iz  kep  (roviden  ndvet-izkep > , coelliciens 
differentialis  nbvet-iz  j orner  t , integrale  summazat.  Calcu- 
lus variationum  kbzkepes  kbzkep  vVsgdlat. 

Aequatio  egyenlet\  limes  veghatdr , (comma  voncit^  in-. 


commeesurabile  osszemerhetlen ; decimales  notae  tizedes  he~ 
lyek  ; expressio  kifejezet. 

Analysis  combinatoria , szeclet  *s  rcikcit  vi’ sg alat  , 
permutatio  elrendelet  (roviden  rendelet ),  variatio  isnietlet 5 
ainbo  , terno  etc.  kettos  szedet  , hdrrnas  szedet  - — vagy 
kettbzet  , hdrmazat  — hetszeretje  , hdromszoratj  a - - - 
valaminek  , dupluma  , tri  pluma 

Superficies  /e/y,/ep(az  honnan  lepedo,  lepel),neha  kiilet, 
coipus  geometricum  Ur-test $ feret  , area  ba  superficiesrol 
van  szo,  soliditas  ha  corpusrol  van  szo  (ez  leliet  /e/y  is). Planum 
, (horizontale  vagy  vizardnyu  lap  Verticale  fiig - 

vagy  fuggeny^  linea  , forma  megbagyatnak  } figura  Xerz- 
sectio  vdgatj  recta  egyen  arcus  iv  , corda  /zzzr  , radius 
sugar , centrum  hozeppont , sphaera  gbmb0  Cylinder  /lenger , 
Cubus  , angulus  , triangulum  hdromszbg  , polygo- 

num tdbbszdg  (regulare  rendes ) } circulus  £d>.  A*  gumben 
kezdve  eddig  jDz/^o/zzYsbol  vetettek.  Angulus  rectus  negyed 
szdg  (t.  i.  a*  szog  tekinteti  mennyiseg  , a’  szarai  kbzt  levo 
lvben),  lgy  60  grad  hatod  szog,  45  nyoltzad  szog  (mind  az 
egesz  karimara  ertve) Apex  anguli  szbghegy , anguli  ver- 

ticales tovi  szogek  5 anguli  alterni  dtellenni  szogcfcj  vagy  z 
fonna  szogek}  szdgnek  (vagy  conusnak ) verticalissa  , az  6 to- 
vi tdrsa  Perpendicularis  rd  alio  ( vagy  rOvideu  dllo).  Dia- 
gonalis dtlo  , diameter  hettelo  (vagy  hettezd'). 

Parallelum  e^yi:o^w(Dugonits),(tagasabb  ertelemben  eggy- 
lcbzih );  paralellogrammum  lap-eggylbzeny , prisma  iir-eggykb- 
zeny $ Rhomboidea,  Rhombus  dii  It  eggyh  bzeny ; (roviden  dil- 
leny^)\  Rhombus  eggyoldalu  diileny , rhomboides  nemeggyol • 
cZa/z/  diileny  , vagy  roviden  amaz  diileny , ez  eggyoldaldny  foda 
ertve  , hogy  az  oldalai  egyenlok),  quadratum  rendes  negy 
szog  (roviden  negyeg).  Rect angulum  oblongum  hosszuka  dl~ 
Idiny  (roviden  dlldny')  ; reetilinea  figura  egyeni  leritek  : fi- 
gura plana  lapi  heriteh , figura  sphaerica  gorribi  heriteh 

Focus  fzzs j>07z£  , tangens  erintd  , asymptota  szinte  e- 
ro . Abscissae  /o  zi/«£  , ordinatae  al-utah  (nem  al  iitak)-Lasd 
az  Arbort  ezen  darabban).  Az  ahitak  lehetnek  1-so  *6  2-dik 

rendiieh Cathetusok  befogoh  , hypothenusa  dtfogo.  Sinus 

vegtdv  (az  £v’  vege  tavja  a fo  kettezotbl  p.  456)  5 cosinus 
hozeppont  tdv  (rdviden  kbzpont  tdv):,  sinus  versus  kezdet  tdv 
(az  iv  kezdete  tavjat  ertve  , ’s  mind  a’  ket  utobbit  a’  sinus- 
tbl  ertve),  secans  vago , complementum  pbtleh-lv  , cosinus  pot- 
lelc  oegtdv (roviden  potvegtdv)'#  a'tbbbi.  Pyramis  teteny , conus 
isitp  ( az  honnan  tsupa),  vagy  horteteny ; lgy  hdrom-szbg  te- 
teny , hdrom-szog  iireggyJcbzeny  ; Parallelepipedum  zzr- 
lap-eggykbzeny , ha  rectangulare  iir-ddldtny  y (vagy  Dugo- 
uiltsai  tegldny)  Pyramis  truncata  elszelt  teteny  , (vagy 


fz elt  teteny),  igy  szelt  tsup.  Conicae  sectiones  t$up  vdgatok  : 
parabola  eggytdvu  (mindenik  pontjat  azon  egy  poiittol  , a’’ 
iiizpontol  ? '5  az  on  egy  egyentol  ertve)  ; ellypsis  kissebb, 
tdvu  , byperbola  nagyobb  tdvu  ? (a'  ponttol  mint  az  egyentol  I 
«rtye).  Vagy  az  elso  2 kuzepetlen  tsup  vagat , a’  masodik  r 
vissza  tero  , a*  harinadik,  kozeppontos  vissza  nem  ter b.  Yagy 
az  elsb^  2 karu  , a’  2-dik  , vissza  tero  , a’  3-dik  4 karu  , (a' 
tsupat  az  b toyi  tarsayal  egyiitt  , vagy  p.  101  szennt  veve J. 
Ecpentricitas  tiiz  *s  kdzeppont  tav$  radius  vector  tiizpont-su- 
gdr7  parainetev  tiizpont  Jiur. 

Pes  quadratus  , cubicus,  terjlab  9 tely-ldb  (a’  Pallerok 
fzamitasa  szerint,  Arithmet.  Eleje  p.  128).  Simile  hasonlo , ho- 
mologum eggyfekvesii  , (neha  megfeleld). 

Propositio  mondatydny  , (sbt  rbviden  mondat ),  tetel% 
tet , theorema  okvciro  tet , problema  feladat , felado  tet  , 
resolutio  megfejtes  r yegbe  vitei  ? demonstratio  okmutatas . 
Intuitus  bn-ldtvany , axioma  bn-igazsdg  , alap  igazsag  , o/zr 
latvdnyi  tet.  Lemma  seged-tet  *s  a*t. 

Scientia  tudvdny  , oktudvdny  vagy  tanvany  r okada - 
/o/rz  vagy  okalom , scientificus  okdisz  , a*  honnan  okdszat  is 
lehet,  mint  vadasz  vadaszat  3 fenyesz  3 fenyeszet,  ditsesz  , di- 
tseszet  '$  a*  t. 

4 -dszer.  A*  Caputak  etc.  helyett  , akarmellyik  osz- 
talyt  lelietne  betii  vagy  szdmkeppeL  fejezniki  , (nem  kiilpm- 
ben  a*  plantat  ’$  sok  egye.bet  is)$  tsak  a*  felosztasnak  ugyan- 

azon  graditsfogaii  levo  osztalyok  , 1-sb , 2-dik , kiilbm- 

ben  azonegy  osztaly-nevvel  kulombbztessenek  ineg  : balrol  az 
elso  sz,am  tpgye  az  aimyiadik  legelsb  03ztalyt,’s  akarmellyik  szam 
tegye  az  elbttevalonak  felosztasa’  elso  fogau  levo  annyiadik  osz- 
talyt  , a’  mekkora  azon  szam  } (ha  a*  szam  9-et  meghaladna, 
a'  ketfelol  bezartat  egy  szamnak  veve).  Igy  *34ll2.  Yagy 
•34ll2-Jik  resz  lenne  az  3-dih  fdresz  4-dik  aliesz  l-so.  fb- 
©sztalya  elso  al-osztalyanak  2-dik  fdszakassza , *s  viszont  ez 
ugy  irodnek  le.  Ugyan  is  ezen  osztalyokat  as  12-dikig  le  igy 
lehet  nevezni  : fbresz  , alresz , jdosztdly ? alosztaly,  fosza- 
kanz  , alszakasz  , foszak  , alszak  ? fo  tzikkely  , «/ 
kely  i fotzikk)  al  tzikk  ; mellyet  rneg  tovabb  is  lehet  folvtatni 
iz , izetske  ’s  tbbb  nevekkel^  noha  romai  szamokkal  *s  kozon- 
segesekkel  , *s  mas  jegyekkel  is  lehet  az  alabb  oda  tartozokat 
fnegkuliimboztetni.  Elbi  is  lehetnek  ineg  kunyv  , darab  , sbt 
fodarab  , al  darab  nevek  is.  A’  melly  szamnak  eleadasara  , 
a*  sziiksegesek  ineg  azon  a*  helyen  nintsenek  ineg  $ a’  hol  mar 
mcgvannak  , kipotlasat  oda  lehet  tenui,  eleibe  irva  , inellyik 
czdmnak  kipotldsa. 

Legyen  ezen  osztas  modjara  peldaul  az  Ur  tudvdny. 


IX 


ELSO  FO-RtSZl  aaf  rnek  nlap-szeml<?I(*se;  lep , s Tljkor 

kiilet)  lineciy  pont , forma  , ; 3 egyes  /ff  mo«- 

i gds  ; egyen  , /ap  , £o> , *s  egy<?b  alap-kepzetek 

(vagy  kepezetek ),  e«  alap-igazsdgoh  ; mellyek  e- 
zen  elso  darabnak  vegen  pag.  442-ton  kezdve  talal- 
tatnak. 

•2,  MA&ODIK  FO-RESZ  : leszallas  a’  lapra;  lap-tudvdny 
(planimetria). 

•21.  fi/so  cilresz  : veges  szamu  5 egyenekkel  *s  ket  elso  fo- 
mivvel  , ( constructio  geom.  sensu  stricto'). 

•211,  Elso  fo  osztdly  : azon  fonnak  , mellyek  ennek  elsoben 
szembebtlo  szarmazatjajnak  egyinast  vagasa  vagy  nem 
vagasa  altal  erednek. 

^2111,  Elso  al-osztdly  : ,a’  feret  vizsgalasa  nelkuJ, 

•21111.  Elso  fo  szahasz  : nem  vagasa. 

Alszakaszoh  : (i-so  , 2-dik  , 3-dik^  : ket  egyennek 
*s  fttbbnek  , ket  kornek  ; egyennek  ’s  kornek. 

•21112.  Mdsodik  fo  szahasz  : vagas. 

•211121.  E/so  al  szahasz  : szoggel  valb  va’ga’s. 

•2111211.  Elso  fo  szah  : tsnpa  egyenek  egyinassal. 
21112111.  £/.90  alszah  : ket  egyen  5 (4-ed  szog  , tompa 

szog  , hegyes  sztfg). 

21112112.  Mdsodik  alszah  : 3 egyen. 

211121121.  Elso  fotzthhely  : tsak  egyik  par  nem  vagj a egy- 
inast , kinyujtva  is. 

211121122,  Mdsodik  fotzihkely  : mindeuik  vagja  egyinast; 
ionen  a*  hdrom  szogeh . 

2111211221.  Elso  altzikhely  : a*  haromszCgek,  egyenlosege- 
nek  feltetei. 

2111211222.  Mdsodik  al-tzikkely  : A*  harom  szog  oldalainak 
’s  szembelevo  szogeknek  koltsbnos  fiiggese  : az  lion- 
nan  a’  haromszoget  megliatarozo  adaioktol  , a’  meg 
nem  adottakat  felszainitni  tanit  a’  Trig.  planci  az 
: ezen  szamot  illeto  kipotlasban. 

r 21112113.  Harmaclik  alszah  : 4 egyen. 

• 211121131.  Elso  fotzihkely  : lia  nints  olly  ketto  , melly 
kinyujtva  egyinast  ne  vagja. 

i 211121132.  Mdsodik  fotzihkely  : lia  van  olly  ketto,  melly 
egyinast  ne  vagja. 

t 2111211321.  Elso  altzikkely  : lia  a*  mas  ketto  is  illyen;  te- 
it  liat  mivel  vagas  van  , ezen  partol  a’  inasik  vagatik  , 

(parallelogr  amnium). 

ir  2111211322.  Mdsodik  altzikkely  : lia  tsak  egyik  par  ol- 
ik  lyan  ; tehatez  vagatik  a’  inasik  nem  ollyantol,  fa' 

hasonlatossdg  cdcipja)  ; innen  a’  haromszogek'  lia- 
sonlatossaga  feltetei. 

J1112114.  Ncgytdik  alszah  : tobb  akarhany  egyenek. 


•211121141.  Elsd  fdtzikkelyi  egyenekbol  all6  (rbviden  e- 
gyeni)  egyes  liaea  £p  446) 

•2111211411.  Elso  altzikkely  : inas  illyennel  valo  bsszete- 
telbol  egy  par  egyennek  eggykoziisegebbl  szarmazo 
kbzbnseges  kepzete  az  eggykoziisegnek . 

•2111211412.  Mdsodik  ciltzikkely  : tbbb  oldalu  egyeni  keritek 
•211121142.  Mdsodik  jotzikkely : valamelly  egyeni  Iinea-i' 
nak  minden  szbghegyeire  egyenek  azonegy  pontboL 
•2111211421.  Elsd  ciltzikkely : az  egyeni  keriteknek  harom- 
szogekre  valo  felosztasa. 

•J111211422.  Mdsodik  ciltzikkely  : mindenik  egyennek  a# 
kbzponttol  azonegy  dnnyidjat  vevej  a’  hcisonlcit ossag1^ 
kozonseges  kepzete'  rriagva. 

•2111212.  Mdsodik  foszcik  : egy  eu  a*  kbrrel. 

•21112121.  Elso  cilszak  : °gy  egyen  a*  korl?  csak  egy  pont- 
ban  , vagy  kettbben  vagja. 


•21112122.  Mdsodik  alszcik  : tbbb  a’  kort  vago  egyenek. 


•211121221.  Elso  fdtzikkely  : azon  egyenek  vagva  egymast 
•2111212211.  Elso  ciltzikkely  : azonegy  pontban. 

A'  fotzikkek  y ( 1-so  , 2-dik  , 3-dik)  : azon 
pont  a’  kai  imaban  , si  kariman  belui  , vagy  kivul. 
•21112122  L2.  Mdsodik  ciltzikkely : ha  azon  egyenek  nein 
azonegy  pontban  vagva  egymast  , egyes  visszatero 
egyeni  lineat  fonnalnak.  * \ 

•2111212121.  Elso  fo-tzikk  : mindenik  egyen  (ngy  a’  mint 


11. 


van  a’  kezdetitol  a*  vegeig)  hiirja  a"  karimanak: 


eu- 


nek  altzikjei , 3 egyen  , 4 *s  a tbbbi 5 sot  ezeknek 


alsobb  osztalyai  , ha  az  egyenek  egyenlok  vagy  nem J 11 


u: 


•211122122.  Mdsodik  jd^tzikk  : mindenik  egyen  erintbje 


Mdsodik  fo-tzikk ely  : ha  azon  egyenek  nem  vag-^ 


■2111213. 


a kaiimanak  $ mellynek  ugyan  az  imintiek  az  alsobb 
osztalyai. 

•211121222. 

jak  egymast. 

HcirniacUk  fo-szak  : kbrek  egymassat. 

Elso  j o-tz.ikk  : erinlesi  vagatj  2-dik  az  erintes  nel 
kul  valo. 

Mdsodik  al-szakasz  : a * szogetlen  vdgds  $ mely- 
nek  alsobb  osztalyai,  az  egyenekbbl  's  koiivekbdl, 
vagy  tsupa  kbrivekbbl  valo,  3 ’s  tbbb  oldalu  fonuak. 
Mcisodik  cil-osztdly  : jerete  az  elehozott  keritekek^j 
nek  ; mellynek  alsobb  osztalyai  , az  egyeni  kerite-^ 


11 


'211122. 


•2112.. 


kek  , kbr  , vagy  tsupa  kbnvekbol  ? avagy  kbiiveM 


•212. 


bul  ’s  egyenekbbl  valok. 

Mdsodik  jp-osztdly  : azon  formaknak  , mellyeknek  az 
elso  lo-osztalyban  tsak  magaban  valo  lehetsege  bt4 
lik  szembe  (vagy  kerdesbe  jbhet)  ^ veges  szainn  ke| 
lo  miwel  valo  leheUege  vagy  lehetlensege  vbsgalasa 


a 11 


XI 


I.  Mdsodih  al-reszi'  szamtalan  kdt  f6  mivve\(kettos  egye* 
suit  mozgds^az  Jd-mennyiseg  tudvdny  segitseg6vel). 

iX,  Elso  fd-osztdly  : a*  mellyeknek  lia  nem  is  minden,  tle 
mindenik  pontja  megadatik  veges  szamu  2 fd  infvvel. 

12.  Mdsodih  fd-osztdly : a*  mellyeknek  mindenik  pont- 

ja sem. 

HARMA DIK  FO-RESZ  : vissza  inenetel  a’  laprol  az 
iir  inelysegebe. 

Eho  al-resz  : a*  veges  szamu  egyenekkel  ’s  liarom  fd 
mivvel  szarmazhatok*  vi*sgalasa  ( constructio  geom . 

♦ sensu  lato).  Tudniillik  az  elebbi  ket  fo  inuukahoz 
jarul  a’  tengelyi  fordulas. 

,1,  Elso  fb-szahasz  : tengelyi  fordulas  a keriteket  nem 
fqrmalo  lineaknak  , es  lapoknak. 

.11,  Elso  al-szakasz  : lineak*  tengelyi  fordulasa. 

Illi.  Elso  fb-szak  ; keriteket  nem  formalp  egyeni  li- 
neak*  fordulasa. 

.1111,  Elso  al-szah:  egy  fordulas. 

.11111,  Elso  fo-.tzihhely  : ket  egvmast  P lapban  vago  e- 
gyen  megfordul  az  egyik  korul  ; a’  mozgo  egyen  ut- 
ja  lap  , lia  a’  szog  negyed  szbg  ? ’s  lovi  tsupak  (az- 
az  tsup  az  6 tbvi  tarsaval ) , ha  a*  szog  kissebb  ne- 
gyedszognel. 

111112.  Mdsodih  fo-tzihhely  : Ugyan  Pben  A egyennek  b , 

c pontjairol  legyenek  B,  C egyenek  Ara  ra- 

dlldk  x *‘s  ABC-  — linea  forduljon  meg  A korul; 
az  egyenek  utjai  eggyhbzii  lapoh. 

.1112.  Mdsodih  al-szah  : tdbb  fordulas  ; legyenek  P lap- 
ban A,  B egyinast  p pontban  vago  egyenekre  a es  ,3 
ra  allok  p bol , *s  forduljon  meg  A kOrul  a,’sB  korul 
jB  ; i i ket  ut*  vagatja  a*  raallo  P bol  P re. 

12,  Mdsodih  al-szahasz  : lapoh  fordulasa. 

|L12-1.  Elso  jo-szah : egy  fordulas  ; fordulva  P lap> 

valamely  egyenje  kbrul  , sziili  a*  ket  lap 9 szoget. 

152.  Mdsodih  fo-szah  : tobh  fordulas . 

11221.'  Elso  al-szah : mindenik  fordulas  tengelyenek 

, azonegy  p kozbs  pontja  : ugymint  erlettessek  min- 

den,  P lapra  nezve  , azonegy  fejdl  , (p.  o.  foliil)  , *s 
mruden  fordulas  2ft  legyen  , ( B negyed  szbget 

teven).  Ezen  feltetellel  forduljon  P lap  pa  egyenje 
konil  5 ’s  mindenkor  ujra  % a*  hova  jutt  , fordul- 
jou,  onnan  , valamely  p pontroJ  vont  egyenje  kbiul 
hajolva  , folytatva  a*  mig  tetszik  ; ered  az  angu 
lus  solidius  (tely-szbg)  ; lehet  meg  azon  batarozast 
fs  tenni  , hogy  P mindeg  azon  szine  fele  hajoljon* 
9’  melly  elebb  al-61  vblt. 

>1222,.  Mdsodih  al-szah  : tdbb  fordulas  , mindenik  fo^ 
d.ulds>  tengelyj e*  kozpontp:  itelkuf. 
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31 
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•3112221.  EM  ffi-tzikkely  ; tsupdn  lapok. 

*3 1122211 . Elso  cil-tzikkely  i a’  fiilul  Ut  eggykOzrt  lap  J 
Q koziil  egyik  forduljon  akdrmelly  egyenje  ktf-ll 
rui , mig  a'  masik  lapnak  valamelly  pontjat  eri;  ne- 
veztessek  ezen  uj  lap  R nek  $ vi*sgaltatnak  az  R tol 
tsinalt  atelleni  szogek  's  a’  t. 

•31122212,  Masodik  al-tzikkely  : az  elebbi  R forduljon  a- 
karmelly  az  P es  Q lapokon  atmenfl  a egyenje  ko- 
rul ; 's  legyen  az  uj  lap  S ; /vi*sgaltatnak  P ve 
es  Qval  levo  vagatjai  az  R es  S lapokbol  alio  for- 
manak. 

31122213.  Harmadik  al-tzikkely  : forduljon  S is  akarmelly. 

P es  Q lapokon  atmeno  J3  egyenje  koriil  ; vfsgal- 
tatnak  az  R,  S,  T lapokbol  alio  formanak  P vel  esji 
Q val  levo  vagatjai  ; mind  azon  esetben,  ha  oc  II  j33 
mind  akkor  ha  nem. 

•3112222.  Masodik  fo-tzikkely  : lapok  egyenekktl. 

•31112221.  Eho  al-tzikkely : a’  fiilebbi  P es  Q eggykdzu 
lapok  koziil  egyiknek  akarinelly  pontjabdl  a’  ina- 
siknak  akarmelly  pontjara  egyen  gondoltassek  ; vi’s- 
' galtatik  az  egyennek  lappal  valo  szoge  , az  dteh 
leni  szogek  ’s  a'  t. 

•31122222.  Masodik  al-tzikkely : P lapban  legyen  7(23£-* 
egyeni  keritek  ♦ ’s  akarmelly  a’  lapon  folul  levS  0 
pont  legyeu  , forduljon  (inindent  egyfelol  , p.o.  P 
lapon  folul  ertve)  P lap  7(23  egyen  koriil  , 

Tla  egyen  bele  esik  ; es  legyen  53b  l|  es 


imi 


:7 (d*  az«j 


utan  forduljon  ugvanaz  elso  P lap  53£  egyen  ktf-l 


rui  , mig  236  bele  esik  , 's  legyen  1 1 es  = 536  J g] 


tovabb  az  utolso  oldalig  ; es  ekkor  forduljon  aj 


fl67l53  lap  d6  kbrul  , inig  C pont  bele  esik.  Sziile- 
tik  az  egyeni  ilr-eggykozeny , melly parallelepipe- j 
dum  , lia  7I53SS) parallelogr amnium. 

•31122223.  Harmadik  al-tzikkely  : lia  P lapban  levo  7(53£  - 

egyeni  keriteknek  , ininden  szoghegyeirol  azonegy  pJeti 
pontra  egyenek  gondoltatnak  , ?s  P fordul  inindenikita 
oldala  koriil  az  emlitett  keriteknek,  mig  p bele  e-lies 
sik  ; sziiletik  az  egyeni  teteny , (a’  mennyiben  a' 

kor-teteny  az-az  kor  talpu  teteny 's  akarmelly  ina»  et< 
talpu  mind  teteny).  i ili 

Masodik  fo-szakasz  : tengelyi  forduldsa  lapi  keri- » gy 
tekeknek, 

Elso  al-szakasz  : negyedszoges  haiom  szognek  meg 
fordulasa  az  egyik  bejogo  koriil;  (negyed  6£o-1aii 
gii  tsup ). 


312. 


•3121. 


XIII 


'3122.  Masodih  al-szahasz  : lap-allony  megfordulasa  vala- 
melly  oldala  konil  $ (negyed  szogii  he/igerj 

3123.  Harmadih  al-szahasz : felkdr  inegfordiilasa  a ket- 

tez 6 korul  , (gbmb). 

3124.  Negyedik  al-szahasz  : a*  mindjart  szarmazandd  tsu* 

pi  vagatok  inegfordulasaval  eredo  formak. 

313.  Harmadih  fo-sz ah  as z : tengelyi  fordulasa  a’  lapnak 
az  eddig  szarmazottaknak  valamelly  pontja  korul* 
Elso  al-szahasz  : a’  tsuppal  ( tsupi  vagat  oh ) ; El- 
lypsis  sot  parabola  talpu  tsup  , szelt  tsup). 
Masodih  al-szahasz  : a'  liengerrel. 

Harmadih  al-szahasz  : az  egyeni  tetennyel. 
Negyedih  al-szahasz  : az  egyeni  iir  eggykozennyel. 
Otodih  al-szahasz  : a*  gdmbbel. 

Elso  fo-sz  ah : ha  a’  kozep  ponton  mennek  al- 

tal  a’  lapok  ; erednek  3 lapbol  a’  gomb*  szinen  a' 
gombi  hdromszdgeh  ^ mellyeket  a’  meghatarozo  da- 
rabokbol  felszainitni  tanit  a’  Trigonometria  sphae- 
rica ( gombi  h&romszbg  szarnitds ). 

Masodih  Jd-szah  : ha  mind  erintik  a*  lapok  a* 
gombet  , vagy  miud  vagjak  , ’s  iir  darabot  zaio 
egyes  format  tsinalnak  $ ezek  kbzt  erednek  a’  egesz- 
szen  vagy  reszszerint  rendes  iir-testeh. 

|32  Masodih  al-resz  : azon  formak  , a*  mellyek  veges  sza- 
mii  egyenekkel  ’s  harom  f6  mfvvel  nem  szarmazhatnak}  (p.o.) 
ia  valamelly  ugy  ele  nem  allithato  formanak  minden  pont- 
airol  azonegy  pontra  egyenek  , vagy  azonegy  egyenhez  eggy- 
'ioziiek  gondoltatnak  $ *s  annyival  inkabb  , ha  azon  egyenek* 
oglalatjanak  bizonyos  forinaval  valo  vagatja  kerestetik  \s  a’t* 
■jlgyaltaljaban  mindeufele  formak  , akarmelly  (akar  az  Arbor - 
* a/i  harom  egymasra  ra  alio  egyennel , akar  \alamelly  for- 
naban  bizonyos  tbrveny  szerint  levo)  harmas  avagy  tbbbes 
gyesult  mozgas  altal  szarinazhatnak  , mind  azokkal  egyetem* 
ien  5 a*  mellyek  ezeknek  egybetetelevel  lesznek,  ide  tartoznak. 

5-szer.  A’  fenn  emlitett  Arithm.  Ele)eben  XVIII  la- 
>on  javaltatott  egy  irds-mod ; mellyben  nem  tsak  osszetett 
ietu  ne  legyen  , hanem  egy  betu  se  irodjek  ketszer  egyinai- 
tan  , sut  egy  betu  felett  is  , se  pont  sem  ekezet  ne  legyen, 
leg  is  minden  hangzonak,  meg  pedig  a’  rbvidnek  a*  liosszu- 
61  inegkuloinbbztetett  jele  legyen  , a*  nelkul  hogy  uj  betu 
etessek  fel  ott  a*  hosszak  szintugy  mint  a*  kelszer  irandok  , 
>liil  vagy  alol  (a*  mint  az  iras*  folyasa  kivanja)  nyujtott 
gyenes  vonassal  jelentetnek  ki  ; a’  tobbi  egy  a*  folyo  irasra 
jiemelly  betunel  vizeranyulag  vive  masnal  fbliilrdl  "szallitva) 
Ikalmas  jeggyel  tetetik  ki  : ma  is  valami  illyen  format  ki- 
annek  , hogy  nyelviink  kimondasa  meghatarozott  legalabb 
.asiiuV  modja  , elso  lenne ; de  a*  gy  kijelentesere  In- 


3131. 

3132. 

3133. 

3134. 

3135. 

31351. 

' 

31352. 


XIV 


k£bb  lehetne  d\  mint  g betiit  az  emlitett  jeggyel  venni/mi 


!J 


Vfel  acijon  konnyen  vajtozik  aggyonrn  , de  vagjon  lielyel  JjJ 
nem  inoiul  senki  vdggyont  5 — *s  vagyon  ineg  ketf  o mellyE]|e 

nek  jegy  kell  ; ezeu  szokbol  inegtetszik  edzeni , findzsia 
fnz  ntolsot  egy  6 eves  gyermek  mondotta , bogy  egyikkelsf2V 
lebet  le  irni  , az  a’  mint  giorno  mondatik)  .•  zs  volna  ,a 
azon  jeggyel,  edzeni  irodnek  ugyan  z vel,  de  azon  jegy  meg^ 
kettoztetnek  a*  kozepen  , ez  ugy  is  ritkan  jon  ele;  valamii 
a’  giorno  hang,  meliyet  g eleibe  tett  jeggyel  lelletne  ki  ted|]? 
ni.  4 Jly 

> i 6-odszor.  Ugyebarant  ezen  lapokon  az  iras  sokban  Teii,  i2z( 

lombozik  az  emlitett  kbnyvetskebelitol ; ugyan  is  itt  a*  Pes>ujD1 
hen  1832-ben  nyomtattatott  Magyar  Helyesirds  fdbb 
bcilycii haz  k/vantam’  magam  alkalmazni  ; mivel  a*  midon  ij[jj( 
hanyan  vagyunk  annyikeppen  irunk,  onnan  lebet  egyeddl  vaij^ 
ni  , bogy  valabara  megallitodjek;  ’s  noba  kiesit  tartoztatba.jl^ 
tom  avagy  Segitbetem  ele,  egy  pihevel  sein  akaroin  tcrbelrifm 
a*  hazai  kiimvelbdes*  kineseert  szereneses  szeilel  fesziilo*  vit iev 
torlakkal  evezo  bajot  — Sok  van  , a’  mellyre  nezve  kisseb||8l 
az  , mikent  , mint  az  bogy  eldbjtve  legyen  • ’s  inegegvezve 
Valabara  azon  a’  nyelveii  tantlljunk  , a*  meliyet  Anyainku'i 
tatuiltunk  ,•  ekkor  indulbatunk  meg  a*  mely  vblgyekbol  fen|*d 
az  Alpeseken  az  egfele  emelkedo  Nemzetek  u^an.  — * jJai 

Ha  Oseink  deakul  akartak  tanultatni  , a*  leanyokat  kel|an 
lett  volna 'inkabb  a*  Deak  oskolakba  jartatni,  bogy  6k  tudj eg’ 
janak  elebb  , *s  az  anyai  tejjel  szopva  a*  magyarral  egyiilhi 
a*  deakot,  sl  f ab  ciba  valo  megveniiles  belyett,  bele  szillettiinli, 
y61na — a*  liolt  nyelvet  is  az  asszonyi  eleven  nyelv  fel  ik; 
taikiasztotta  volna  — 9s  tsak  kel  nyelvet  meg  is  lebet  birni  ;ig 
(legalabb  inkabb,  mint  annyit,  a’  lianyat  most  tanulni  ken 
telenek  vagyunk),  *s  a*  tudomany  nyelve  is  akkor  a*  Dea,el 
volt.  — 

Vajlia  a’  tudos  Tarsasagok  abban  egyeznenek  meg,  bogiz 
a*  tudomanyok  oriasi  novesevel  , *a  midon  az  einberi  ero  *s  id  ie] 
nem  no, a*  mostani  sok  ’s  mind  tbbb-tobb  belyett  egy  matbeien 
sisi  > musikai  lelekkel  alkotott  veg  nelkul  tbkelyesitbeto  uyel 
ven  nyomtassanak  mindent  (a*  sziiksegest  is  le  forditva)  : nagjlek 
reszet  rovid  <$leUinknek  , melyben  mind  a’  koltsat  keresvein 
alig  lepiink  be  a’  tudomal]yok,  templomaba  ’s  a*  nap  le  inennn 
nyen  , ebben  toltbetnok.  — Ugyan  is  «a*  ttidomanyboz  ido  ei|]( 
munka  nelkul  jutni,  (a*  termeszetet  megtsalni)  nem  lebet!  bia  e 
ba  varja  valaki  a*  kiilbmben  sok  szep  felii  tarsalkodastol  ilen 
bogy  a?  Leucipp 9 atomjaibbl  (mint  a’  tantz-hazakbeli  talalko  en 
zasokbol)  szarmazo  vilag*  modjara  , abbol  tudos  legyen  ; £ ne, 
gondolatok  tantzolo  *s  parosodo  szalaja  is  inkabb  a’ inagany  fo 
ban  van  , ’s  a*  fiilemile  sem  a*  seregben  enekel.  — Lelietnios 
mindazaltal  a’  tarsalkodast  a*  sok  rosszat  sziilo  kartya  *s  e 


I 


»yeb  id£~paz£rlas  helyett,  eppen  nasy  idG  nvevesegre  kasznal- 
2l  midon  annyi  ollyas  jOn  ki  mindenfelol  , a*  iriit  megkelleme 
ilvasni  , ha  eleg  i(l5  's  szein  volna  rea  : sak  egynapi  olvasast 
sllehet  fel-ora  alatt  lelkesen  mondani  ; ’s  tsak  12  ollyan  ta- 
alkozzek  ossze , felosztva  egymast  kozott  , mindeniknek  tsak 
gy  napba  ys  liat  oraba  kerulne  , a‘  mi  12  napba  kerult  \ol- 
ia  mindeniknek  — sot  egy  nemes  rugoja  is  volna  kinek  kinek  a* 
nagara  vallalt‘resz'  tel}''esUese,tobb  halgatuk^leliS k’  hosszabbi- 
asara,  *s  lelkeik  kirnivelesere — Ugyanis  a'  tanulast  is  lehet 
>llyan  rugoval  ebreszteni  , melly  rosszabb  a*  ludatlansagnal  : 
llyen  a*  foliil-vagy'  vilag-egese  orszagokon  atfiivo  szelekkel; 
zzel  serkenteni,  annyi,  mint  egy  pokoli  kiolthatlan  (a’  testtel 
Imarado  vetkeket  is  foliil  elhetfi)  tiizet  vetni  az  einberi  nem’ 
nejjebe  ; — mitsoda  gonosztevo  tenne  meg,  ha  tehetne  is,  hogy 
Pajdalmat  tamasszon  a'  fube,  hogy  nem  rozsa  bokor,  ,s  ebben 
iogy  nem  tolgyfa — - hogy  az  egesz  szep  termeszet  munkas 
ilnm  csendjebol  jajra  serkenjen  fel.  Azt  kell  fejteni  a’  mi 
ran  , csak  fold  napfeny  's  esso  kell  a*  magnak — ’s  ugy  kell 
levelni  mindent,  hogy  kiki  azzal  a*  mire  teremtetett  , *s  ren- 
leltetett  , megelegedve  eljen. — 

De  az  emlitett  nyelvre  terve  vissza  ^ az  nem  rekesz- 
i a'  neinzeti  nyelvet  ki  ,•  minden  Magyai*  meg  van  azon 
edves  hangoktol  vara’solva  , mellyekkel  Edes  Hazank’  Anyai 
lattak  ^0^01101^  hajdoni  hoseit , a*  kiknek  inajd  kardvil- 
amjaikkal  ropogo  mennydorgeseikre  yerzapor  ornlott  a’  dilsos- 
eg*  inezejen  — ha  szinten  az  akkori  kardok  tollukka,  ’s  a*  karok 
iis  inkabb  ezekhez  mint  az  osi  fegyverekhez  valokki  lettenek 
U , ’s  a*  ditsosseg’  mezejen  is  a*  hajdoni  koszikla-mejjekbol 
e!  ikasztott  verforrasok  helyett,  fejekbol  szivargo  tenta  patakok 
'i  igyoznak  mindenfele. 

in  A*  koz  nyelv  mellett,  minden  nemzetnek  ekkor  is  ini- 

» elni  kellene  a’  magaet}  *s  ket  nyelvet  megis  taniilhatna  mind 
’ ket  nem  ; 's  minden  neinzet  egy  nyelven  ludvaii  szollani  , 
)?  z egymas’  megertese  millyen  egybefoglalo  kiitel  lenne  , (a* 
ifl lielly  Hazankban  is  olly  kivanatos  volna)$  ’s  melly  kozelites 
lie  enne  ez  az  einberi  nem  egyessegere. — 

ftb  De  mikor  hozza  fel  a'  szerelet  bus  angyala  az  ezere- 

»5  ek’  elpirulo  reggelen  azt  a'  napot,  mellyen  le  olvadnak  a"  csak 
ve  n sebet  erzo  kevelyseg’  jegvarai;  ’s  feltamadvan  kiki,  mint  meg- 
mtnnyi  senyvedo  lialott,  kiilon  kriptajabol,  a’  setetben  egyinas 
f ilen  hadazott  testveri  karok,  megesmerven  egymast  koz  oleles- 
liii  le  ragadtatnak  5 *s  a’  koz  Templom  kiderulo  boitja  alatt  min- 
tol  en  szivbol  kivettetyen  az  En-balvany,  mindenlk  egy  veghet- 
ilkt  pn  Atyaval  ’s  egy  vilaggal  telvt^S  meg,  egy  nyelven  zendul 
1 ; ; iieg  a?  foldrol  az  elso  Mi  Atydnk\  egi  boldogsaggal  moso* 
ad]  fog  vissza  a’ vegetlenseg  r az  drbkkevarosag’  szeretet-gyiiriije 
ieM  Ogyog  a J fold  korul  — a’  belso  teremtes'  elso  hajnalat  orom 
*! 
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kunnyek  gybngybzik  — ’s  az  angyalok  oda  fenn  dits£retet  eiie- 
kcluek.  — 

Ekkor  lesznek  egybegyulve  az  brbkbsbk  az  Uj  Testa- 
incntom  telyes/tesere — arra  az  osztalyra,  a*  hol  ts.ik  mindennek 
juthat  minden  — a’  koz  szeretet'  mennyei  kintse  az.  — 

De  mikoi*  ertjiik  meg,  hogy  mindnyajon  elesunk  ezeii 
tulajdon  niagunk  ellen  diihoskbdo  haboriiban  ? 9s  mikor  zaib- 
dik  be  JVvz/zsnak  az  elsb  KaintoX  fogva  mind  nyilva  alio  aj- 
taja  ? Egymast  szaggato  fenevadok’  ordito  piisztaja  az , 
mellynek  az  Egre  az  Islen’  kepeivel  kellene  vissza  rogyogni; 
elszakadt  az  odakoto  Szeretet  szent  lantza,  ’s  az  elsetetult 
Isillag  szainkivetve  bujdosik — azon  kevesen  a*  kik  keresik  egy- 
inast,  sein  talalhatjak  fel — *s  a*  legrnelegebb  szivek  is  magano- 
son  vernek  a’ mindenfelbl  kizaro  jegfalak  kozt  — egy  zivata 
ros  ejjben  fut  kiki  kiilbn  lampasoknal  haza  , felve  mindentbl» 
leginkabb  egyinastol — mikor  lessz  az  a*  mennyei  szo,  melyre  a 
magat  emeszto  rivo  ziirzavar*  sbtetsegeben  vildgosscig  legyen  ? 
ba  nem  csak  szajjal,  hanem  egymasboz  kozeledb  szivvel  kernokj 
eljbne  az  Isten’  Orszaga — *s  e*  kbsziklas  szigeten  valo  titun- 
kat,  a*  helyett  hogy  nehezitsuk  egymasnak  megkonnyitve,  yigan 
erkeznenk  a’  tengerliez  tovabbi  litunkra  — Akarmely  kitsi  is 
ez  elet,  nem  inegvetni  valb;  mikor  felsbbb  kotelesseg  keri  is, 
nagy  a r rara  mutat,  a’  melly^rt  elado  is;  nem  vegtzel  ugyan,  de 
a*  mint  eszkbz  egyfeiol  a*  tovabbira  , tzel  masfelol  magaban 
is.  — 'S  oh  ! a’  rait  most  ugy  megrutitunk,  melly  szeppe  te 
betnok  ; hogy  nemcsak  a’  jelen  nyerbdnek  meg,  lianem  szeb- 
ben  nevekednek  a’  belsb  ember  is,  's  a’  halalt  is  ugy  neznbk  , 
mint  egy  meg  szebb  vilag'  babajat  • — midbn  ez  a’  fbld  albi 
a’  napra  utat  nyitvan,  a*  megnott  szarnyu  uj  'angyalt  leszal- 
lott  kedvessei  repitik  a’  rnenyre  ki  — *s  a*  felsbbb  Termeszet 
mint  egy  ’anya  a'  fajdalom  utan  mosolyog  az  ujan  szulolnek. — ■ 
Csak  uj  eletre  mutat  az  lij  domb  is,  mellyel  az  anyafbld  me- 
liebe  fogadvan  , viragokkal  szbtt  zbld  leplet  remenyszivar- 
vanvok  alatt  kapjavissza.  — Sbt  mikor  a*  sohajtasok  a’  sze- 
inekre  fellegezven  , a*  sirhalmok’  nefelejtseit  kbnnyekkel  bntb- 
zik,  a*  sirattak  a*  inenny*  tornattzibbl  neznek  ala — 's  mikor  el- 
alutt  kepeik  felett  a*  pa*sint  banykodik  a*  nybgb  szelben  — ; 
inulandosag  ’s  o^bkkeVal6$ag,  tenger  habjai  — honvagy  — * 
(semini  emberi  szo  ki  nem  mondhatja,  ’s  a’  inu‘sika  is  csak  in- 
kabb  sebesili  az  edes  fajdalomtol  sajgb  szivet  — ) > azt  sugj«ik 
lelkeinkbe  : Ne  szo/norkodjatok  ! ah  ! hogy  nem  mondhat- 
juk  rneg , melly  idvesseg  az  Istenhez  kozelebb  — tiirjeteh 
bekevelj  *s  higgyetek  ! — a’  vegeti  ens  eg  mennyei  mag- 
nes se  , a*  mi  a * nernes  lelieket  vonja7  itt  van . 
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